DISPENSA 3 (SPAZI VETTORIALI E SPAZI EUCLIDEI)
Legge di composizione interna

Se A € un insieme non vuoto, si dice legge di composizione interna (o operazione interna) ogni applicazione
w;AX A - Ataleche V(a,b) € A X A - c € A. 'unico elemento c di A, corrispondente ad (a,b) in w, si
indica con w(a, b) o con awb.

Struttura algebrica= ogni insieme non vuoto A dotato di un’operazione interna w. Si denota con (A, w).

Elemento neutro

awe = a

e & un elemento neutro di A rispetto a w se Va € A:{ _
ewa =a

se (A,w) ha un elemento neutro, esso € unico.

Elemento simmetrizzabile

L’elemento a€A, con A dotato di elemento neutro, & simmetrizzabile per w se 3a’' € A 3" awa’' = a'wa = e.
Tale a’ si dice simmetrico e non & detto che sia unico.

Gruppo-= struttura algebrica che verifica le seguenti proprieta:

1. Va,b,c € A:aw(bwc) = (awb)wc  (w & associativa)
2. de€ A3 Va€ A:awe = ewa = a (esistenza elemento neutro)
3. YVa€eA 3Ja' € A3 awa’ = a'wa = e (esistenza dell’elemento simmetrico)

Proprieta dei gruppi: ogni elemento di A ha un unico simmetrico.

Gruppo abeliano=un gruppo in cui I'operazione interna w € commutativa, cioé Va,b € A: awb = bwa.
Esempi di gruppi abeliani sono (R, +), (R™, +) e 'addizione tra matrici.

Sottogruppo

Se A’ & un sottoinsieme proprio di A (gruppo), si dice che A’ & un sottogruppo se di A se A’, munito della legge
di composizione interna di A, e un gruppo. Es. (Z,+) e(Q,+) sono sottogruppi di (R,+).

Anello
Se A & un insieme in cui sono definite due operazioni interne (A,+,+), & un anello se:

(A,+) € un gruppo abeliano

1. VabceA:e+(b+c)=(a+b)+c (prop. associativa di +)

2. VOEAS VaeAa+0=04+a=a (esistenza elemento neutro per +)
3. VaeA3—-a€eAd a+(—a)=—-a+a=0 (esistenza simmetrico per +)

4, VabeA:a+b=b+a (prop. commutativa per +)

5. Va,b,ceA:e-(b-c)=(a-b)-c (prop. associativa di )

6. Va,bceA:a(b+c)=a'b+a-c (prop. distributiva a sinistra di )
7. VabceA:(b+c)ra=ba+c-a (prop. distributiva a destra di *)
8. 31eA3 Va€eA:l-a=a-1=a (esistenza elemento neutro per )

Corpo



(A,+,") € un corpo se:

1. (A,+,7) @un anello;
2. Ognielemento di A & simmetrizzabile perla -, cioéseVa€A,a#0,3ated d axa l=alxa=1

Campo
(A,+,) € un campo se:

1. (A,+,) éun corpo;
2. VaabeA:axb=bXxa (x & commutativa)

Proprieta campo

1. VaeA:ax0=0xa=0;

2. VabeA:(axb=0)e(@a=0vb=0) (legge di annullamento di x)

(M, +,x) delle matrici non singolari € un corpo ma non un campo perché non vale la proprieta commutativa per
la moltiplicazione.

Spazi vettoriali

Operazione esterna= ogni applicazione su V avente K come dominio degli operatori tale che:
w:KxV->V 3'vikv)->v =wlkv)€EV

cioé che ad ogni coppia ordinata di KxV associa un unico elemento dell’insieme V.

(V,+,") € uno spazio vettoriale se sono verificate le seguenti proprieta:

1. VuveV:u+v=v+u

2. Vvuv,weV:u+(v+w)=QU+v)+w

3. 30eVa VweViv+0=0+v=v

4, vwweV,3 —veV 3 v+ (—v)= —v+v=0

5. Vhke KA vve V:(h*k)=*v=nhzx(kx*v) associativa rispetto al prodotto di scalari (legge esterna)
6. Vhke KA vweV:(h+Kk)+*v=hsx*v+k=v distributiva rispetto al prodotto di scalari

7. VheKAVVvueV:h*(u+v)=h*xu+h=v

8. WEeEV:l,*xv=yv

Proprieta spazi vettoriali

1. WeV:0,xv=vx*0,= 0,

2. YvheK:k=+* 0,=0,

3. (h*v=0,)e(h=0, vV v = 0,) (legge di annullamento del prodotto esterno)
4. Vv € V:(-1p)*v=-v (ottengo il vettore opposto)

Esempi notevoli di spazio vettoriale

Insieme V dei vettori geometrici (con somma tra vettori e prodotto per uno scalare);
Insieme R dei numeri reali & uno spazio vettoriale su sé stesso;

Insieme R™ con somma delle componenti e prodotto per uno scalare.

Insieme delle matrici di ordine m*n;

Insieme delle matrici di ordine n;

Insieme R [x] dei polinomi nell’incognita x a coefficienti reali;

Insieme delle f:1 - R.

No vk wNe



(tutti muniti di operazione interna (somma) e operazione esterna (prodotto)

Sottospazio vettoriale= V' & un sottospazio vettoriale di V se € un suo sottoinsieme non vuoto e le operazioni
di V, ristrette a V’, sono anch’esse operazioni di V' e verificano le 8 proprieta di uno spazio vettoriale.

VXV -V 3 wiv,evVivi+v,eV
KxV' —-V 3'vkeKevww eV:k-v eV’
Teorema fondamentale sottospazio vettoriale
C.N.S. affinché V’'<<V, sono:

1. YuuveV:u+veV’
2. VkeKevYveV:k-veV

La dimostrazione & implicita nella definizione di sottospazio (8 proprieta).
Esempi di sottospazi vettoriali

Se 0 & I’elemento neutro per + di V(K), allora V’'= {0} e sottospazio banale di V(K).
V e un sottospazio vettoriale di sé stesso detto sottospazio improprio di V(K).
Insieme delle matrici triangolari.

Insieme delle matrici diagonali.

P whhe

Sistemi di vettori linearmente dipendenti/ indipendenti
Combinazione lineare= hyv; + hyv, + -+ + h, v, con h=scalari (coefficienti) e v=vettori.
Ogni combinazione lineare di elementi di V(K) € ancora elemento di V(K).
Vettori linearmente dipendenti
Si dice che un sistema S = {v,, v,, ..., v, } di vettori di V(K) & un sistema di vettori linearmente
dipendenti (sistema legato) se:
H(hl, hz, ey h’Tl) € Kn, (h’ll hz, ey hn) * (0,0, ...,0), 91 h1171 + h2172 + -+ hnvn = 0
Vettori linearmente indipendenti

Si dice che un sistema S = {vy, v,, ..., v, } di vettori di V(K) & un sistema di vettori linearmente

indipendenti (sistema libero) se

A (hy, hy, ..., hy) € K™, (hq, hy, ..., hy) # (0,0, ...,0),3" hyv; + hyv, + -+ + hyv, = 0, ovvero, se
hyvy + hyvy + -+ h,v, =0 (hy = h, =+ =h, =0).

Proprieta vettori L.D.

Se S ={vy, vy, ..., v, } € un sistema di n vettori di V(K), allora:

1. Se0 € S = S & un sistema di vettori L.D.;
2. Se S é un sistema di vettori L.D., allora ogni altro sistema contente S & L.D.;
3. S eéun sistema di vettori L.D. & almeno un vettore di S &€ combinazione lineare dei

rimanenti con coefficienti non tutti nulli.



Proprieta vettori L.I.

1. (§={v}v+0,) = (Seunsistema di vettori L.I. );
2. (SsistemadivettoriL.1.) = (VS' € S:S'sistema di vettori L.1.);
3. Se S ={v,,v,,...,v,} & un sistema di vettori L.l., nessuno dei vettori di S & combinazione
lineare dei rimanenti vettori.
Sistemi di generatori di uno spazio vettoriale
Sia S = {vq, vy, ..., v, } un sistema di vettori di V(K) e sia U I'insieme di tutti i vettori di V(K) che sono

combinazione lineare degli n vettori di S,
U= {u € V(K)|E|(h1, hz, ...,hn) € Kn 3, u= h1v1 + hzvz + -+ hnvn}

Si dimostra che U & un sottospazio vettoriale di V(K), U<<V(K).

Dimostrazione

DU+@
2)Vu,u' elU:u+u' €U
3) VheKeVueU:h-uelU

(svolgi calcoli)
Definizione

Se U e il sottospazio di V(K) formato da tutte le possibili combinazioni lineari di un sistema

S ={vy, vy, ...,0} di vettori di V(K), U={ue€V(K)|3I(hy,hy, .., h,) EK™ 3" u=hv, +
h,vy + - + hyvy,}, allora

1. linsieme U dicesi sottospazio di V(K) generato da S = {v4, vy, ..., U };
2. linsieme S = {v,, v,, ..., v, } dicesi sistema di generatori del sottospazio U(K).
Si scrive: U = L(vq, Vg, ..., V) = Span(vq, vy, ..., 1y).
U si dice finitamente generato se il numero di vettori di S ¢ finito.
Basi di uno spazio vettoriale
S ={v,y,v,, ..., v,} € una base dello spazio V[K] se:

1. S é un sistema di generatori per V(K).
2. S eéunsistema di vettori L.I.
Siindica con By = {vq, vy, ..., U, }. Ogni spazio vettoriale ha almeno una base.
Proprieta delle basi
1. Se B={v,, vy, ..,1,} & una base di V(K), ogni vettore di V(K) & esprimibile in uno e un solo

modo come combinazione lineare degli elementi di B.



2. | coefficienti (h1, hy,...,hn) della combinazione lineare si dicono componenti di v nella base B
e si scrive v = (hy, hy,...,hn).

3. Sela base B e ordinata, si dice che B e un riferimento di V(K) e, in tal caso, le componenti di
v rispetto alla base ordinata B si dicono coordinate di v nel riferimento B.
Ad esempio, (e1 =(1,0,...0), e2=(0,1,0,..0), ..., en = ( 0,0,..,1)) dicesi riferimento canonico di
R".
Sev & un vettore di componenti (xq,x3,..,X,) rispetto a una base B di R", allora

(x1,%3,..,%xy) sono anche le coordinate di v rispetto alla base canonica {e;, e,,.., e,} di R™
v = xlel + x262 + b + xnen.

4. Ognibase di uno spazio vettoriale V(K) & un sistema massimale (insieme piu grande di vettori
L.I. che si puo prendere) di vettori linearmente indipendenti di V(K).

Dimostrazione

1) B e un sistema di generatori di V(K)
SiaB = {vy,v,,.., v} una base di V(K) &
2) B e un sistema di vettori L.1.

Di conseguenza, se v & un ulteriore vettore di V(K),

al(hl'hz, ..,hn) € Kn =) ! V= hlvl + hsz+. . +hnvn = h1v1 + h2172+.. +hnvn — V= O,
con (hl,hz, oy hy, —1) # (0,0,..,0) = {v,,v,,..,v,, v} sono L. D. e cid dimostra che n & il

massimo numero di vettori L.I. di V(K).
5. Se V(K) e uno spazio finitamente generato, tutte le basi hanno lo stesso numero di vettori.
Dimensione di uno spazio vettoriale

Se V(K) & uno spazio vettoriale finitamente generato, si dice dimensione di V(K) il numero n di vettori

di una qualunque sua base ovvero il numero massimo di vettori L.I. di V(K).

Mentre ogni base & un sistema di generatori di uno spazio vettoriale, non e detto che un sistema di

generatori sia una base dello spazio vettoriale: sara una base solo se i vettori sono L.I.

Teorema del completamento della base

Se V(K) & uno spazio vettoriale di dimensione n, dim V = n, e se vi,vy,..,vr sono r < n vettori
linearmente indipendenti di V, esistono (n — r) vettori di V(K), (Vr+1, Vr+2,...,Vn), tali che 'insieme B’ =

{vi, vy, o, Uy, Vpyq, Vpyo, .., U} Sia una base di V[K].



Proprieta delle dimensioni
Se V(K) & uno spazio vettoriale di dimensione finita e se U & un sottospazio di V(K):

1. U hadimensione finita ed & dim(U) < dim(V);
2. (dim(U) =dim(V)) & (U =V).
Teorema rango e lineare dipendenza/indipendenza

Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione m e siano (u1,Uy,...,un) n vettori di V(K) di componenti
rispettivamente

u1 = (X11,X21,.. Xm1),

Uz = (X12,X22,.. Xm2)

Iy

Un = (Xln,XZn,..,an)
rispetto a una base B = {v,, vy, .., Uy, } di V(K).
Detta A la matrice avente per le componenti dei vettori, si dimostra che:

1. (ug,uy,...,un) sono L.I. se rang(A) =n;

2. (u1,uy,...,un) sono L.D. se r=rang(A) <n;

In tal caso, i vettori L.I. sono solo r e sono quelli che formano il minore estratto che ha determinato

il rango di A.
Dimostrazione
Sia hyuq + hyu, + -+ h,u,, = 0, scrivi matrici associate e ragiona con Rouche-Capelli.

Se il numero n di vettori & maggiore del numero m delle componenti, gli n vettori sono linearmente

dipendenti.

Operazioni con i sottospazi
Sottospazio intersezione
WiynW, ={veV(K)|lveW, ev e W,} & un sottospazio di V(K).

Sottospazio somma



Wi+ W, ={veV|aw, € W, edw, € W, 3'v =w; +w,} & un sottospazio di V(K).
Teorema di Grassmann o delle dimensioni

dim(W; + W,) = dim(W;) + dim(W,) — dim(W; n W,)
Somma diretta tra sottospazi
Si dice che V € somma diretta di w, e w, se:

1. V=w; +w,

2. W1 N Wz = 0
In tal caso si dice che w; e w, sono sottospazi supplementari di V(K).
Proprieta somma diretta

1. vveV,3|lw, € Wy eT|lw, €W, 3" v=w; +w,,cioé ogni vettore di V & esprimibile in
uno e un solo modo come somma di vettori di W1 e Wa.

2. Se U; e Uy sono due sottospazi vettoriali di V(K) e se B1={us, uy,...,ur} una base di U e
B2 = {v1, v3,...,vs} una base di Uy, si dimostra che:

o B = ByUB, ={uy, uy, ..., Uy, V1, V2, ..., Vs} € un sistema di generatori dello spazio somma
U=U;+ Uy

o (B = B;UB; ={uy,uy,...,us,v1,vy,...,vs} € una base dello spazio vettoriale somma
U=U1+U;) e U; nU, ={0}

Cambiamento di base in uno spazio vettoriale

Formule di passaggio

Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione n e siano B = {ey, e,, ...,e,} e B' = {e'y,€'5, ...,e"}
due basi di V(K). Se v € V(K) & un vettore di V(K) di componenti (x1, X,...,Xn) rispetto alla base B

e (X1, X'2,.,X'n) rispetto alla base B’, si dimostra che:

x]_ = allxll + alzx,2+ R o alnx,n
xz == ale,1 + azzx,2+ L aan,n

Xp = Ap1X'1 + ApaX'3+ -+ appx'y

+ (a11,a21, -, any) sono le componenti di e'; rispetto alla base B,



+ (a12,a35, ..., Ayy) sono le componenti di e', rispetto alla base B,

1. (ayn azp, -, pp) SOno le componenti di e',, rispetto alla base B.

Forma matriciale (forma compatta)

Xr=P - X1
X1
. - x
2. Xril vettore colonna delle componenti di v nella base B, X; = | 72
xn
x'4
!/
. - x
3. X'ril vettore colonna delle componenti di v nella base B, X' = 2
x'n

4. P la matrice di passaggio avente per colonne le componenti dei vettori della base B’
calcolate rispetto alla base B,

ai1  Aai2 QAin
a a a

p = 21 22 2n
an1 an - Ann

P & invertibile, essendo non singolare, quindi X’ =P1- X & I'equazione di passaggio dalla base B’
alla base B. P~! ha per colonne le componenti dei vettori e;della base B risetto alla base B’.
Autovalori, autovettori, autospazi di matrici quadrate reali

Autovalore

(A € un autovalore di A) & (EIXn,l EMy1,Xn1 #0,1,2 A-Xp1=42" anl)

Il vettore colonna X,, ; dicesi autovettore di A relativo all’autovalore A.
Autovettore

(X & un autovettorediA) © (A ER3'A- X = 1-X).

Il numero reale A dicesi autovalore relativo all’autovettore X.
Proprieta autovalori e autovettori

1. Se Aéuna matrice quadratadiordinenese X € M, ; € un autovettore di A, si dimostra che
e unico l'autovalore di A relativo ad X.
2. Se A & una matrice quadrata di ordine n e se A € un autovalore di A, si dimostra che esistono

infiniti autovettori di A relativi a A (dim. Come in analisi per Rouche-Capelli).



Autospazi

Se A & una matrice di ordine n e se A & un autovalore di A, si dice autospazio di A relativo a A, e si

indichera con V3, I'insieme
={XxeMm JXx=0vA-X=21-X}
Vi e I'insieme formato da tutti gli autovettori associati a A e dal vettore nullo Op 1.

(gli autovettori con stesso autovalore + il vettore nullo formano uno spazio vettoriale, si dimostra

con dimostrazione sottospazio vettoriale)

Molteplicita geometrica= dimensione autospazio relativo a A.

Proprieta

(A & un autovalore di A) & (det(A —2A-1) = 0)

(stessa dimostrazione analisi, non ammette solo la soluzione banale quindi det.(A)=0)
Polinomio caratteristico P(1) = det(A —A1-1)

Equazione caratteristica P(1) =det(A—A1-1)=0

Il numero massimo di autovalori di una matrice di ordine n & n.

Molteplicita algebrica= la molteplicita con la quale I'equazione caratteristica P(1) = 0 ammette la

soluzione A.
Proprieta

1. la molteplicita geometrica=n-rang(A — Ai)
2. 1<mgA) <m,Q).
3. Gli autospazi relativi a due A distinti sono supplementari.

4. Gli autovettori di due autospazi relativi a due autovalori distinti sono l.i..

Proprieta

vy

.....



Matrici simili, matrici diagonalizzabili

Matrici simili

(A & simile a B) & (3PE€ M, non singolare(invertibile), 3’ B=P1-A-P)
Proprieta similitudine tra matrici

1. AésimileadA. (prop. riflessiva)
2. Asimile a B = B simile ad A. (prop. simmetrica)

3. Asimile a B, B simile a C = A simile a C. (prop. transitiva)
Proprieta delle matrici simili

1. rang(A)=rang(B)

2. det(A)=det(B) (per il terorema di Binet)

3. AeBhanno lo stesso polinomio caratteristico.
4

A e B hanno stessi autovalori e stessi autospazi.
Matrice diagonalizzabile
Si dice che A é diagonalizzabile se esiste una matrice D diagonale tale che A sia simile a D:
(A € M, é diagonalizzabile) < (3D € D,, ed 3P € M,,, invertibile ' D = P~1-A- P).
la matrice P dicesi matrice che diagonalizza A. (matrice diagonalizzante)
Criteri di diagonalizzazione di una matrice
1. (Aeédiagonalizzabile) < (A ammette n autovettori L.1.)
(in tal caso P che diagonalizza A ha per colonne gli auotvettori L.1.di A e gli
elementi della diagonale di D saranno gli autovalori di A)

2. (Aediagonalizzabile) < (dimV,'l1 +dimVy, + -+ dimV,, = n) cioé la somma delle
dimensioni dei suoi autospazi & uguale all’'ordine della matrice.
3. (Aeédiagonalizzabile) & (ammette n autovalori distinti), e si verifica se:
o L’equazione caratteristica ha n radici tutte reali (semplici o multiple)
o Ogni autovalore ha molteplicita algebrica uguale a quella geometrica.

4. Ogni matrice simmetrica e diagonalizzabile.



Matrice ortogonalmente diagonalizzabile

Una matrice A € M si dice ortogonalmente diagonalizzabile se esiste una matrice ortogonale P

che diagonalizza A, cioe se:

3D € M, diagonale, ed 3P € M, ortogonale, tale che D=P1- A - P.

Proprieta
Ogni matrice simmetrica € ortogonalmente diagonalizzabile.
Spazi Euclidei

Prodotto scalare euclideo= ogni applicazione X:V XV — R che associa
V(v1,1,) EV XV — vy Xv, €ER (leggasi viscalare v,)

ed é tale che soddisfi le seguenti condizioni:

1. Vv,v, EVivy Xv, =v, X1g (proprieta commutativa del p.s.)
2. Yvi,0,,0, EVi(v] + 1) X V3 =3 X VU3 + 1V, X U3 (proprieta distributiva a destra)
3. Vv, v, €VeVheER:(h-v) Xvy, =h- (v XVy) (proprieta associativa a destra)
4, YVwweV:ivxv=>0 (il prodotto scalare e definito positivo)
5. Vwelivxv=0rv=0,.

Proprieta del prodotto scalare

1. Vv, v,,v, €EVivy X (v, +v3) =v; XV, + V1 X V3 (proprieta distributivita a sinistra)
2. Vv, v, €VeVheR vy X(h-vy)=h- (v XVy) (proprieta associativa a sinistra)
3. VU1€V:U1XU2=0R<=>UZ=0V.

Spazi euclidei= spazi vettoriali dove e definito il prodotto scalare euclideo. Si indica con

(V(R), +,,%)

1. + e una legge di composizione interna su V,
2. - e una legge di composizione esterna su V avente R come dominio degli operatori,

3. X e un prodotto scalare euclideo su V.
Esempi notevoli di spazio euclideo

1. Spazio vettoriale dei vettori geometrici con il prodotto scalare: 4 X ¥ = |u] - |¥] - cos(9)
2. Spazio vettoriale R™ con il prodotto scalare
Vx,y ER" 3" x = (x1,X5,.,xp) ey = (¥, Y2, -, Yn): X XV = X1V1 + X3V5 + -+ + X Vn.

Norma= ||v|| = Vv X v.

v
Versore= vettore con norma=1, ver(v) = 0

Vettori ortogonali= (v1 & ortogonale a v;) & (v, X v, = 0).



Sistema ortogonale di vettori= spazio euclideo i cui vettori sono a due a due ortogonali. Si

dimostra che esso e un sistema di vettori L.I. dello spazio V(R).
Dimostrazione

Moltiplicando scalarmente ambo i membri per vy, si ha
(h1vi+ hava +.4 hpvp)Xvi = 0Xvie hyvy X vy + hyvy X vy + -+ hyv, X v = 0 =

& (tenendo conto che v; & ortogonale a vy, ..., vp ) hy - ||[v1]]2 = 0=(essendo v; # 0) h1=0

Dopo il primo passo, la combinazione diventa:
ha'v2 +..+ hpvp =0
Analogamente, moltiplicando scalarmente ambo i membri per v, e ripetendo i calcoli, si

ottieneh, =0

Reiterando il procedimento, si ottiene: h3=hs=...=hp =0.
Angolo di due vettori= il numero reale dato da 9 = arccos (ﬂ) & cos(9) = 2222
lvall-llv2|l [lvll-llv2 ]l

Proprieta angolo tra due vettori

1. cos(¥) = cos(T;v3) = vers(vy) X ver(v,);

2. vy X vy = ||l - [|v,ll - cos ().
Proiezione ortogonale di V; su V,= vettore multiplo di V; secondo il coefficiente Tﬁlv—xliljzz:

1
Vi XV
v2171 = prvl (UZ) ” ”2 " Vg.

Proiezione di v sul sottospazio U= vettore somma delle proiezioni di v su ciascuna componente della

base di U.

Uy X v
pry(v) = T vers(u1)+
1

-vers(u,) + - + - vers(uy,).

2 XU Xv
II 2|l II Up|

Complemento ortogonale di un sottospazio
Se V(R) & uno spazio euclideo e se U & un sottospazio vettoriale di V(R), si dice complemento

ortogonale di U il sottoinsieme di V(RR) cosi definito:
t={weVR®)|VueU:v Lu}

(ogni vettore di UL & ortogonale a ogni vettore di U)

Si puo dimostrare che & un sottospazio vettoriale.

Proprieta complemento ortogonale

1. Se U éil sottospazio di V generato dai vettori (u1, U, ..., Up), U =Span (u1, Uy, ..., Up),



sidimostrache (we Ut) © (v Ly, Vi=1..p)
cioe Ut=weVR®R)IVueU:viut=weVR)IVi=12,..,p:v Lu}
2. Se By & una base di U, allora il complemento ortogonale di U, U+, & costituito da tutti e soli i

vettori ortogonali a ciascun vettore della base Bu.

Base ortogonale =i vettori della base sono a due a due ortogonali.
Base ortonormale = i vettori sono a due a due ortogonali e hanno norma uguale a 1.

1. Viij:eixej =0,
2. Vi=1..n: ”ei”:].@ e Xe = 1.

Proposizione
Se A & una matrice quadrata di ordine n, le seguenti proposizioni sono equivalenti:

1. A éuna matrice ortogonale.
2. | vettoririga di A sono una base ortonormale di R™.
3. | vettori colonna di A sono una base ortonormale di R™.

Proprieta

1. Vvy,v, EV(R), convy; = (X1, Xg, o, Xp) € Vg = (Y1, Y2y s Yn)i V1 X Vp = X171 + X3Yo +
cee + xnyn;

2. YWweV(R),v = (x1,%p 0, %) VIl = 22 +x2 + -+ + x2.
Proposizione

Se B e B’ sono due basi ortonormali dello spazio euclideo V(R), la matrice P di passaggio dalla base
B alla base B’ & una matrice ortogonale (Pr=P)= P- Py = L.

(si dimostra con la semplice matrice di passaggio)

Metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt

Se V(R) e uno spazio vettoriale euclideo e se B ={v1, v, ..., Va} € una base di V(R), allora

3B’ ={ey, ey, ..., en} 3’ B’ sia una base ortonormale di V(R).

Tale base ortonormale B’, ottenuta a partire da B, dicesi base ortonormale associata alla base B

di V(R).

Dimostrazione

— . uy _ 7
1. Porrefu; = vy € €1 = _||u1|| = ol

u, € il primo elemento di una base ortogonale;

e, e il primo elemento della base ortonormale che si vuole calcolare.

2. Porre uz =v2 + A-e1 e si calcola 4 in modo tale che u, L e;.

Si ha:
Uu,leg,=>u,xXe; =0 (v,+1-e)Xey=0=v,Xe;+1 e, Xe; =0=
:vzxel+/1=0=>l=—v2><el

Sostituendo tale valore di A in uy, si ha:



4.

VXV, Vg Uy X Vg
21, L =y, — “ V.
lvall vl llv 117

uZ=v2+l'el=v2_(v2Xel)'el=v2_

Quindi, si pone
U
lluall

=)

Si osservi che:
= U, 1 ug;

= ey éun versore ortogonale a e, e, L e;.

Infatti:

Uy Xuyp = (W — (v Xep) ) Xuy = (v, —vy) Xuy =0;

u U, Xe
€2X61=—2X61=#
2l |zl

= 0,essendo u, 1 e;.
Il
u,, secondo elemento di una base ortogonale, é :

— — ul
[l [I?

e,, secondo elemento della base ortonormale che si vuole calcolare, é:

Uy

[l

ezz

Porre

uUs=vs+Arrer+Arez

e si calcolano A, e 4, in modo tale che
uz Lejedus L e,

Imponendo tali condizioni, si ha:

{quel=O {(v3+/11'el+12'82)><81=0
U3xez=0 (U3+/‘{1'el+12'32)><82:0

{U3X61+/11'61X61+22'62X61=0 {U3X81+/11=0 {/11=—U3X61
U3X€2+Al'elxez+/’{2'ezxez=0 173X€2+/1220 /12=—l73><82'

Sostituendo tali A1 e Az in us, si ha:

V3 XU U U3 XUy Uy

ludll el Tl Tl

uz =v3—(v3 xXep) e —(v3Xey) e, =v3—

U3Xul nguz U3Xu1 U3XU2
= V3 — U Uy D U3 = V3 ————— Uy — Uy,
3 fualz Y iz T2 3 3 fualz Y iz 2

Quindi si pone

Us

lusll’

63:



] usz e un vettore ortogonale ad u, e u,;

] es3 é un versore ortogonale a e; e e;.

Quindi:

us e il terzo elemento di una base ortogonale:

V3 X Uq V3 X U,

Uz = V33— " U1 — 5 " Uy
lluy |2 llu, |2

e; e il terzo elemento della base ortonormale che si vuole calcolare:

Us

Cq — .
3 7 Jluall

Iterando il procedimento, si calcolano i restanti vettori (uas, Us, ..., Un) €

(eq, €s, ..., en).
Formule di ortogonalizzazzione di una base

B’ ={u1, uy, ..., un} & una base ortogonale di V(K), dove:

[ ] ul = 171;
° U, = v szul U
2 2 gz Y
V3 XUq V3 XUy
o u = VPqg ———"* U4 — . .
3 3 Jugll2 Tt w2z T
[ ]
Vp XUq Vp XUy VpXUp—q
® Uy =VUp— U Uy — o = Uy
TR gz Tt uglz 2 lup_, N2 "1

Formule di normalizzazione di una base

B' ={ey, ey, ..., en} € una base ortonormale di V(K), dove:

Uq
e =

llug Il

Uz
62 -

lluzll’

[ ]

Un
e, = .
T ugll

Teorema

Se V e uno spazio vettoriale euclideo e se U & un sottospazio di V, allora V &€ somma diretta di U e

V=U+Ut

L. = 1
UL: v=U@ U @{UnUl:{O}

Due sottospazi ortogonali di uno spazio euclideo V(R) sono sempre somma diretta di V(R).
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