Teoremi con dimostrazione

Teoremi di media difficolta:

1)Ogni soluzione di un sistema lineare compatibile si ottiene
sommando una fissata soluzione del sistema con una soluzione del
sistema omogeneo associato.

2) Se ad un sistema applico delle trasformazioni elementari sulle
equazioni, ottengo un sistema ad esso equivalente.

3)Teorema di Rouché — Capelli.
5) Metodo di Cramer per risolvere i sistemi quadrati.
4) Secondo Teorema di Laplace.

5)Come cambia il determinante di una matrice se effettuo delle
operazioni elementari sulle sue righe o colonne.

6) Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette una base.

7)Le soluzioni di un sistema lineare omogeneo in n incognite formano un
sottospazio di R*n. Sua dimensione.

8)Effettuando operazioni elementari sui generatori di un sottospazio di R?
n, ottengo dei vettori che generano lo stesso sottospazio.

9)Sia f:V - W un’applicazione lineare. Dim V= dim Ker f + dim Imf. Kerf e
Im f sono sottospazi di V e W rispettivamente.

10) Se una funzione lineare f € iniettiva, trasforma insiemi indipendenti in
insiemi indipendenti.

11) Una funzione lineare f & iniettiva se e solo se Ker f={0}.



12)Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata
sia diagonalizzabile.

13) Due matrici simili hanno lo stesso determinante, rango, polinomio
caratteristico e rappresentano lo stesso endomorfismo.

14) Se U & un sottospazio di R", dim U--=n-dim U e R"=U+ UL

15) Caratterizzazione delle matrici ortogonali: P=P"T se ¢ solo se le
righe ¢ le colonne di P formano una base ortonormale di R™

15)Un insieme di vettori a due a due ortogonali che non contiene lo 0 &
indipendente.

16)Componenti di un vettore rispetto ad una base ortonormale.

Teoremi difficili
1)Lemma di Steinitz.
2)Formula di Grassmann.

3)Autovettori associati ad autovalori distinti sono indipendenti.
L’unione di insiemi indipendenti contenuti in autospazi distinti € un
insieme indipendente.

5)Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.

6)Classificazione delle coniche col metodo degli invarianti.
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1)Ogni soluzione di un sistema lineare compatibile si ottiene
sommando una fissata soluzione del sistema con una soluzione del

sistema omogeneo associato.
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2) Se ad un sistema applico delle trasformazioni elementari sulle
equazioni, ottengo un sistema ad esso equivalente.
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5)Come cambia il determinante di una matrice se effettuo delle

operazioni elementari sulle sue righe o colonne.
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5) Metodo di Cramer per risolvere i sistemi quadrati.
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4) Secondo Teorema di Laplace.
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6) Ogni spazio vettoriale finitamente generato ammette una base.
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8)Effettuando operazioni elementari sui generatori di un sottospazio di R*
n, ottengo dei vettori che generano lo stesso sottospazio.
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2)Formula di Grassmann.
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3)Teorema di Rouché — Capelli.
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Lemma di Steinitz

In uno spazio vettoriale V' di dimensione n, un insieme indipendente ha al pit n vettori.
Dim. Sia S = {uj,us,...,u,,} un insieme di m vettori di V con m > n e sia B =

{v1,v2,...,v,} una base per V.
Sia hyuy + houg + ...+ hyytty,, = 0. Poiché B & una base per V', possiamo scrivere ogni vettore

di S come combinazione lineare di elementi di B in unico modo.
Si ha allora:

w1 = knvr + k12ve +. .. + k1ntn
Uy = kgl'vl -+ k221)2 + ...+ kgn’i)n

U; = k\;lvl + km’vg +...+ kmv“

Um = kml’”l ot kn12v2 STt kmn’”n

e sostituendo tali espressioni, si ha: hyuy + hots + ... + hpmttyy, = hi(k11v1 + kisve + ... +
klnvn) + ho (kglvl + kogvg + ...+ kgn‘vn) g hm(km] v+ kypava + ...+ k,,mvu) = (0. Mettendo
in evidenza i vettori di B, si ottiene: (h1ki1 + hokar + ... + hikmi)vr + (haikiz + hokoo + ... +
opkma)ve + ..+ (hikyy, + hokoy + - .- + hykpmn )v, = 0. Poiché ‘B & un insieme indipendente,
I'unica combinazione lineare di elementi di B uguale a 0 & quella banale, quindi:

hlku + hgkgl + ...+ hmkml = 0
hikiz + hakaa + ... + hikm2 =0
hikyi + hakai + ...+ hikmi

hiki, + hokon + ...+ hpnkyn =0

In tale sistema, le incognite sono {hy, ks, ..., h,;,}, quindi abbiamo m incognite ed n equazioni,
con m > n, dunque il sistema & indeterminato. Esiste allora (hi, ho, ..., hm) # 0 soluzione del
sistema e dunque una combinazione lineare non banale di elementi di S uguale a 0. Dunque un
insieme indipendente di V ha al pin n vettori.



3)Autovettori associati ad autovalori distinti sono indipendenti.
L’unione di insiemi indipendenti contenuti in autospazi distinti € un
insieme indipendente.
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12)Condizione necessaria e sufficiente affinché una matrice quadrata

sia diagonalizzabile.

Un& ma"'r.'ce. c{uaotva'\'a Q s dce

se ¢ ambe (elejrnwl&f), p(ﬁ\: p(ﬂ e lame lo
shese Pellrm-io cawatkan shice i onne 5\ stes,  actosaler i)
adve mdvice ol:aéemlo_ .

oA=5( 3
AN p. pK.lp-2

5;3 9 Und fvehice qoaclms\.‘- C-L ovolir\e (\,G 5
cl;aéere\‘\e@lailc- (©>) 3 o Voase  di LR“ \meaﬁe
ola aterchey ol A > la  somme dole Ml{-epl-'c'r‘é
gqme}«iclae, a\lé\' adogalovi | A & ugua\e An.

H: PbP.-L GP=P3>P1'P ﬂP-‘-‘Pb (pe: i'nd‘w-l-,l;flﬂ)

Scvi rame P in blocch: P(E UJ.] ) £U2) P [0"]‘
Je 2colen o P

,oe{elngj P &£ in!few{-lbile Seppiace ohe i #0
f)wclae: U matice e Uny edonpy nda e Aok o
e non SaveSe IN'W*”:HI‘-

ﬂp = ann (CU*L-] ;C.U'Q]“- cdﬂ]):gcq:\/gcud’ -~

n.-4



Svposriame che sis vwe v bes e dimeshiens
oo

bslos s ha ga s . albi b s a

mottiplichiame T pov A

A (P,.__,_ sad Ddead . 4 0clr. Yo -

porla  def A aordei Aloi<Aioi quinds
costiboise A con A

D A ot Yo oods | s llebe bo

nolve  mokiplies la gids  pev Qe

pi.:l.qé o4 + 9)9. Ae datl ... ¢ gl(-,-_{ ﬂe0e+ D\(._qtoﬁe.g

U80c‘8\10 |a mMavrore  Con l& cdesLa

elﬂ. ﬂi Oy 919. qﬂﬁaﬂ ::
91;1Qﬁ 04 + 9)9. Ae Jal+ ... + @le-i ﬂeoe+



0 M‘twelov; e n avkerolewy eonth, Con le. \G\N :v\cu'efol"Cil'a\

ﬂ:{, ,ﬂt > whuakey di (3
I Vg rDoquos.rr;aai

|fl Ve sfm»'e Uhovisle.  gpa Yo & il ot 51»&\&&
hsieme o velen ;no‘ipuo\uk

B;L e base A: Ul“- E_som \'natf‘oaou'
et ¢ b i VFN-

@ v BZ :,\UBD & 1"‘3[;‘091:1“‘\'@ pow Ya o "y

il P Zoade in3ieme i sohreltoni iaol;faﬂad@‘*f

(BL g Bo .| o B‘tl'—'—‘ ’Bi|+|l’>g‘+ +IBT\ S
(

< G\{M Vﬂ;f,"' a\im Uﬂau} s c'-'m Vﬂt = é }la(ﬂf}

MAXR NVMeve al.' sk golle:

fncli,ow‘wl-'
H e J"aécﬂaliEGOlD(h > }%-.L pé(ﬂ‘l’):ﬂ
“é }ké(’k) y é Pe (ﬂi) s



10) Se una funzione lineare f € iniettiva, trasforma insiemi indipendenti in
insiemi indipendenti.
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11) Una funzione lineare f € iniettiva se e solo se Ker f={0}.
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15)Un insieme di vettori a due a due ortogonali che non contiene lo 0 &
indipendente.
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6)Classificazione delle coniche col metodo degli invarianti.

Classificazione di una conica non degenere

Una forma quadratica in x e y si pud scrivere come annz? + (1.22?]2 + 2a127y + 2a13T + 2a23y +

& a1; a2 13
asz = (z,y,1)A | y con A= | aja azx az |. Dunque A = AT, ciod A & una matrice
) 1 @13 G23 a33
simmetrica. Affinche la forma sia effettivamente di grado 2, ayy,a29, @y non devono essere tutti
. : . 2 a11 dais 4 . -
nulli, quindi la sottomatrice A, = ( o = ) deve essere diversa dalla matrice nulla. L'insieme
12 a2
T
delle soluzioni dell’ equazione (z,y,1)A | y | = 0 viene detta conica. Vediamo ora di capire
1

che tipo di conica rappresenta tale equazione mediante lo studio delle matrici A ed A4;.
Enunciamo il seguente Teorema senza dimostrazione.
z
Teorema La conica di equazione (z,y,1)A | y | = 0 ¢ non degenere se e solo se det(A) # 0.
1
Quindi ora procediamo con la classificazione assumendo che det(A) # 0.
La matrice A; e simmetrica quindi ortogonalmente diagonalizzabile: esiste una matrice

ortogonale P tale che A, = PDP~! con D = ( )E)L )? ) Ricordiamo che, poiche P & or-
2
P 0
togonale, P~! = PT e A\; e A3 sono i due autovalori di A;. Sia Q = 0 , quindi
() )l
p-1 0 B
O — 0 = 0 = Q7. Sia Oz'y il sistema di rifermento tale che
0 0 1 0 ¢ 1
! T z =
( e ) =P ( g ) e dunque | ' =Q| v |. La matrice B = QAQ™' allora rappre-
1 1
:LJ
senta la forma quadratica nel sistema di riferimento Oxz'y’, poiche (2',y', 1)QAQ™ ' | v | =
1
'JL"I b 1'! pr x xr xr
@y PfAl v |=@*'| ¥ DAl v |=|v DTA| v | =@yDA| v |,
1 1 1 1 1 1 1
T T
quindi (z,y, DA | v | =0« (2’,y,1)B| ¥ | =0. La matrice B & simmetrica, in quanto
1 1

B = QAQ™! = QAQT e BT = (QAQT)T = QATQT = QAQ7T, quindi B = BT. Dunque



Se he A slia&oel;éealaf@ 0e épg (2)) < £ pa(A)<a

> 2, Ha(ﬂf):a =y

ﬁi}kg(QL\ =D 2,\16(902 g,.;a(ﬂ;\



Quindi si ha:

e un'ellisse se det(A) # 0 e det(A;) > 0. L'ellisse ¢ reale se Tr(A;)det(A) < 0, non ha punti
reali se Tr(A;)det(A) >0

e un’iperbole se det(A) # 0 e det(A,) < 0.
e una parabola se det(A) # 0 e det(A,) = 0.



Classificazione di una conica

Una forma quadratica in x e y si pud scrivere come a; 12 +a22y2+2alg:r:y+2a13.1:+2a23-y+(133 =

® a1 iz 13
(r,y, DA | vy con A = aja agy azz |. Dunque A = AT, cioé A & una matrice
1 @13 a3 a33
simmetrica. Affinche la forma sia effettivamente di grado 2, ayq, ag, a2 non devono essere
2 5 . N : ail [15 %] 2 "
tutti nulli, quindi la sottomatrice 4; = ( R deve essere diversa dalla matrice nulla.
12 022
x
L’insieme delle soluzioni dell’ equazione (z,y,1)A | vy | = 0 viene detta conica. Vediamo
1

ora di capire che tipo di conica rappresenta tale equazione mediante lo studio delle matrici A
ed A;. La matrice A; ¢ simmetrica quindi ortogonalmente diagonalizzabile: esiste una ma-

trice ortogonale P tale che Ay, = PDP~! con D = /:]1 AU . Ricordiamo che, poiche P
2
p 0
& ortogonale, P! = PT e A\ e Az sono i due autovalori di 4,. Sia Q = 0 ;
0 0 A1
P_,_l D P'I' [)
quindi Q7! = 0 = 0 = Q7. La matrice B = QAQ™! rap-
0 0 1 0 0 1
!
presenta la forma quadratica nel sistema di riferimento Oz'y’, dovo z P ;
z' z’ T T
poiche (2,4, 1)QAQ™"| v | = @ | ¥ NTA|l v | = (@ )TAL v
1 1 1 1
T T T T z’
¥ )TAl v | =(z.9,1)A| v | quindi (z,9,1)A| ¥ | == (¥, 1)B| ¢ | =
1 1 1 1 1
La matrice B & simmetrica, in quanto B = QAQ ™! = QAQT e BT = (QAQT)T = QATQT =
A0 by
QAQT, quindi B = BT. Dunque possiamo scrivere B= | 0 A2 by
by by by

Nel nuovo sistema di riferimento abbiamo quindi 'equazione:

Mx? + 0552 4+ 201" + 2byy’ + b3 = 0.

Caso 1: A\ e Ay # 0.
/\13"2+.J\2?;'2+2b1r + 2boy’ + b3 = A1(1'2+2—J~I)+AQ(U’2+2—¢U)+bg Al(r'z—f—Q 'I' +

2 2
% )+,\(”—’+2iy+)\3—%)+bj_,\( 1)+/\2(y+A2)—§5—A2+b5=



Az + %‘;)2 + A2y + %)2 +c=0,ovec= ;’; - —1 + bs. Quindi, effettuando un nuovo
X=z4+ b'

Yl _L e I'equazione

cambiamento di riferimento (in questo caso una traslazione), si ha {
diventa: M X2+ Y2+ c¢c=0.

Caso la: A e A2 #0, e=0.

Siha A} X2+ MY2=0& A\ X2%Z=—-)XY2 Se A; e A sono concordi, allora Ay X% e —\Y2
sono discordi a meno che X =Y = 0, quindi (0,0) & I'unica soluzione dell’equazione. Se A;
e Az sono discordi, possiamo supporre A\; > 0 e Ay < 0, dunque A\ X% + Y2 = (VA X +
V=Y) (VA X —V/=X\2Y) = 0, quindi 'equazione rappresenta due rette. Riassumendo per ¢ = 0
abbiamo un punto o due rette.

Caso 1b: A e Aoy # 0, ¢ # 0.

Possiamo dividere per ¢ e otteniamo: ile + éaY2 1=0«& (-

Se —A.} e— )‘ sono concordi e < 0, dllDI‘d possiamo porre ﬂ% = %-L e
. .
—%2— 1—;2— —il che ¢ un’ellisse con soli punti immaginari (cioé non ha punti in IR2)‘ Se ——Cl

2 2
—22 5ono concordi e > 0, allora possiamo porre a% =M, b% = f—(? e dunque ff—z + 'f— =1

(4 C

L At S

X2
= A'f e dunque ottenere

a:|—nL>

2 2
, quindi ottenere £ — Y= — 1, cioé un’iperbole.
a b2

cioe un’ellisse. Se — Al e —%2 sono discordi, ad esempio —h >0e —52 < 0, possiamo porre
L
a 2
Caso 2: uno sulo degh autovalori & 0. Supponiamo A\; = 0 Si ha

A 1 A
_7L—ze _2_—_

Aoy + 2b12’ + 2bay’ + b3 = 0.

Se anche b; = 0, otteniamo un’equazione nella sola y’, quindi con nessuna, una o due soluzioni.
Quindi tale equazione non ha soluzioni in R? o rappresenta una o due rette Se by # 0, possiamo

dividere per b; e quindi ottenere la parabola di equazione z' = — ﬁ%y — y ﬁa—
Analogamente, se A2 = ba = 0 ho nessuna soluzione oppure una o due 1('1:t(' %(' )\2 =0 # by,
A2 b b
] NS ¥ 8 A i
ho la parabola di equazione 3’ = ST = ' o

Caso 3: entrambi gli autovalori sono = 0.
Se 0 & un autovalore di molteplicita algebrica 2 per Ay, vuol dire che anche la molteplicita
geometrica ¢ 2 (la matrice ¢ diagonalizzabile, quindi la molteplicitd geometrica e algebrica

coincidono per ogni autovalore). Cio vuol dire che A;v = 0v = 0 Vv € R? e quindi 4; = ( 8 g ),

contraddicendo le ipotesi.

Riassumendo si ha:
2 2
e una conica degenere se A\j e Ao #0 e c= —%‘1- - % + b3 = 0 oppure se \; = b; = 0 per un
certo ¢ € {1,2}.

e un’ellisse se A1 e Aa # 0 sono concordi e ¢ # 0. Inoltre ho un’ellisse reale se ¢ ¢ discorde con
essi, mentre ho un’ellisse con soli punti immaginari se ¢ € concorde con gli autovalori.

e un’iperbole se Ay e Ay # 0 sono discordi e ¢ # 0.
e una parabola se Ay =0 e b; # 0 oppure Ay =0 e by #£ 0.

Vediamo come possiamo ricavare queste informazioni dalle matrici A ed A,. Le matrici A ¢
B sono simili, quindi det A = det B = A\ A3bs — b%/\g - b%,\l. Inoltre, il polinomio caratteristico
O ey e = A2 — (a1 + Gg2)A + @163 — a2, = X2 —
a2 az — A
Tr(A;)A + det(A;). Poiche Ay e A2 sono le due radici del trinomio, si ha Tr(A4;) = A + Az e
2 2
det(A;) = A A2. Dunque osserviamo che se Ay # 0 e Ay # 0, det(A) = Ay Aa(bs— ;11- — %) = A1 )ze,



M0 b
possiamo scrivere B = 0 X b
by by b3

Nel nuovo sistema di riferimento abbiamo quindi I'equazione:

Mz + Aay? + 2b1’ + 2bay’ + b3 = 0.

Caso 1: A e Ao # 0. vagy'uppo X v. 9
Mz’ + Aay? + 2b17’ + 2bay’ + b3 = M(@? +25882) + A (y? + 22y) + bs = A (=2 + 222 +

% - %)+/\2(y’2+2 2y + % — %) + by
A

1 (2! ) + Ao (y' + -3) +e¢=0, 0\?“ Quindi eﬁ'ettuando un nuovo
“{ S e

2

diventa:_ Si noti che ¢ = %gl = %‘:/\—l poich¢ A e B sono simili. Dunque
o=
Possiamo dividere per ¢ e otteniamo: X2+ 22Y2 41 =0« (-2)X2 4+ (-22)y2=1,

Se — '\ —%_3 sono concordi e < 0, allora possiamo porre u‘—, = %-L e b% = Acz e dunque ottenere

z . - - . - . ~ . .
—)—{,- p- = 1 che & un’ellisse con soli punti immaginari (cio¢ non ha punti in RQ) Se
—Al sono concordl e > 0, allora possiamo porre —15- = —ic’- e 315 = ——1 e dunque %, —r + 1
cloe un elhsse! Se — Sono dJscord1 ad Ebemplo —2L > () e —22 < (,(possiamo porre
’\C = ;5 e —‘\C = ——-;, qumd1 ottenere = —,— 35- = 1, cioé un 1perbole

Caso 2: uno solo degli autovalori e 0. Suppoma.mo A1 =0 Si ha

A2y + 21z + 2boy + b3 = 0.

Si noti che allora det(A) = det(B) = A\2b7 dunque, poiche det(A) # 0 st ha b1 # 0. PObbid.l’ﬂO

allora dividere per b; e quindi ottenere la parabola di equazione ' = 2519 y 251
Analogamente, se Ao = 0, si ha # bs, e otteniamo la parabola di equazione 3’ —%12-9:"2
bz 2b2 *

Caso 3: entrambi gli autovalori sono = 0.
In questo caso si avrebbe det(A) = det(B) = 0, contraddicendo le ipotesi.
Riassumendo si ha:

e un’ellisse se A} e Ay # 0 sono concordi. Inoltre ho un’ellisse reale se ¢ € discorde con essi,
mentre ho un’ellisse con soli punti immaginari se ¢ &€ concorde con gli autovalori.

e un’iperbole se A\; e Ay # 0 sono discordi e ¢ # 0.
e una parabola se Ay 0 As = 0.

Vediamo come possiamo ricavare queste informazioni dalle matrici A ed A;. A; e A2 sono
concordi se e solo se AjAy > 0, sono discordi se e solo se A;A; < 0 e uno degli autovalori &
nullo se e solo se A A2 = 0. La matrice A; ¢ diagonalizzabile, cioé simile alla matrice diagonale

D= ( )61 )?2 ), dunque A; A2 = det(A;). Inoltre, Ay e A2 sono entrambi concordi con ¢ se e

solo se A1 > 0 e eA2 > 0, quindi ¢(A; + Az2) > 0. Ancora una volta, Ay e D sono simili, dunque
hanno la stessa traccia, cioé Tr(A;) = A\ + As. Quindi A; e Ay sono entrambi concordi con ¢ se e
solo se det(A)Tr(A,) > 0.



16)Componenti di un vettore rispetto ad una base ortonormale.
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se A\ = 0, det(A) = —b? Xy, infine se Ay = 0, det(A) = —b2\,. Inoltre, A; e Ay sono concordi
se e solo se \jAy > 0 < det(A;) > 0 e sono concordi con ¢ se e solo se eAy > 0 e cAy > 0,
quindi ¢(A; + A2) > 0 & det(A)Tr(A;) > 0. Uno dei due autovalori & nullo se e solo se
Atde = 0 & det(A;) = 0.

Quindi si ha:

e una conica degenere < det(A) =0

e un'ellisse se det(A) # 0 e det(A;) > 0. L'ellisse & reale se Tr(A;)det(A) < 0, non ha punti
reali se Tr(A;) det(A) >0

e un'iperbole se det(A) # 0 e det(A,) < 0.
e una parabola se det(A) # 0 e det(A4;) = 0.



14) Se U é un sottospazio di R", dim U-L=n-dim U e R"=U+ U-L.

Come trovare U? Sia v = (21,%3,...,%,) € R" e u = (a1,0a3,...,u,) € U, allora u-v =
0 < ajxy + agre + -+ - apr, = 0, cioe v deve soddisfare 'equazione definita dal vettore u. Dalla

Proposizionel, si evince che v € UL < v-u = 0 per ogni U appartentente ad una fissata base di U.
Sia dimU = k e sia B = {uy,us,...,ux} una base di U. Allora v-u; =0V i =1,2,...,k definisce
un sistema con k equazioni. Poiche abbiamo preso dei vettori di una base, le k equazioni sono

indipendenti, dunque U+ & I'insieme delle soluzioni di k equazioni indipendenti in n incognite
= dimUt =n—k =n—dimU.

Osservazione. (U+)t =U.

Proposizione3. R" = U ¢ U-.

Dimostrazione Sappiamo gia che U N U+, in quanto spazi ortogonali fra loro, dunque
U+ U+ =U@U>L. Inoltre, dalla formula di Grassmann, si ha dimU @ U+ = dimU +dimU+ =
k+n—-k=n=>UUL=R"



5)Procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt.
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9)Sia f:V = W un’applicazione lineare. Dim V= dim Ker f + dim Imf. Kerf e
Im f sono sottospazi di V e W rispettivamente.
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7)Le soluzioni di un sistema lineare omogeneo in n incognite formano un
sottospazio di R"n. Sua dimensione.
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15) Caratterizzazione delle matrici ortogonali: P=P"T se e solo se le
righe e le colonne di P formano una base ortonormale di R™
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13) Due matrici simili hanno lo stesso determinante, rango, polinomio
caratteristico e rappresentano lo stesso endomorfismo.

j)ua/ mdvie Sim; [ Llaanc l-GS"QS“;o old&winarE
oim A4 W2 | | i oo XD, JER
deb Q< ok (K73 gn) =

Fb/ Bine)l' :'( f)w::-Clx::»uft> ola? A&Wh&f'cﬁh A déelﬂ——
A ok dok predell

cdet(H2) dek B et X <
ddet R | @@\H)‘Lole}”: det B oy dl

23)& Mc*"l@) S)M;I; l’)c\n ac lo S‘.rassc f)‘oll-mw‘o
C&/a“&rls{‘)a\ (#L_ P-4 g . P

dim: | et (F\-fm - da(Prrp - 4¢)

[Oe 8ee swivewe AT e a7 ﬂF'i,I.P
Ar- P~ *4aI P

s ha cLﬂ. :



N cddolae P T sham cssgude il prodets
sdwe  dede r;élnt. d P pw = st esse .

)..é (,o\O‘fEio't PPl equ\u’élé.éi offovmev ¢
che il ’ovoe\;**c sl e cli Loliey = Al e
\f;'V‘j-z'O Se L#S / ol Se \e w;glu. E Vvana
uAQ 5‘;3\-2,04\; of‘fbmvpeh- Un 3'61569 wéC(B;MéWA‘
PJO\ esswe  Estho e le elnae ol P oseetenda
ce PT-Po c.u. o\,



