APPUNTI
DI
GEOMETRIA ANALITICA

PROF.SSA
ALMA D’ANIELLO

anno 2018/2019

Scanned with CamScanner



Introduzione. Sia I I’insieme dei punti dello spazio ordinario e A y

due punti di , denotiamo co
il punto A e secondo estremo il punto
segmento di estremi A e B ¢ il sostegno di due segmenti orientati:

n AB il segmento orientato di primo estrep,

B. Osserviamo quindi che i

segmento orientato AB ¢ il segmento orientato BA. Fissata una unitj g;

misura u, ha senso parlare di lunghezza, direzione e verso di un segment,

orientato AB.
Definizione: Due segmenti orientati AB e CD si dicono equipollenti s

hanno stessa lunghezza, stessa direzione e stesso Verso. Scriviamo allora
AB = CD

Definizione: Se AB & un segmento orientato, diciamo vettore libero diZ
individuato dal segmento orientato AB , e denotiamo con Kﬁ , I’insieme
costituito da tutti i segmenti orientati equipollenti ad AB. E’ evidente che
segmenti orientati equipollenti individuano lo stesso vettore libero di 2,
ovvero se AB = CD allora Kg = (_3-6 e viceversa. Se vV = Kﬁ, diéiamo
che il segmento orientato AB rappresenta il vettore v applicato nel punto.
A. L’insieme dei vettori liberi di X sara denotato con:‘l’. Allo stesso modo
se r & una retta, se T ¢ un piano denotiamo con T I’insieme dei vettori liberi
di r ¢ con 7 P'insieme dei vettori liberi di #. SeV & un vettore libero di Z¢

P ¢ un punto qualunque di X esiste un unico punto Q tale che 1?(3 =7,

i
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ovvero un vettore libero V si pud rappresentare con I’origine in un
qualunque punto di Z. Si dice segmento orientato nullo un segmento in cui
primo estremo € secondo estremo coincidono. L’insieme dei segmenti
orientati nulli si denota con 0 ¢ si dice vettore nullo di Z. Il vettore BA si

dice opposto del vettore AB e si scrive BA =~ AB.

h 81 dice lunghezza di un vettore v e si denota con | ¥|| la lunghezza di un
qualunque segmento orientato che rappresenta il vettore V. Si dice versore
o vettore unitario di ¥ un vettore di lunghezza 1. Si dice angolo dei
vettori v ¢ W I’angolo 0 € [O, n] che essi formano quando sono applicati
nello stesso punto. Due vettori liberi si dicono paralleli se hanno la stessa
direzione, paralleli e concordi se hanno la stessa direzione e lo stesso

verso, paralleli e discordi se hanno la stessa direzione ma verso opposto.

Osserviamo che se r & una retta ci sono solo due versori appartenenti alla

retta e sono 1’uno I"opposto dell’altro.

A- 1 - - - '4
La retta r si pud orientare in due modi, o concordemente al versore €

-,
o concordemente al versore -é¢.
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Somma di vettori liberi. Siano Ve erttori‘ di X . Definiamo il Vettoy,

"-’ . - . .,
sommaV + W .Distinguiamo tre cast:

-
a)vew T hanno la stessa direzione e lo stesso verso. Allorav + W W i

vettore che ha la stessa direzione ¢ lo stesso verso ¢ come lunghez,,

la somma delle lunghezie.

b) V e W hanno la stessa direzione e verso opposto. Allora v + § ;
il vettore che ha la stessa direzione, verso del maggiore e come

lunghezza la differenza delle lunghezze.

¢) V e W.non hanno la stessa direzione. Il vettore somma vV + W si

pud individuare in due modi:

1) si applicano i vettori nello stesso punto O i poi si usa la “regola

del parallelogrammo”

> = . ary-
2) Posto v = AB, si apphca\_w) nel punto B, ottenendo w = BC ¢

_)
poi si pone v + W = AC ovvero AB + BC = AC

T . c
—
o>
X
A u‘-ehuz?
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Si vede che (X, -+ ) & un gruppo commutativo: valgono la proprieta
g\ \' H : H 4
associativa ¢ commutativa, il vettore nullo 0 & I’elemento neutro, se v =

—
; N —
AB allora -v = -Xﬁ = BA ¢ I'opposto di V.

Osserviamo che se r & una retta ¢ & un piano, la somma di due vettori
(liberi) di r & un vetore (libero) dir, la somma di due vettori liberi di 7 ¢

un vettore (libero) di m, ottenendo, con analoghe considerazioni, che (P, +)

A M . .
e (mw,t ) sono gruppl commutativi.

Prodotto di uno scalare (numero reale) per un vettore libero. SiaVe X

¢ h € R. Definiamo il prodotto hy di uno scalare per un vettore.
Distinguiamo {re casi:

a) h > 0. Se h > 0 allora by & un vettore che ha la stessa direzione € lo

stesso versodive [|h¥?] = h{|¥|

b) h < 0. Se h <0 allora h & un vettore che ha la stessa direzione div,

verso opposto, ¢ || W]} =[h| | ¥]|= ()| V.
-

¢)h=0.Seh=0sipone 0V=0.

Due vettori v ¢ w si dicono proporzionali se esiste h R tale che W = hv:

Interpretazione geometrica della proporzionalitd: due vettori sono paralleli

se e solo se sono proporzionali, paralleli ¢ concordi se h > 0, paralleli e

discordi se h <0.

. . - . . - . é a -’ -
Con le due operazioni ora definite gli insiemi ', w e X risultano essere

modelli di spazio vettoriale sul campo reale.
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Prodotto scalare. Siano Ve w vettori geometncl si pud dimostrare Che
’operazione definita da

2> S S - ‘
Vew=[v||w] cos©

dove [V e | W sono le lunghezze dei due vettori e 0 & I’angolo dej dug
-

vettori, ¢ un prodotto scalare nello spazio vettorlale Z ¢ nello spag;,

vettoriale 7 dei vettori di un piano 7 . Quindi Z e 1: sono esempi di spagj,

vettoriale euclideo. Osserviamo che rispetto a questa operazione di
prodotto scalare

1) il significato geometrico della norma ¢ proprio la lunghezza di up
vettore mfatqu v =]

2) I’angolo “algebrico” e I’angolo geometrico comc1dono

>
VW

cos 6=

IV

" ¢ . A I I P ‘ . A A
Basi e dimensione di ¥, we . SiaT lo spazio vettoriale dei vettori liberi

di una retta r ed @ un versore dir. Si vede facilmente che ogni altro vettore
v di r & proporzionale ad €, piul precisamente se V & parallelo e concorde ad

e allora v = [Vl| €, se V& parallelo e discorde ad e allora 3 = -|[V]| e , quindi

B={ ?} & una base di r e quindi diim 7= 1.

—»
<
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Sia @ lo spazio vettoriale dei vettori liberi di un planon. SiaB={1i ,T} un
: insieme ortonormale di vettori di T,
allora B ¢ linearmente indipendente e
. - -, . . .
ogni vettore ve 1 € combinazione lineare
> > ) :
dii ej perché somma di un vettore

parallelo aie di un vettore parallelo

TS
a} ovvero v =X1+7yj

Segue che B ¢ una base ortonormale di 7, dim T=2¢eVv g (x,y).

Sia I lo spazio vettoriale dei vettori liberi dello spazio ordinario. Sia

(D .. . A >
B={1,].,K} un insieme ortonormale di vettori di ¥ allora B &

. . g . = ¢ ' A .S
linearmente indipendente e ogni vettore ve X & combinazione lineare di 1

b

—2

-:, -) r .
J ek perché somma di un vettore

i J‘ .
a i
?\ “a appartenente al piano individuato
. -3 -
3N .' daiej e diun vettore parallelo a k,
N
/ - —3
/ N owero?=x?+yj+zk i
/
A -

' 2. -
Segue che B ¢ una base ortonormale di X, dlm_Z? =3 eV E (x,y,2).
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Tcorema a)SeB= { i,] } é una base ortonormale di un piano x, Ve .
& i
y), W= (x,y )allorail prodotto scalare V v « W coincide con i Progq "
] ] )
scalare standard delle coordinate ovvero Vv WX+ yy’. Segue a"
anche che
. . (' o+ an
ol | T " % . o5 ‘5\:, =
Bol s Bty Vg - Vg
Rpar SN
b)SeB = {'{’, T, ]?} ¢ una base ortonormale di X , v ,E (x,,2), ‘-N)E(X’,y’ .

)
-3
allora il prodotto scalare V'« W coincide con il prodotto scalare Stangy,

delle coordinate ovvero Ve w = xx’+yy’+zz’. Segue allora anche che

(- Vvamas  cosd, ¥xlryused

| ([l (Wt e
Questo risultato & particolarmente significativo perché ci dice che

conoscendo le coordinate dei vettori rispetto ad una base ortonormgj,

possiamo determinare per via algebrica la lunghezza di un vettore ¢ aver

informazioni sull*angolo formato da due vettori.

Dimostrazione. a) Basta osservare che essendo B una base ortonormale
dalle proprieta del prodotto scalare segue

S5 = .
v w—(><1+y1)'(X’1+y’J)=xx’ +yy’.
b) Analoga alla precedente.

-~
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Prodotto vettoriale. Detto I lo spazio vettoriale dei vettori liberi dello
: o e
spazio ordinario X , fissata una base ortonormale B ={i ,j ,? } di T ;

s
detti u =(ay,ay, a3)

% o—— - . . . e -

e vV = (b, by, by), cosi come fatto in R®, si definisce il prodotto vettoriale
- -

u X vdove

N O Q'b Qg Q-
AL X U

QL Qn _
on bul' by bal' | be be

> i

Valgono naturalmente le stesse proprieta del prodotto vettoriale in R.

Si osservi inoltre che | & x V' || & I’area del parallelogrammo che ha per

la_ti i due vettori.
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osuunarettare una coppia C = (0, 1) dove g,

Un riferimento cartesian

P
i g iferimento, € 1 €
un punto di t, detto origine del riferime > \
ascissa del punto P il numero r¢ale x tale che OP =y}

un versore di r. Datg u

punto P di r si dice

Y

-
Con questa scelta larettar risulta orientata concordemente al vettore 1 .

Un riferimento cartesiano C su un piano 7 & una coppia ( O, B ) dove O€x

. . * 5
& detto origine del riferimento e B = { i 3} & una base ortonormale di T.

S dice asse x 0 asse delle ascisse Ia retta per O parallela e concorde 3

2 .o ~
vettore 1 , si dice asse y o asse delle ordinate la retta per O parallelac

-’ .
concorde al vettore j . Dato un punto Pe zt si dicono coordinate > cartesiant

, —>
del punto P le coordinate del vettore OP rispetto alla base B di T . Se
63 N 4 > .. - '

X 1+y j scriviamo P ;i(x , V), 0 semplicemente P = (X, ¥ );

x si dice ascissa del punto P, y si dice ordinata del punto P.
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Teorema. Se P= (X, y1) e Q= (X, ¥2) allora PQ = ( X2y, y2-y1) -
2 e (e

Dim. Basta osservare che PQ = PO + OQ = OQ — OP ¢ quindi le coordinate di PQ

sono la differenza tra le coordinate di OQ ¢ lc coordinate di OP.

4 F-—
|
| 3
A ]
g }
.o M—} : : —¥
0|4 X X
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Q(

Alcuni modelli di escreizi nello spazio’  un punto ¢ i parametri direto,
' P otl i
1) Determinare le equazioni di una retta ti o
; e puntl

2) Determinare le equazioni dcllac;'f"“"1 per dlimg “etta note le su€ eqUAZION!
3) Determinare punti ¢ parametri di . .

e entata :
4) Dcterminare i coseni direttori di l_mj' r:ott:::r‘ verificato che non sono allineati
5) Determinare il piano per tre puntt, ¢0

> determinare: . unti di r € poi il pj

6) Data una rettat e un punto f determinare due€ P POt tl piang p,, .

a) il piano che contiene I © P ( basta 2
he i parametri direttori dj g o,

punti) :~qrdare C
b) la retta s per P parallclalad r( b;iap?:;r 0 gl
. . .. rre i assag : o . - . “
o e I i o che P i
coincidono con i parametri direttoridir e p:l imp
d) n piano pur T peredllo o -
42 Dt ua piato o un preda b dteelt S0 ( basta ricordare che i parametri direttori gejj, e

al piano .. . :
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