RELA oMl | nEo-oPERAZIO NI 2

Wihol AR [ R b | o | el T hdeid | O | 4 | didb
Nbd s, A g Lo ae, ¥ 0,b, ¢ EPR . Aeloims L
AL gt e o

O o~ o e o S Rleninra

@ o~b  lleo bno atENLEo | il co

ob o bi~c |vebico  w ~e | ooy [SomaSao

Wne ovtrniov & avn  dosenu A A g flmglio H
wdWinm v 8 P clgoerm® a1 ety | O 20 2
Joginndt & Mol H o Mo i a0 A . Umo
NLA A Y wginalenBo ol amaiznad O bilnes o
o llrase 4 O, 2 avenenia., ~r~o VA G B
dbirinte g mbornst b 9ol Sio  an D Do
o e O e o Ny € A g B A
molk oo & A Il o bo £, o ons e 4
ooy | Lo & oo oo,

2.2  Operazioni

Una legge di composizione interna (binaria) definita in un insieme A, o anche
una operazione interna in A, ¢ una applicazione di A x A in A. Quando l'o-
perazione sia indicata ad esempio con il simbolo o, 'immagine dell’elemento
(a,6) di A x A si denota con a o b. Una operazione interna o definita in un
insieme A ha un qualche rilievo se gode di alcune proprieta fondamentali.
Sidice che I'operazione o & associativa se gode della seguente proprieta:

(1) ao(boc)=(aob)oc perogni a,bc€A.

i .
Si dice che o & commutativa se:



(2) aobboa ‘perogni a/b€A

erazione o
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Un elemento u di A si chiama elemento neutro rispetto all'op

se:

e A.

(3) ao u=uoa=a perogni

tti w e ©' sono sono

Se esiste un elemento neutro esso & unico, se infa
elementi neutri rispetto a o, si ha subito

/ / /
WoU=UuoUu =u=1u.

Quando l'operazione o possiede I’elemento neutro u, si dice che un elemento
‘a di A & invertibile se esiste un elemento a’ € A tale che

(4) aoad = doa=u.

_“ , / s > . o . (< . . b

L’elemento a’ si chiama, inverso di a e, se 'operazione o & associativa, esso &
. . . , . . . . . .

‘unico. Se infatti o’ e @’ sono inversi di a si ottiene subito

¢’ =uoa' =(a"o0a)oa =a"o(ava)=a"ou=4d".

2.3  Strutture algebriche
si chiama una struttura

Un insieme A con una o piu operazioni 0, X, .- )
- al a con (4,9, C
gebrica e, quando sia conveniente, sl indic (4, o applicazione

Consideriamo due strutture algebriche (A,0) € (B, X)- e
f: A — B si dice un omomorfismo della struttura (A,0) nella stru
(B . ><) se:

(5) f(aob) = f(a) x f(b) per ogni a,b € A.

i isomorfismo e le strutture (A,0) e

Se inoltre f e biiettiva, prende il nome d Nl
truttura algebrica in se

(B, x) si dicono isomorfe. Un isomorfismo di una s
stessa si dice anche un automorfismo.




Teorema 2.3.1. Sia f un isomorfismo della strullurq algebrica
paaigebricalB, X).

qeood ssociativa, allora X e associativa.
G0l commutativa, allora X ¢ commutativa.
Se u & ['elememo neutro rfs\petto a o allora f(u) ¢ I’elemento neutro rispetto a x.
GoacAe invertibile e a’ & un suo suo inverso, allora f(a) ¢ invertibile ¢ fld") e
suo inverso.

(A, 0) sulla strus-

un

pim. L applicazione J ¢ biiettiva, pertanto comunque si consideri un cle-
mento b di B esiste ed ¢ unico I’elemento a di A tale che fla) =B
Gupponiamo © assoclativa e siano by, by, by elementi di B,

b1 x (b2 x b3) = f(a1) X [f(a2) x f(as)] =
= f(a1) x f(az0a3) = fla) o (ag 0 a3)] =
= fl(a1 0 a2) o as] = f(a; oag) X f(a3) =
= [f(a1) x f(a2)] x f(as) = (b1 x by) x by

* ne segue che anche 'operazione X & associativa.
Supponiamo ora che o sia commutativa, per ogni by e by in B si ha

by x by = f(a1) x f(az) = f(a10az) =
= f(az0a1) = f(az) x f(a1) = by x by,

quindi anche I'operazione X & commutativa. Sia u € A 'elemento neutro
rispetto a o e consideriamo un qualsiasi elemento b di B,

bx f(u) = f(a) x f(u) = flaow) = f(a) = b,
inoltre
f(u) x b= f(u) x f(a) = f(uoa)= f(a) =b,

pertanto f(u) e I’elemento neutro rispetto a X.
Se infine ’elemento @ € A ¢ invertibile e o’ & un suo inverso, da

f(a) x f(a') = f(aoa') = f(u),
e da
f(@) x (a) = f(a' 0 a) = f(u),

segue che anche f(a) & invertibile e f(a’) & un suo inverso.

. . = i 5 5 . 1_
Sia G un insieme con una, operazione interna o. Si dice che la struttura a

Bebrica (G, 0) & un gruppo, oppure che G & un gruppo rispetto all’operazione
0, se:
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Esempio 2.3.2. Siano + ¢ - le operazioni di addizione e moltip
meri reali. Poniamo inoltre

R'=R-{0}, Q'=Q-{0}, z*=2-{0}

i ‘Inverso
(Z,4), (Q, +), (R, +) sono gruppi commutativi con elemento neutro 0, I"in

: ivi lemento neutro
del numero a & —q. (Q*, ), (R*,-) sono gruppi commutativi con ele

1, Pinverso del numero g & 1/a.(Z*,-) non & un gruppo.

Consideriamo un insieme K con due operazioni interne, una detta di

addizione e indicata con + , laltra detta di moltiplicazione e indicata con -
Si dice che la struttura algebrica (K, +,-) & un campo se:

(c1) la struttura algebrica (K, +) € un gruppo commutativo,

(c2) indicato con @ Pelemento neutro rispetto all’operazione di addizione

+ e posto K*a K {0}, la struttura algebrica (K*,.) & un gruppo
commutativo,

(c2) vale la Seguente proprietd distributivg:

@ (bt €) =g bdigic berogni a,b,ce K,

zero del campo, 1’ole.

mento neutro dellg, moltiplicaz] I chiama ["unizg

del campo. Dato up sottoinsieme non vuoto f di K, se le Operazioni + e -
SOIO operazioni interne in H ¢ |g struttura algebrica, (H,4,:) & & sua volta
Uil campo, si dice che (H, +,-) & un Sottocampo di (K, +-, ).

La nozione dj CAIMPO sara ripresa nell’ultimo capitolo, nel seguito il let-
tore potra fare riferimento g campo dei numerj reali (R, +.-) o al suo sot-

tocampo dei numeri razionali (@, +,-). Si osservi che (Z,+,-) non & un
campo.
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[ numeri complessi si posso-

no rappresentare con i punti

del piano reale non appena si

lsst un sistema di riferimento

cantesiano come in figura. [l
I

punto F di coordinate (a.b)

)
rappresenta il numero com o
plesso z = a + ib. | nume

1 reali sono rappresentati dai

punii dell’asse .

Indichiamo con p la distanza di P da O e con @ la misura (definita a meno di

N | i ¢ 5 a i % 5 i % ) " A" 2>
Muitiph di 27) dell’angolo che il semiasse positivo x forma con la semiretta oF.]
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