L l \n=\e me \Q)n e Ilfn sieme di n-.,plc, ovdinke di aumeri vask.

Simo 14 ea e\ve, v.wis\;l\l: ax+b8:c Se, i ea@mclerﬂ: a ;,]3 0o, 2000 e/r\'ﬂsm):x nu“i Wreme sempve QHGAC‘Q So\vz'\ooi,

Uqa soWzione 2 wa n-p\a ort)\'\!\é\'a che soc\é«'\sea \‘u\omm‘Un‘ e(\vé"é-‘o@ Qmm&%e, &L duziont dove 0 indica il aumers di (k,a,.;h, pvem-l-'»

al! equasione .

C.l somo 2 {:(pi di sstem: :
> 4 solvzione
> o Wzion

- ;ncomPs‘\'\\;i‘i ° ‘\npossiLflf 2 ¢ solizion

U(\é matrice 0xm & watshella & m.n nvmer: vedi , ordiad secande N ri%\w e ™ eoleane -

Depm\amo \e e "éﬂolesm"'avq, up sistema:
ail aip ... A1n bl
A= | a2 ... axn by
a‘T" 1 aTTLQ .. a’ mn b77l
53 o\eCiniSc¢ cost s dd sistema:
ail a2 ... Gy
a1 Gz ... a2y
A=
aml1 am2 ... Omn

U(\a matvice 2 sdini ho le xauuk cavake iche

o righe sctostaki o wa vigs mlb soe toke el

~g oot sote 1\ priso elemer oon aslo & sole ali zeo che lo preceden smo Pl aoli.

\\ Primo e\emw-*o aoo ol di vas vigs e dodo

Se ' Wime goot i tross aol'olims cdoans &i wa makrice complets I siskoms sava incompskibile

Se \ avemevo o poet & ugude o\ aumero ddle lncegrite dlove )\ sistems smmdted ws sk sheioe e sov

Se \ A meve o P;ast v € misore I\ agmeve dde heogiite o Movs | siems  soves e wra oo "sdvzion.
L\a\go"i‘\'lv\o & Gawss Pwl"e‘“’e di ridvre 3 scdin \o mokvice 3sociks a waistema semplifcandsle 8 o equivaledte , outen un sistems he ha s shems
Sduzgime . Le opwosioni do) dgovibmo & Gaoss sens:

- scambisve dwe righe .

P F\'\w@ W\'o.c‘ua'e;oqL per o sclove fon aollo .

- Sommave. 3 M’quaim A mu“’ip\e di v a\bm.

|
L e\eMer\'s A; Pos—\'o(i, &) 0[\' una Mi"vico. é \'e‘¢mea'\‘o Ay J\e Compe su\\a rig,g t-esima e su[\; 5°\snna ._»,-zsim, MA ma"'vicg.

Do motries s diene se honme Lo stese aomevo & r.‘élm e & coloane . B

Ls estrice B" & oheasks scambionds le right @0 le cdonne dolly matvice nizide B. (ny: A

La sommo di due mstvici consiste el sommeve 8\; elemorti eorvispondedt: dlelle dve matvici. La somms ha \a,segue,r\r'\ propricks
- Pfepvie)fa\ . BA+B=gtfH

- propriedd 3ssocistive. (ﬁ*b\ ve=at(a+c)

~ esistesza dello 0. A+o=A

- . ax(-a)e0

“ proo\o*\‘o 0\1 una Mé*";':e pv vre acs‘&ve e Ae&(\':\-o eome ;\ pvoolb'\‘v o\l ogni a\em‘k o\o\\a matvice p~ ls scave K(K 8‘.,\ _Pev‘ q\les\’o Pvlorle% O's\éooo ll
Segoert propricks

1. h(kA) = (hk)A per ogni A € Mat(p x q) e h,k € R.

2. (h+k)A=hA+ kA per ogni A€ Mat(p x ¢q) e h,k € R.

3. h(A+ B) =hA+ hB per ogni A, B € Mat(p x q) e h € R.



Lc combinazion \neavi di due matwe 2 defiats come. KAXhB® zon Kh € R

Uns matvice s dice Simmetvics se A= orvwe = Ayt .

Uns mstvice pue eseve :

‘*ﬂ‘anao\.wc wpwiore @ ok G\i dementt s o A‘-aéma\e Pv.‘acipo\e Sone (599)\ 3 g

-‘\'rian%o\ave, Whwiove s ok é\f Acamethi sopve \a A'\aéona\e fy;qc.’PJe_ mu&u&\ s &.

Una matrice s dice o\legone\e, 2 ¢ sia "-n'anée\w, Wpoviove che nferiove ) Orio b 6\ devedi sl A\aaene\o. S0 digevss  da .

\\ f)roo\aum wig\ne por colome da come wisultite uns makvice - Por exare mol phesbili doe botviei doron exseve bl tipo Py, € Bunp Llelemmb 815 & A prodshe
Q' i-esim vigs ddla prims edhvice per la y-csims colonns dhlls secacs matvica . Ovesto prodeto mn & comntitivo. Ease Vo \e seaped propries :

1. Proprieta associativa: (AB)C = A(BC).

2. Proprieta distributive rispetto alla somma: A(B + C) = AB + AC, (A+ B)C =
AC + BC.

3. Date due matrici A e B e un numero reale h si ha sempre:

h(AB) = (hA)B = A(hB).

I—a me‘\‘rice é l'emm‘*‘omr"vo su Fvoo\nﬂu ria\w_ per c-\o»nc. eJE cos‘l Minﬁ'o:

an mdivice ¢ inverthile se esike wns mebie B e e B-ATRT Una matvice & '-no‘ef*.'k_‘\& slo = s def # p’
. \
b&\a [\ maj(r'.ce (‘\: (Z \3\ s\ Jeﬁnlsce, '.\ Jej\'ﬁze:}\-\ac, “ Je" P\= Ae* P\
La Covmu\a A'» a(’\euné C‘n. A(’:\ (Q%\= f)éj‘ A Aeﬁ%- 14 A .
Una metriee ¢ '.n\fe;rma'nlr, se @ solo se \na Aejf G,‘:OA L; matrice nvertits s Uéva\e, 3 A =N T) (-C 9) .
\\ ‘\'eoreme A'\ Cramer e\ice de o\ det Ao Jdere 88 \a matpiee dei C()e“\‘.c'.e,n'\})a\\om \ sistems & compg\'lk.\e.
Lé o‘i un e\e,mv.n ) 8.y A'\ and m;\vﬁw 9, Q"i e JA'\o A&\\é ms\r'.ce. ﬁ pv:oa\'e c}e\\' i-es‘mns ‘r:aa e Ae\\e 3-esima oo\onn.\.
\\ dctermiosnte i ons matvice axa (pe,v'cs\ce\m, \ dderminate \a matvice dere esave quac\va\'a) & dabo da:

det A = Z(—l)j+la1j det Alj.
j=1

I\ feovems o 3uma che \ determinante puc essre sv;\uPFs+o vispe¥o o ws qdsiasi vigs o c\onns delle  matvice
N et wns wotice Frisngoare ¢ | pradhe dedt demerdi pocki sl Jiogonde

Se ws matvice ha uaa rig o uns cdoms rla \ 200 ddderminante savs vgede 3 g

W complemente dadbrce & defisto comis @ = (1) detdy.

-1 1 it

6t une matvice con defevminadle 27, essa & wsekibile e |y matvice inverss 31 @4 dose Q76 s mdbvce Yrasposta dei complementi
dgebrici.
Se, A e B sono invertibili allore HB e ngertibile @%\-t Q'i. E,.L.
N metodo & Cramer dice che \a solyzione d un sistews & ddts da r= A0 dose BG) 6 \a matrice B 1o wi icesima colonns & staha sestidhuiks
dds coloms dei kevein et
Le, o[azvaeiom' Aell'3\80v1+m o\i Ga)ss Cam\o goriare | ddterwaaite ael a.aveﬁ\‘g modo:
- Se s swmbiare due righe \ defemiste cambio di segn.
- S @' s otiem wltiglicanlo o viga por K dlors Ak A< K et A .
- sommo o wm g va moltglo di votaltes 1 dedermnede non wavie.
Se vidueo s matrice A a sdie okrendo A che s oo allows dotfzo.
Un wmnove di B & e sokomdtvice quadrats di O okeacts +°6\\uo\o deferminste rza\e, e colome o A.
Uns matwce A ha vango p se:

- esiste va minore di ovdine P wa Jej’; /
il minore d ordine pra b Jét-g.
S‘- ha sempre che KA : K (8

Sia ﬂ on anove di A e oddte di M s Shene gecioncendo 8 N uat vina 0. wd colenna di A.



I +eorems degh orlst dice che se Fath |\ minovi ovlat di H hanao defermiasate aolle  alove il vango di A ¢ eshamedte 'ovdine o M.

W vongo dhms mabrice s sedin & ggude & oomere i susi it Lo purosion clemdo ol dgoribng di Goms s ot ) o,

W Feorema & Rouchi - Capeli dice he un sistems S & m eqEie 0 incogrite & compible = sk KA (ratvice da cefciot )z PKA (mabrice eeﬂlf\(’)b\
2 S & comptlsle ¢ ponam KA. vKRzv. | dlove:

- \\ stems & Je\evmins*o 3 Y=0.

“ | stems & ndekevmingte o dmmette OONfso\wsion: % e sdoe ven.

Un sickema Voesre 51 dice omogres 2 b cema i Kormisi odi & e o . Un sistems omogeneo & sempve compstibile poiche S pus ammeke s sdvgione, quells
oolla, o iofiate sdution, e un sistems ammeke i dina hzione dlove @ dmmeke White.

“ sisYems lineave omogpreo associsto & G\'XJQ . Q-x:Q.

533 Ax:b vn Sctema visolibile con une sduzione 05 e i\ sistem |ineare omq@ereo assecidlo con sdiione eo. | sstems 1o sl tios 1t Co .

DS\"I X setor o e K sl ai st c)efin.'sco. di U eon ceeficiond: 5, come 1V + G20z o+ GhRiy
b\)e gekori 5; dicens lineavmerte ino\ipza&n‘\'i se ‘a combinatione lacave ~wm+rmu=0
uéua\'. a g.

| Jetror: UL, 0z, .- ,UK 30nq \}nearmenk. 'mc\l,mdd'-' se vKR:K ) o\e\' A %o, dove A & \o matvice che \oafm edome ¢ getor, .

Siano Us, e, 0 det velbori i R" S Ksa dlow (\\us‘\" vekor: visoltevana sempre & pendedki .

e ugude o g 2 esolose tothi | cafficient & sono

be‘\'e unsinsieme U & vetort i oot 2000 J\ecinllre \q, szaaa.n’ri opvaeioni:

- Somma > A& dve velovi v,u € V&a definte oav eV

-pvm)c“"e pw 1o scalavre 3 dato un vehore eV o ue scolove K sis defate il pettore v.K .
5 deCinisce Sfaa\o vetoride con le se,aue,ﬂ\’] fwoi:vida‘ :

) (u+v)+w=u+ (v+w) perogni u,v,w € V.

2) u+v=wv+u perogniu,veV.
)

)

Esiste un vettore O € V, detto vettore nullo, tale che v+ O = v per ogni v € V.

Per ogni vettore v € V esiste un’unico vettore —v, detto opposto di v, tale che v+(—v) =

5) Siha lv =v per ogniv e V.

) h(kv) = (hk)v per ogni h,k € R e per ogni v € V.

7) (h+ k)v = hv+ kv per ogni h,k € R e per ogni v € V.
) h(u+v) = hu+ hv per ogni h € R e per ogni u,v € V.

la Uro spazis vetkoride valgere le s\guu"v‘ propriets

a) Per ogniv €V si haOv=0.
b) Per ogni h € R si ha hO = O.
c) Perogniv eV siha (—1)v=—v.

U(\ defrore pev essere lioearmente ino\ipen-:\en+e, deve essere 7 0.
Due Getfori sanc haeamerte dipendenti se som vao mulbiplo del albve,
Sis A r insieme koeavmente [nolipa«nalen“‘a allers v sohoinzieme & A £ sempre l:neavmente inol:pe,nclenk,
ba'\'o unrinsieme & cehori ux, -, ok €V, esi s0n0 ; &erevstore 4 Vs o vekore & & g emeve espresso come combitazione Vneve di @, 0k,
Q%'\msenclb geftori & yntinsieme di generstori olfareme mcws ua insieme di genevatori.
Un‘ nsieme d vekori s dice Pase se & wiseme di 8¢nera\'ori \nearmeate  indipordent: .
U(\ scftoinsieme & V & dice sotospssio di U se ha le Seéuen'\‘i proprieta -
a) Il vettore nullo appartiene a E.

b) Sewu,v € E allorau+v € E. ¢ chivso r(spa\’m A somma e al P’OO\G“'O/OW one scaleve .
c) Seue E ekeR allora kue E.

Un sthospszio & sempre e spomio vekeride.
Sia \'#0 o spzio Uelorisle Fintamerte goevato @320 smmetters  sempre wa base.
Lo spaeio veltoride \’:{ﬁ} o defo Spazio bande -

0o Sptio vdkoride tov  banshe ha WFiait vekori.

” Jice che in Uno s/nysio Ue*oviah,\/di di measionl n ; Un nseme inA'\penJen*e ha a\fn‘G o gelttor:.
TU‘“(_ \e bas: & o Sfbé‘ém vetkevida V "BMO \o s\zsso nomeve d  veltori.
Definiamo di VA numevo & selors i una sua base . Le dimension: o une mebvice Hoxm & men.

LA A'.Mens'.one & \P\A € n. \ gekori 54, ,Cn d: W\n Cormans una base SR ls matrice che ha rev e,olonm, ko veltor ha d& #7



S'\é V vno sP&E;lo vetoriole & &}menslm& n Per esso »lé%onc le 5%“&"*; Pyopvie*a\:

a) Non esistono pit di n veltori linearmente indipendenti.
b) Dati comunque k vettori, con k < n, essi non possono generare V.
¢) n vettori linearmente indipendenti sono anche generatori (quindi formano una base).

d) n wvettori generatori sono anche linearmente indipendenti (quindi formano una base).

Lo spatio dei polammi RCx] oo & Fatameste genevsto.

Sia V uno spozio sekoride & dimemsion na E o suo sdfespazio dimEcn. Se dimEen allova V=E.

\ ettor; colonna Uy, ... 0k di A sono lncavmente indipeadent: se e solo s vKA:K.

Og\: softospssic & R ¢ solugione di un sistems omogeneo

L' itevserione  di due shespoei E e b iV @ anch esso un soMospemio di V. La dimensione &i E AF & sempre minove di dinE o dinF.
L d dee softespsei a0 & in genersle on soltospszio.

Lo somms di due So‘uospxi AV ¢ anchesss Soﬁcapatio & V.

Se € i geste ds s, e F o oguestods wi, o om o EF & goento do u, 0o, Ua, quiadl dall unione dei generstori.
Sisno E e F due sottospszi diV, 1o Govmola di Grossmon sffevms che :

dim(E 4+ F) + dim(ENF) =dim E 4 dim F.

Ba‘\'é una \;ase, V ;YL Ja , ogni o'e,‘"ovc, puot  essere aspresso Come combinssione lineave o"i V U=23404, .--- , 3aUa .
“ U'C“o»'e Me coevcx}ne‘\’e., 0"- 4 v\'spc‘“’o GMLA \:85?— \} é (a,\)
Siéf\o q e B dve insiem , st definisee da A B ura \o.%a che asociy a agni clemento & A welemedto o B. C: A"B

L lmmagioe & € & soboinsiene di B che contiene Yol g elemerti i B che sono associahi sur elemento di .

L' epplicstione sidice soriativa so 1mf 2B, oavero se toki g cementi di B 5000 immogine di almene wn clemento di B
LY spptessione o dice 2 brosfovms clementi dicovs &P in clementi digersi di B oavere 2t € (a7 Fle).
Ua spplicstione s dice se € sio inefica che sorictia.

Sis B VsV un* applicasion . Essa s clice agplicozions lineare se wispetts lo soguenti propriets:

flu+v)=f(u)+ f(v) perogni wu,v €V,
flau) = af(u) perogni acR,ueV.

S. e Vo> V' on + agplications bireove . Vdgono b segoenti ~ propriets.
- f(o)e0
= C(-)e- F (o)
Sia CR> A" var sppicatione lineave ¢ 52 A la matrice mxa che descrise | applicatione bneave :
f(N:A
Lo matrice assocista di € vispeho dle basi BB si +reve con o seguente vegols:
“La i-esima coloms i A & dib ddle coordinste dd sekore €lat) ispets allo bae B
Sis € unapplicatione liaeare €U V', 5 defimisce  aocles i Fun soktoinsieme o V dei sekori che honno come inmagine | vebore aoll.
N aedes s densks come Kewf.  Korf=feVif(=0).
\\ Ke"F & un soil'og,‘oasio diV.
La funiione & inetti oo se l(erp:iag
€ 2w so*ospa'eio & V.
Se mP-V' dlova b Cuzinaé sovickivs.
Sie EN"SN" G ‘agpbcatione lineare ; allova:
“F & sorrichion se e scle se dim Wmfim
“Se i gettori 9L, ., Un geserano V dlova § gelows (“(u\,.‘., £(sa) gpneranc \Mclowcvo lwf & gesevsla dat trasPormeti dei velor i um base .
lo onvappbcations linsare con makvice amsocista A i hs che vk (A): dim Iuf
Nel coso inci ' applicatione linesre o s mabvice swocioks A clleolato rispebe o base canonea dlova |'1af & gerevsks dsi veflon calenas di A
\ dice che sia BV V' onagpbessions lincars shove  dim Ker £ diom Twfzn
Sie £:V°5 V™ lneave

a) Se [ ¢ iniettiva, allora n < m.
b) Se f ¢é suriettiva, alloran > m.

c) Se f ¢é biiettiva, allora n =m.



Ua s spplicesione lineave bickica si dice o esse £ 4vasforms bosi di Vin bugi iV

Ogni- specio vetoride & dimza & isomorfo 5 R*

Sto V" uno spovic vekorsle con boscB. Alova i gokori 0, 9k € U sono Vincarmeste indi puadeti so |3 mstrice che 1o pov clonne P(e ), ..., Flox) s vango =K.
Un endomerfisme & ont agplication. tucave BU>V . Un cademorfisme diV & spesso chismste  oparstove di V.

L' assotia 3 w clemesto di UV I'eloments shesso. €(o)zer .

Sia V uno spatio veltoride e 8 ¢ ®' dve basi o V. Ogei elemento dells buse B' si espvimens’ come combinezione lincave dei wettori oi B. La matrice
ofteacts incdloanands | coovdinste ¢ dola mabrice del combiameats o buse da B o B B:H-B

Ls matrice dd caubiaments d: base ¢ invetibile. Lo matrice dol cambismenty di base da Ba B 5 I'jwerss ki M, quindk W5

Doe mstre qudste A ¢ B' sono simili se esiste ma matvice M inverkibile oo che A's W2AN.

Se dve mitrici sono simil Jova esme vagresentsne lo stesso endsmorPisec.

Un endomorfiamo 51 dice A\Aéocs\:eu\o;\e = PoF essere vappresentsto do ono matrice dssecide diagende.

Sia € on endomerfismo & wne spavie vehoride o

“uy vehore U7 B s dice ot pssocioto A’ atosskre AelR se €(o):40.

- 0a0 selve A 5 dice adtordere di Fose esiske un velore g0 tde che F(o):4s.

0 & atosdove di € se ¢ solo se Kevfy{g] Ogn webore ded nveleo & w akoralhove cor avbocdove 3.

Ua endemorCisme £ di no spotio veborideV & se € sole se Vammeke o bae fovmds do dtore¥ari di F.

St definsce avtozpozio asciske o4 il sekosmrio E(N)0. Lo sua dimemsione & doto di 4, dimlE(™): NeA . tnokve si hs
Sempve HE 2214 e E (o) «Kerf.

Sis € un endomorfisme di U e s A ups metvice sssocidks. Allovs AR ¢ ackovdore di F s e s se & (A-14):0

Det (A-11) & doko polionmio coddoristicn. Gl shosdort some lo welici del polinomic cavaheristia.

Se A & akesdore & € Mo NG A< dim{el) < a- vk (8- A1),

Un erdomorfismo di tno sperio sdboriale V' ammete & massios o sthovalori diskiati .

Toke lo metvici associke 3 uno stesso endomovfiamo honno lo stese polinomio  corsteriskico.

La somma o Fotte e Mo\’(e,olie:b goMr;o\ng e sa.

Un endomofism & = lo sonma dele maltephcids 6eom*r;che : uéua\e 30 o se esiste wn base Cormata db sutowslori.

La ¢ la molkeplichs di 4 come vodice & pa -

Se 1 & w akeodere s b sempre WA4:2H6421. Un endomorfiame & diagonslizeskile se Had=nel.

L' aosdore s: dice semplce e MA2=1 o mulbiple s WA1> 4, quind bisogee verifioove le ugurgiome dele. makeplicts soo por sskosdari molkih.

Sis A e matrice che roppreseats Vendomorlismo €, s¢ Blus, . un) & bom di atosekori di P e M Ly wohiice che o o coome @, -, 00 ollors H*AND
dove D ¢ la matvice diagondle cha core element; 4s,... %n.

Uns mstvice simmetrios & diagonalizzabile .

Dt vekor: u(?‘:‘)e u'(ij) i \P\n, st defmise prodote sclave A‘. VeV U,V axsgatoo ¥ XaYa-

Doe vehai ve o dicons ortogonl = il low prodoks salore & ugule a Fo N vekore wle 6 ortogorde 2 W { yekor.

Le propriets dol prodetto scalove sone:

—_

u’v> = <U7U>- - eommutstice
u+v,w) = (u,w) + (v, w). iwmv;,ﬂ;

u,u) > 0. positiso
u

,u) =0 se e solo se u = O.

= W N
= D O = —

ot

La covms  di vn vekove v e R" e dfinits come Nlull= V<o, 05 ouaero loll sVazir - #%n . Lo movms di vr schove aon bl & sempre positica.
La A1508u36\13nza i Schwsve  3fferma che g0, o> =gl Noll Naotkve vade ugoagiones Se & ok se ivellori sono dipendenti.
L' ouce hea de sokori ve v & definds cme  eos G0 S
ol Ly
Sisne o1, , 0k weker: o IR® ortygensl: eche 8 die, dlova i veltes: sono indpenderti b lore ¢ Ksa.
n veker; orhgonell dve o de Povmamo un base di A" chismats base ovkogensle , quindi | oumerg massime di geffor: g&oéonali die o die € n.

Divemo che uny bsse o, .., 0 € se:

(wir0) = {o se i # J,

1 sei=j].



La kese comnica di Re é ovrtoncvmale .
Sia ® (u;, /um\ wy  base ortenormde, le avoveinate & w vetere o v‘isPauN 3 U Soae

LU, Sa>

e SMOMG—

<o, k>
BB*O on vebore v e unesclave a e R s ha llavh=lal - ol .

Se UL, ..., 0K & wa base or‘l'oao«e\e dd sd*ogoae"o E ,i uvdkor covadizzsti sow Jal*ipo U_-L-“iw“ 9 o Lovmanc tns base ovionovmale di €.
L a‘aovi“m d Grom-Schmidt fwmdte o oftenere o ke of“céons\o. di w“oapasio. Sis € un so‘“'osf)eeia e (uz, .- ,\n(\ una sos bese , s intvedwesnc i geltor:

w] = V1
Wy = V3 — A2 W1
_ (vi, wy)
w3 = V3 — Az Wi — a3W2 . = Y .
o ’ doue sie pos"o ij (wj, w;)’ 9“ove (w;,... , MK\ & we lux.cr‘i'oéona\e.
j» Wi
Wk = Uk — QR1W1 — Gg2W2 — *** — Ak —1Wk—1
Una M s, o".cb se s verifico “'HT:I, qv;nJ; ne matrice ov‘“’u&ot\a‘a & wverbibile ¢ sha “.L: HT. Quindi c‘e" H:ii .

Ly wabece d passaggio +vs due basi orkoncymsli R s ortagomle -

Una matrice axn & ov\'oéonak se e sobse lg sve cdome Povmano 1> base ovtorevmale di R

Se ¢ uethori (uny o on) sone ndipondark oy 7T IER =m0 =0 g i Y can divsnsion oK.

Sia (i, e 0K) um base di €. Allors Ue€L se e s 3¢ <u, D0 por oga 1=t K. € sichioms comple meato o\r"oaous\e.

}-e fwopvia'b“ che r-gvavo\m. E* sone:

-Eonet- {a}

-dim €L < 0-dinE.

Un endomovBismo o dice simmetrics se la sua mittice vispdte dls base cnanica & Simmetrica. ln ma msbvice simmebrics 5 hache pov ogn copois di vottort
v, 0B sihy che <€(v\,c> =<o, F+)).

Gl y\'ospazi di u eademorfismo simmebvico som ortogend; s lovo , ovveve se Qic %2 sone avtooderi diskai dif , e se 0e€(21) evc€(2) s Qv 00
I dice che sia £ on enddomerPmo simmeteico di B', €5 diggondizeabile . Esiske uas base ovtenormole di R" cashihits ds actosellori dr £

Ua é wa coppia owclinsks odi punti (a,e) . pute A & defto eB ¢ deb vertice del vehore. Un vethove & definito

do modue , diveeione & werse. | modsle del Ueltore s indics con NGB ed & o disknza o i dve purk:.

| Gelori con shesso modolo ,divesione e verso s dicana  equipollenti.

Fissto v pibo 0 detto origine e considleviemo l'insieme di vekori agpbioski in 0, denotsto clo Vo* Se s intvodacmme lo opesssion di somms e prochhe gov uno
sedove 0 oo essere defleito come vne spatic vekoridle .

St defisca b somma o dve velbor: catoBzoc come i segve ok che vaisee 1 pute comue & doevelori con il 4° vekice del povilelsguomma | qund: 5. eakeola
e la .

Un vethore 5 & linosvmerte indipencerte se e soh se (r #8. Doe selori di 1.* sone ind:peaddek se ¢ sk se non Sone pavellel:.

La dimeasione di Vs's 2. Le basi o Uo? 500 dufle e coppie o velbori non pavsllel: .

Un sistems d nBorimento s@ine & covallovizasto dall' ovigine © e dwe bos (es, ea). oani vekore pus” esseve sorids come combinsgion lineave dei wvethon
delb byse .

Se 1o Lase scelts ¢ ortorovmale \ sistems di vifevimeste & Jefte cortesion.

Se l cekore G ha coavdinste (x,8)e | vekore F ha coordinste (x)y) sllove:
a) Il vettore kOP ha coordinate k(z,y) = (kx, ky).

b) 1l vettore OP + OP' ha coordinate (z,y) + (2", y) = (z+ 2",y +9). ° | / >

Le coovdinste del veltore A8 sono dste dolls ohfferenza €rale coordinste bl vertice e dol puato ol agplicesione . Se 9=(X,3\ e g (x, 3‘\ sllova le
coovdinste del vetove BB sono (x"x,g'-gs.

Dats s veks v &l piano, w oekore. on mllo 5,00 oebove 55 diee dvekore di v e 5 5 povelele a 1. Le coordinate o ua qualvagye cohore obrekore ol v 3000 ok
povometri divekor: o 1

Una veths ha infaik: pavomekr: dlivelovi , ki prepovaionsl: +ra love.

Dats s velts v ol pom , s6% v e o vavehore divekove di . \l prts Pe v se e sdowe I teRbc sp=oro+ts. 4o xor 0t
So e ek ) Po=(xo,ge\ un svo puto e T on suo dehore divettore di coord:nste (Q,m\ ,8|Lwé S: possons scrivere le dells velts o {azéumf.
Siare ?_L(x_q.,g,,\ e P ()‘Z,ga) die puoki opportenenti e veks ¢, i pavacei divetbori dolly vels v svame Baxa-xi e mega-de e le equation pavametriche
dehs vehs sssano  x= xas (xa-xat e Ymget (ya-gslb.

Tn pwd'.‘ sono al‘ineaJri se e solo s T2 —x1 Y2 —Y1
T3 =21 Y3 — Y1

0. \ ¢ ™ l o = [o\/o/o@fgionzskf
ol



Ogri vehe del piom & desorhe ds wn' equatione ashesions del kipo  aubysc=0 . Per verifieore che w purbo (x,9) sppavkicne ol pion dere essove verifieats e
equsione - L' cquatione cavkesions d o rolhs possarbe por due puak 8 (xa,yd e elxa,ya) & deuits come:
T—Tr Y-y _ 0
T2 — X1 Y2 — Y1
Fevm pev‘\'lco\ev; velke .
Te:0 D reke pasmbe oo l'origine.
- 2320 Dveha N lMasse x -
- beo Dvehs N A'asse y . ab
Sian riaxbyteso e v'axsblgicro die vhe, ese  svame polele seesckse 13k | =0
\ porllele 8 v & b tetelts chlle vete povallel 8 v esistenti nel pisno. Le equation dele velle toava\\a\‘ swome del Kipo  actbyrKeo con K
lkeve d vaviove in R, quind s avarne & ske prclde o quella dste.
Dok n purbe Po (%0, g2) i Foscio di vehe passorti por o mao Hutke \o veke possamki pov o e sovs” equatione 3 (x-x0) 4b(y-yo)=0 e 5 b ner eabianbi mll:,
I\ & defito come  <ox,3a>= lloell N0all - cas® dove & & Vapgolo compreso 410w con. Se wo dei die sekori & avlle | prodek side - &
Boe weori sons orbogondl se @ sole 3¢ il low podeke scdwe € ugude s B bulbre si ho NollsV<o,0>
I prodsko scdae hs le segueti propricks
(\ PVvo«O scdove  di due getor dob iono Leuaslfa Jpvodste sdwe  dolle vispeice coorcdinsk.
Dk, n(xi,gﬂ e B(Xa,é-) si definsce b distanzs s die punti come 44, B) = V(w2 — 1)+ (y2 —11)2

<0,u>

L'anae\o Comp reco tro die oMo i definrks come cose'tm»

Lc vete v‘:ax»«Late:o e V‘:a‘;¢+L'a+c‘=o Seno szFenJ:ce\‘y; se 38'+LL‘:0.
LA Aia\'an!.a pun*'o v‘:zu‘a JZ 4 Jé w Z hdls‘h\ea Minima JJ qu\'n Ja“a rpﬁ'a‘ O\Igs"a olisbceé e Je,(".nﬂ’a come:

_azxg + byo + ¢

d(Py,r) = \/m
\ Pwﬂ‘o medio  di v Seahe_f\‘"e ¢ definite come:

1 +22 Y1 +Y2
M=|————"=
(*525")

Doe pu,d'. si dicono se appoviersono ol stessa velts Con dve ok pasa wa velta. Doe prrk sono sempre allineski.

Doe ,ow’{ Sono se appartesgono dllo stesso  piono . Ror e pubh o0 Mnest 332w pisno. Tee pont Smo sempre complenyi.
Do vehar in R® sone  diendenti se e sobse sono slkneati.

Se due gelori vew a semo linesk, sllom esishe un usco pidoe che cotiene sia oche .

Tre vebor: di Vo sono lineovmeste dipendosti se e solo e somo complansvi.

Une terms di oeltors d: U2 5 uo koo s esolosei uhwi che ls compongno 00 sane camplansi.

Vet dve vetovi A ()u,a:.,zﬂ eB (Xz,ga,za\ le coordinste del cotore BB sono (xn:xt,ga-a;..zz—!;.\.

Le equazion pavemetriche dhlla el son0  del ¥ipo:

T =x9+ It
Yy =1yo+mi
z=2z0+nt

D vite sono povalle se e sdo se hamo povametvi  divetori prapovaiond:.
| pavamete; divelori  della roits per &:(xs,g;,eﬂ e Pz=(xz,3a,éﬂ sono  proporzionali  alla ferna:
taz
Ceza-zyg
| faurrh Pas ("’-13“ ,&2), 0= (xa Y2 ,2a) ,Pa (Xs,g;.'éz\ suo e e sdo se:

rk(fl:z*-l:l Y2 — Y1 f‘z*?)gl‘ VK(Q m 0 \) - i

T3—T1 Ys— Y1 23— 2 o' mln -

Due vee nllo spazio possonc essere distinte,incikrti o pargllole. Due rete sone complonsri s conkemte allo stessa pisno ¢ sghembe se sano comteate 1n g
dievsi,
Doe veke sma pavsllele allo spatio se sddo se sono cancidenti o se gpparkengon alo stesso piawo ¢ 10 hamo gt in comona , quindi doe veke sor caman: slo

Sone indden‘l': o pan“e\e.



Qushvo Pt Sono compbner % e odose i 3 glast yplicst nello stesse sk Paa B ¢ Pifa sone complons, ovvers dipendedt

T2 —T1 Y2 — Y1 22— 21 J Q/ M [)

T3—x1 Ys—y1 z—z|=0 1 e M ) =0
Xy — 2 - Z4 — 2

4 1 Y4—W 4 1 ev\ CV‘h nm

Lleqvaéone. Cav+e513na de\ fﬁam T Z JA\ ‘\"-ro sx#\as*c‘uJec. L‘ﬂ—qw&lmt msf\u;.ana Ae‘ f):a/\o paasM\’a— res 3 Fuml.' naon QWM;H e:

r—x1 Yy—y1 zZ2—z
To—x1 Y2—y1 22— 21| =0.
T3 —T1 Ys— YL 23— 21

Sf- d:o ) Plana possa  per |'ov§8ino..
Doe piaai  sono pavel‘elt se ¢ sdo se smo coincident o £ am hsane pm\*.' in comune,

a b
Dt piani V:@)(-#bé+c!+el=o e w': a‘x+L'é+c'g-\.J'=o e la matrice  B- <9‘ 5 c‘),.}"ové'.

=i pianl Te T sene # s e sols se vKO:2
=0 pen T, T g incontrane in ca velbs se ¢ sy se vKAsz2.
Qu:nJi vna vetka o esseve v‘app/tsn.n#s"é come ,Il’nﬁr.‘ecim d dwe p:eai non pava“e\l )
ar+by+cz+d=0
drz+bVy+cdz+d =0

abe
' pevame'lr-' divettori di uny vetta  Sone propovaiond s Yerns do mnori & ovdice die presi Con  Segno stovno ddls mstvice de codfficient A= (a‘ Llc‘):
b ¢ a c a b
l:b/ Mk m:_a' o n:a/ Ik
bé*é una ve“’a_ ve un p;ane W ¢ sono 3 pos&'k{li'{'s\.
e 7 e 7 siincontrano in un punto: diremo allora che sono incidenti.
e 7 e 7 non hanno intersezione. g
v/Wa
e r ¢ interamente contenuta in 7.
Nl tquamione  del pisno Wiaxs bytezs dio |y devne (344,9) & doka tevns de poemah di giacitora  del pigno.
Ua piano d P)Vamd‘r: d: 6136‘\'-”3 (a.L,Je wa veka d; ‘qavame\'ri dirctent (Q,m ,.\ Song pleel.‘ se estb se  altbmcnzo.
ax +by+cz+d=0 | f / , ’
i conteneate v & mih(ar+by+cz+d)+k(dz+by+cz+d)=0,

h&\'e una  veta & ec‘uasim; eavkesizne 7 { Aty + et d =0

ba'\% s rota v e up p'”‘+o P e appav/"uea"eév', esiste una e on selo fieno codtenente ve .

L‘ jnsieme b Lok pian Fassw\". o B ¢ FA e hs equatione a(x — x0) + b(y — yo) + c(z — z9) = 0.

Cf Sone w 2 JIE passdn‘k per B (b e e ,oa.,amz\-r.’ Lber) .

S e vehe v e v' mn senc pavalele , allova esiste v w unieo piane Pavaﬂe\o 2 eitvambe lo vethe e péssan+e oov Ps. Se r e v hanac
allovs | pianc Vsve v hs eqaa!'\m:

Pavamd'ﬁ divetori (0- ym, n) e (e',n',n‘\ e il pum\-g P ha esovdinste (Xo,gg ,Eo) ,
r—xo Y—Y <Z—Z20
l m n =0.
U m’ n'
Siano A ()u )44, z1) e B( x=.,82,22\ dve ponti, ls \ovo dishsnzs & defaits ceme d(AB) = /(22— 1)+ (42— y1)2 + (22 — 21)%
bar\"' dve uUekovin Uew N\ aves del Pave“e\ugvemma A defiaite dov due uvetor & dda dde Cormule:

A = ||5)[|]* — (7, @)*.

“ ono\o“‘c vetkoviale A: R (6, L:, c'\ e w (é‘ ) ‘:\, C‘\ é de‘\lﬁn*o tome UAWS= (aL,B, 2\’\ :
ab e

€SS\ Sono 1 mingvi ole“e matvice (a‘ b C‘) fresi con segni aWeva;

a b
a v

a c
a

b ¢
yoJ ﬂ:_ y V=

o =




Dt dve vhori e w, siha:

a) U, sono allineati (paralleli) se e solo se TAW = O.
b) UAW é un vettore ortogonale sia a U che a .

¢) Il modulo del prodotto vettoriale ¥ A W uguaglia larea del parallelogramma definito da
U e wW.

Doe vebe o povomchi divethor: (€,m,a) e (€', m,4) 000 orhogomli s 8'smm' +0n'c0. Doe vehe orogondi  poseno esso
sghembe .

Dots vn puks B o die rehe mn povollele , esishe wmunico vohs passorte o B o prrpendicdeve sl vele date.

Date uw pione T sxvbyrcesdeo, il vekore 7 di coovdinste (3)6,e) guplicste in tn purhe quolinque i ¥ & L a .1 pavometv di gisctwe d;
Un pisno vogorematme le coovdinske di un veltove aovmsle A pine .

Una vets v & pevometi divetor (€, m, ) & Ov"'oaoné'( 3w pide T A pwamdh giaetoe (a,b,2) se sobo se:

a b c :
rk =1, ouvers | gavamahi divetori sono proporzionst ai pvamehi di giaciture.

Il m n

“ piano :axdoawea»o\ao e il pisno W' o'x +[,‘3+¢‘3 +d' 20 seme ovi-gaa/.sl; se e solo se 98 +bh e 22
Rr trovse o distinzs do puits P dd pisne ® occovre:

1. trovare la retta r passante per P, e ortogonale al piano 7;

2. calcolare il punto d’intersezione H = r N7 (proiezione ortogonale);

3. calcolare la distanza di Py da H.

bé\'o 2\ P:at\a ax-)‘;)aq cE*o\:o e i| Fun‘l'g Po (xg,ae,eo) / la A;s‘bnaé cld pUn*o AQ‘ P}am é G\e,cini-\—d ceme
_ lazo + byo + czo + d|

Wom = e

L3 o\lg"anea di n pM*o da wma veta si oWiene wme interserione J: rocon il [iano passsate per Poe L av.ls ques"n mode  3i +rosa
N preiegions orkegesske di B solls veka v, ouoens i .oun“n i. Coleolande o\(Po)H\ s +reos \a
Por caleslave b diskanes fra e e di &inau(amo dve casi:
- Rette complanari : o incidest: = d(v, v) co
o porallele mn oimident > edeole a distenza tra un ke qudsissi & ve v
- Relte  sgherbe

Lo distanza & doe vebe v, vt & misimiseste da duo poki HE v o Wev tdi che la voko (assamte por HeH' 5ia ovkogonde siasv che o ¢
Date  dve vele sghembe v, ', esste o' unica veka s pevpendicdsve o nedente  sia av che a ,cle“‘d ek di minims distanza.

Un viferimerte  cotesao B 6 indiidisidusto da v origr. 0 e s base orbonormde (es,e2) d Us* Le coovdinde del purte (2\ P 30 dke ds
p:xa+8(7.a.. S.‘e R' un  seconds sistema o vifoiments con origine 0 e bue (64,',62‘\~ " Pass%o da Ra R' s ofiene conpemJo ‘a
trasformazione 0"‘\'06066‘0. che ng\-a ddla base (ei,e,z)|’a\\a bae  (en ,Qz'\ descritka ds wa metvice Ov'\-oéena\a 2.

Sia P puto e (g) le. coovdinste v-fspgﬂv af e (g vizpelfo s B e che O (g;) wsf,gl%. s R el 5a b matrice ok pass%g;e,s”o\e:

x’ ¢ [T — 10 x =mua’ +miy + xo x o i Tz T
Y =M y—v0) o1 — Mot 2+ Moty y|=T|v]- A s T=|ma ma w
0 c‘umdn le coovdiaste so y=ma 224 T Yo e \1 1 ove T ¢ 0o 0 1/.

ba\'e o\xJe re*e Con aveme:\-v.' Jln“ov; (Q; m/n\ e (6', m® "")/ | e“(“S°I° ‘,‘ra elue ,,eue ‘f . eleen'&o edine asp= w

ba*é ona Nufa eon pa/ame‘\'v{ divelttor: (Q;m, n) e 1 wellicienk Glf"a*('e\'f del F'»eng (a,L;,C‘/ "9080\0 e re¥a e piano T) e Je(’.nf ©
come n ‘f = L

V@ekthc? 12"+~.’-4n’~
| 33‘4&‘1-::"

Bg\': AUC f!'lén'l <3pL,5\ e (a‘,\o\,c‘\ ) I'Gf'éolc +rs o'ua Fien; Yé Jar-'n;‘“o Come cesf = mz



Una Conica e Un ' equasione Ji steonds avu‘o i»x,go'e,\ ‘\-}Po

C:anz?+ 2a197y + (122]/2 + 2a13x + 2a93y + azz = 0.

Esste wa mtrice simmetrica dets motrice dolla conico Je\ +;Po:

ail a2 a3
A= (a2 axp ay
ay3 a3 as3

' . .
L CC‘\I&Cloﬂ& PU; esseve N i Qo-ma matvede:

xXr
(z,y, DA [y | =0.
1

4 = ( ain aiz >
La ma‘\"v;ca a2 a2 / é Aek’) f)ef\-e_ Pvlncipg\e (7‘0)

Fome, Sf»cc'-s\'- Caci\mm“e meonos gl

X2 YQ
-Ellise vede ?—}—b—Q: 1,
_ . X2 Y2
EWisse '\mmaa:nav;a ? + b_2 — _1’
X2 Y2

“Elligge (‘laéuub 2 + 2 0,

X2 y?
“lperbole  r T =1
X2 y?
) lf’e"\co\e o\&éenub ? — b_2 =0,
-Porabols Y?=2pX,
- Coﬁo;a di voke pvdlele Y? = h?,
- C“Fﬁi" 0\; retbe  coincident: Y2 = 0.
Y2 = k2

- eﬁpple & watke l::ys\\Ae. ‘\Mmég:n&v;e

Sia Cumy conica & ea\vae'\on&  Esiste sempve w vi Pevimeato (O\, X,%\ nd qve\e, \' ec‘vai-me aswme und Fovms nots.

C\a§]0.<we wmd eoniean

Il = tl‘Q, IQ = det Q, 13 = det A,



Coniche generali:

I3} > 0 ellisse immaginaria
I, >0: )
I31; < 0 ellisse reale
I3#0
Iy < 0 iperbole
I =0 parabola
Iy >0 ellisse degenere
Coniche degeneri: I3 =0 ¢ Iy <0 iperbole degenere
I, =0 parabola degenere

elass'uc.cazz_lme !

'l'fevc 6t v*l-v\f;’q:f‘; ai e qz o\i QL.
é lé Me’kv: ce clf\L I‘Alo(avaunh \a wicg

A 0 by
= 0 X by . It , Mz 4+ Aoy + 2by2" + 2boy’ + by = 0.
5 Seont
by by b3 v
2 2
una conica degenere se A\ e Ay 0 e c= _2_11 — i—z + b3 = 0 oppure se A\; = b; = 0 per un

certo i € {1,2}.

un’ellisse se A1 e Ay # 0 sono concordi e ¢ # 0. Inoltre ho un’ellisse reale se ¢ ¢ discorde con
essi, mentre ho un’ellisse con soli punti immaginari se ¢ ¢ concorde con gli autovalori.

un’iperbole se A1 e Ay # 0 sono discordi e ¢ # 0.

una parabola se Ay =0 e by # 0 oppure Ay =0 e by # 0.

una conica degenere < det(A) =0

un’ellisse se det(A) # 0 e det(A;) > 0. L’ellisse ¢ reale se Tr(A;)det(A) < 0, non ha punti
reali se Tr(Ap)det(4) >0

un’iperbole se det(A) # 0 e det(A;) < 0.
una parabola se det(A) # 0 e det(A;) = 0.



