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Assumeremo come note alcune nozioni di base gia a viste in anni precedenti come le
seguenti.

e La nozione di insieme, di elemento di un insieme, di appartenenza e non apparte-
nenza di un elemento a un insieme.

e Le relazioni di inclusione e inclusione stretta fra insiemi.
e Le operazioni di intersezione, unione, differenza fra insiemi.

e Le nozioni di insieme vuoto, prodotto cartesiano di insiemi e di insieme delle parti
di un insieme. ¢ X % y @CX)

In realtd tutte queste nozioni, relazioni e operazioni si possono inquadrare in un
contesto assiomatico, cioé in un contesto in cui partendo da un numero finito di assiomi
si possono dedurre tutta una serie di definizioni e proposizioni.

Il sistema di assiomi accettato ¢ il cosiddetto sistema di assiomi di Zermelo—Frankel,
che utilizzeremo implicitamente durante il corso.
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Definizione 1. Siano X e Y insiemi. Una corrispondenza F' di dominio X e codo-
minio Y ¢ un sottoinsieme di X X Y. Se (x,y) € F si dice che x ¢é in corrispondenza
con y tramite F' e si scrive spesso x F'y.
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Definizione 2. Siano X e Y insiemi. Una corrispondenza F' di dominio X e codominio
Y ¢ detta funzione da X a 'Y se

VeeX, dlyeY: zFuy.

Se F' ¢ una funzione, si scrive F: X —Y ey = F(x) invece di F C X xY ex Fy.
Linsieme di tutte le funzioni da X a'Y si indica con Y.
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Anche nel caso di funzioni diamo per scontate una serie di nozioni di base:

immagine di una funzione e immagine inversa di un elemento del codominio
nozione di funzione iniettiva, suriettiva, biiettiva

composizione o di funzioni.

applicazione identita idy: X — X

nozione di funzione inversa e la sua unicita

I'equivalenza fra biiettivita e invertibilita



6

Proposizione 3. Siano X eY insiemi e siano f: X —Y,qg: Y — X. Sego f=1dy

allora f e iniettiva e g € suriettiva. /&j
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Definizione 4. Siano X e Y insiemi. Se f: X — Y una funzione g: Y — X si dice:
e inversa destra di f se fog=1idy;
e inversa sinistra di f se go f =idy.

Quindi la proposizione sopra dice che se f ha inversa destra allora f ¢ suriettiva,
mentre se ha inversa sinistra ¢ iniettiva.

X 47Y
Y
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Proposizione 5. Siano X eY insiemi e f: X — Y una funzione. f ha inversa sinistra
se e solo se é iniettiva.
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Dimostrare U'esistenza di inverse destre per una funzione suriettiva & pitt delicato. E
facile vedere che per costruire un’inversa destra di f : X — Y, dobbiamo, per ogniy € Y
scegliere uno e un solo elemento z, € f~*(y) e definire g come y — z,,.

Se Y ¢ un insieme finito € intuitivamente chiaro che un tale insieme di scelte si puo
fare, ma purtroppo se Y ¢ infinito abbiamo bisogno di una precisa regola di scelta.

)(4', fe 1
Definizione 6. Sia X = { X; }ic;r una famiglia di insiemi non vuoti. Una funzione
di scelta per X ¢ una funzione

s IT— X
icl
tale che £(i) € X; per ognii € 1.
Assioma della scelta Sia X = { X; }ie; una famiglia di insiemi non vuoti. Allora
esiste una funzione di scelta per X.

Se I ¢ un insieme di indici finito, ’assioma della scelta & in realta una proposizione
dimostrabile all’interno del sistema di assiomi di Zermelo—Frankel.
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Proposizione 7. Siano X eY insiemi e f: X — Y wuna funzione. f ha inversa destra
se e solo se é suriettiva.
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[ Si puo dimostrare che 1’Assioma della scelta € equivalente ad affermare che ognj
a

pplicazione suriettiva ha inversa destra.
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Definizione 8. Sia X un insieme. Una relazione R in X ¢é una corrispondenza da X
in X. La relazione R si dice:

e riflessiva se x R x per ogni x € X;
o transitiva scx Ry ey R z implica x R z per ogni x,y,z € X;
o simmetrica scx R y implica y R x per ogni x,y € X;

e antistmmetrica sex Ry ey R x implica x =y per ogni x,y € X.

Definizione 9. Sia X un insieme. Una relazione ~ in X si dice relazione d’equi-
valenza se ¢ riflessiva, transitiva e simmetrica. Se v € X [’insieme
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e detto classe d’equivalenza di x.

Definizione 10. Sia X un insieme. Una relazione < si dice relazione d’ordine se ¢
riflessiva, transitiva e antisimmetrica. Si dice d’ordine totale se ¢ d’ordine e per ogni
r,yeXox<yoy<zx.

Di solito, quando una relazione ¢ d’ordine totale, si usa il simbolo < invece di <.
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