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Spazio vettoriale

Definizione (spazio vettoriale o lineare)
Prende il nome di spazio vettoriale di dimensione m un insieme A (non vuoto)

di vettori reali a m componenti chiuso rispetto alle operazioni di somma di
vettori e prodotto di un vettore per uno scalare (e quindi anche rispetto
all'operazione di combinazione lineare del tipo aa+gb).

Un insieme e chiuso rispetto a una operazione se, applicando
I'operazione a qualsiasi elemento dell'insieme, I'elemento risultante

appartiene ancora all’'insieme.

L'insieme R™ di tutti i vettori reali a
m componenti, che include il
vettore nullo O,,, € Uno spazio
vettoriale di dimensione m.
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Spazio vettoriale

Definizione (spazio vettoriale o lineare)

Prende il nome di spazio vettoriale di dimensione m un insieme A (non vuoto)
di vettori reali a m componenti chiuso rispetto alle operazioni di somma di
vettori e prodotto di un vettore per uno scalare (e quindi anche rispetto
all'operazione di combinazione lineare del tipo aa+gb).

NOTA
Non e detto che un arbitrario sottoinsieme A di vettori in R™ costituisca uno
spazio vettoriale.

Infatti, dato un insieme A e due qualsiasi vettoria e b in A;
» l'operazione aa+fb con due scalari a e 3 € sempre definita;
* non e detto pero che il vettore aa+fBb appartenga ancora ad A.

Esempio
Consideriamo A={(1 1 1), (2 2 2), (3 3 3)}.
Ovviamente A non € uno spazio vettoriale.

Ad esempio il vettore (2 2 2) + (3 3 3) = (56 55) e ottenibile come combinazione
lineare di due vettori di A, ma non appartiene ad A.
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Spazio vettoriale

Definizione (spazio vettoriale o lineare)

Prende il nome di spazio vettoriale di dimensione m un insieme A (non vuoto)
di vettori reali a m componenti chiuso rispetto alle operazioni di somma di
vettori e prodotto di un vettore per uno scalare (e quindi anche rispetto
all'operazione di combinazione lineare del tipo aa+gb).

Proposizione Dato un sottoinsieme A ¢ R™,

se comunque presi due vettori a e A e uno spazio vettoriale
b in A e due scalari a e (3, accade di dimensione m

che il vettore aa+Bb appartiene (sottospazio vettoriale
ancora ad A di R™M).

Esempio 1

Consideriamo I'insieme A={x In R™ X=(X; X5 ... X,y 0 Xy4q --- X))}
per un k fissato, 1< k <m, ciog il sottoinsieme dei vettori in R™ che hanno la k-
ma componente nulla.

L’'insieme A € uno spazio vettoriale di dimensione m.

Verifichiamolo per m=4 e k=3 con i vettori x=(X; X, 0 X,) € Xx=(y; Y- 0 y,)
A={x in R* x=(X; X, 0 X,)}

MATEMATICA CORSO BASE 2019-2020: ALGEBRA LINEARE



Spazio vettoriale

Verifica Esempio 1
Consideriamo x=(X; X, 0 X,), y=(y; ¥, 0y,) €A
Per a e  qualsiasi, si ha:

{_l_\
ax+By =(ax;+By; ax,+By, a0+B0 ax,+Py,) €A

Proposizione Dato un sottoinsieme A ¢ R™,
se comunque presi due vettori a e
b in A e due scalari a e (3, accade

A e uno spazio vettoriale
di dimensione m
che il vettore aa+Bb appartiene (sottospazio vettoriale

ancora ad A di R™M).

Esempio 1

Consideriamo I'insieme A={x in R™ X=(X; X5 ... X,y 0 X141 --- X))}

per un k fissato, 1< k <m, ciog il sottoinsieme dei vettori in R™ che hanno la k-
ma componente nulla.

L’'insieme A € uno spazio vettoriale di dimensione m.

Verifichiamolo per m=4 e k=3 con i vettori x=(X; X, 0 X,) e y=(y; Y- 0 y,)
A={x in R* x=(X; X, 0 X,)}
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Spazio vettoriale

Definizione (spazio vettoriale o lineare)

Prende il nome di spazio vettoriale di dimensione m un insieme A (non vuoto)
di vettori reali a m componenti chiuso rispetto alle operazioni di somma di
vettori e prodotto di un vettore per uno scalare (e quindi anche rispetto
all'operazione di combinazione lineare del tipo aa+gb).

Proposizione Dato un sottoinsieme A ¢ R™,

se comunque presi due vettori a e A e uno spazio vettoriale
b in A e due scalari a e (3, accade di dimensione m

che il vettore aa+Bb appartiene (sottospazio vettoriale
ancora ad A di R™M).

Esercizio (svolto sulle dispense)
Consideriamo lI'insieme:

A={X in R™ X=(Xq, Xo, «vv ) Xy oev s X1y 20871 %;)}

cioe il sottoinsieme dei vettori in R™ che hanno l'ultima componente pari alla
somma delle prime m-1.

Verificare che I'insieme A € uno spazio vettoriale di dimensione m (sottospazio
vettoriale di R™).

MATEMATICA CORSO BASE 2019-2020: ALGEBRA LINEARE




Combinazioni lineari di n vettori




Operazioni con vettori (da Lez. precedente)

Combinazione lineare di due vettori

Dati due vettori a € b con m componenti e due scalari a e 3, la
combinazione lineare di a e b e definita come segue:

ca+Bb=a(a,a,...a...a,) +PMOyb,...0...0,)
= (aa,+Bb, aa,+pb, ... aa+pb, ... aa,+pb,,)

| y
Esempio

Consideriamo due vettori 0.5b = (2,0.5)
a=(2 -3)eb=(41),cona=1e
3=0.5.

Si ha:

a+0.5b=(2+0.5-4 —-3+0.5-1)

= (4 —2.5)

NOTA: Piu in generale € possibile
definire la combinazione lineare di
n>2 vettori a m componenti con n
coefficientireali A, A,, ..., A,
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Combinazione lineare di n vettorl

Combinazione lineare di n (n22) vettori

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, € nh coefficienti reali A,, A,, ..., A,
la combinazione lineare degli n vettori con i n coefficienti dati e definita come

segue:
— n
(ATTENZIONE: qui l'indice a pedice si riferisce ai
diversi vettori, ciascuno a m componenti)
Esempio

Consideriamo 3 vettori in R*:
a,=(1212)a,=(2121)eaz=(3333)eicoefficienti \;=1 \,=1 e A\;=-1.

La loro combinazione lineare é:
1(1212)+1(2121)-1(3333)=(0000)
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Combinazione lineare di n vettorl

Combinazione lineare di n (n22) vettori

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, € nh coefficienti reali A,, A,, ..., A,
la combinazione lineare degli n vettori con i n coefficienti dati e definita come
segue:

— n

(ATTENZIONE: qui l'indice a pedice si riferisce ai
diversi vettori, ciascuno a m componenti)

Osservazione
Il vettore nullo di R™ puo essere ottenuto come combinazione lineare di un
gualsiasi numero di vettori in R™ utilizzando coefficienti A tutti nulli.

NOTA

| coefficienti di una combinazione lineare di n vettori possono essere numeri
reali qualsiasi, anche nulli, anche negativi.
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Uguaglianza ‘vettoriale’ come
insieme di uguaglianze ‘scalari’




Uguaglianze vettoriali e scalari

Consideriamo la combinazione lineare di n=2 vettori a m componenti,
aj, &, ..., a,, con nscalari A, A, ..., A,

ttori in R™ —_ n
(nve gn in ) )\18.1+ )\23.2+ +)\Jaj+ +Anan— 2121)\]&]

€ un vettore

in RM
Analizziamola nel dettaglio, considerando i
vettori a,, a,, ..., &, come vettori colonna di
ordine m;:
a; dy an
diq ajo ajn u,
4 |l risultato
A | Q21 + A, | Q22 + ... +AN, | Qn | = U dell'operazione &
un vettore u am
componenti.
aml am2 amn Um
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Uguaglianze vettoriali e scalari

Consideriamo la combinazione lineare di n=2 vettori a m componenti,
aj, &, ..., a,, con nscalari A, A, ..., A,
— n

Moltiplichiamo ciascun vettore per il corrispondente
scalare e poi sommiamo i vettori risultanti:

— — PR—

)\1 ap+ )\2 ap+ ...+ )\naln U, Ogni compone\nte del
vettore u e la
Aay+ A an+ ... +Aa,, _ U, combinazione lineare

delle componenti
omologhe dei vettori
a;, a,, ..., a,, con gli

scalari A, A5, ..., A
Nag it Mhast ..ot Ahan, U, i ' n

—
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Uguaglianze vettoriali e scalari

—_—

Aapt A ap + ...+ Ajay, Uy

Al 8.21+ )\2 822 + . + )\nazn — U2 1 uqanIia}nza
vettoriale (dim. m)

)\1 am1+ )\2 am2 t...F )\namn ) um

‘Smembriamo’ 'uguaglianza vettoriale:

sistema di m
uguaglianze
scalari

AaptAap+ ...+ Aag, =u

Ar@grt Ap@g, + ..+ Ay = Uy L’'uguaglianza tra i due vettoria m
componenti (uguaglianza vettoriale)
equivale alle m uguaglianze delle m
componenti omologhe dei due vettori

Mamt A amy + ...+ Ajan, = U, (sistema di m uguaglianze scalari).
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Uguaglianze vettoriali e scalari

sistema di m

vettori sono noti, ma i coefficienti A; con i quali si ottiene &quazioni lineari

Nel caso in cui gli elementi a;; che definiscono i nostri l
la combinazione lineare sono incogniti

Risolvere un sistema di equazioni lineari nelle incognite A, A,, ..., A, significa
individuare n valori reali da assegnare ai coefficienti A, A,, ..., A, tali che,
sostituendo questi valori nel sistema, tutte le equazioni del sistema risultano verificate.

‘Smembriamo’ 'uguaglianza vettoriale:

sistema di m
uguaglianze
scalari

AaptAap+ ...+ Aag, =u

Ar@grt Ap@g, + ..+ Ay = Uy L’'uguaglianza tra i due vettoria m
componenti (uguaglianza vettoriale)
equivale alle m uguaglianze delle m
componenti omologhe dei due vettori

Mamt A amy + ...+ Ajan, = U, (sistema di m uguaglianze scalari).
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Uguaglianze vettoriali e scalari

sistema di m

vettori sono noti, ma i coefficienti A; con i quali si ottiene &quazioni lineari

Nel caso in cui gli elementi a;; che definiscono i nostri l
la combinazione lineare sono incogniti

Risolvere un sistema di equazioni lineari nelle incognite A, A,, ..., A, significa
individuare n valori reali da assegnare ai coefficienti A, A,, ..., A, tali che,
sostituendo questi valori nel sistema, tutte le equazioni del sistema risultano verificate.

Osservazione: Quando un sistema di uguaglianze dipende da coefficienti incogniti,
per questi si usa la notazione x4, X, ..., X, che solitamente si adotta in matematica
per guantita non note (dette anche variabili del sistema).

AMagt Aa t ...+ A, = U, Xp8p1F Xp @ T ... T X @5, = Uy
NMag it hant . A8, = Uy X @mt Xo @, ¥ .o F X8, = Uy,
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Dipendenza e indipendenza
lineare




Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione: Vettori linearmente dipendenti

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, dello spazio vettoriale R™, essi si
dicono linearmente dipendenti se esistono n coefficienti Ay, A,, ..., A,,, non tutti

nulli, tali che:
)\1§1+ )\2§2 ... F )\ngn: Qm

cioe la combinazione lineare € uguale al vettore nullo.

Esempio 1

| due vettori (1 2 3) e (2 4 6) (di ordine 3) sono linearmente dipendenti,
infatti scegliendo A;=2 e A,=-1 (non nulli) si ha:

2(123)+(-1)(246)=(246)+(-2-4-6)=(000)

E possibile ottenere il vettore nullo di ordine
3 come combinazione lineare dei due vettori
dati, con scalari non tutti nulli.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione: Vettori linearmente dipendenti

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, dello spazio vettoriale R™, essi si
dicono linearmente dipendenti se esistono n coefficienti Ay, A,, ..., A,,, non tutti

nulli, tali che:
)\1§1+ )\2§2 ... F )\ngn: Qm

cioe la combinazione lineare € uguale al vettore nullo.

Esempio 2

| due vettori (-2 -1) e (-4 -2) sono linearmente dipendenti, infatti la
condizione:

ANM(-2-1)+A\,(-4-2)=(00)

si ottiene facilmente per ogni scelta di A, e A,tali che A;=-2 A..

Per verificarlo basta impostare -2\ -4N, =0
e risolvere il sistema: A -2A,=0
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Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione: Vettori linearmente dipendenti

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, dello spazio vettoriale R™, essi si
dicono linearmente dipendenti se esistono n coefficienti Ay, A,, ..., A,,, non tutti
nulli, tali che:

)\1§1+ )\2§2 t...F )\ngn: Qm
cioe la combinazione lineare € uguale al vettore nullo.

Proprieta
Un insieme di n vettori tra i quali € incluso il vettore tutto nullo &
necessariamente un insieme di vettori linearmente dipendenti.

Infatti scegliendo non nullo lo scalare che nella combinazione lineare che
moltiplica il vettore nullo e nulli tutti gli altri, si ottiene sempre il vettore nullo:

0-a,+0-a,+...+0-a,;,+A,,0=0

con A, #O0.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Teorema

| vettori a,,...,a, in R™ sono linearmente dipendenti (Al) se e solo se
almeno uno di essi e esprimibile come combinazione lineare degli altri
n-1 (A2) (e si dice che tale vettore e linearmente dipendente dagli altri).

Dimostrazione: HP (A2) — TS (A1)
Consideriamo i vettori a,,...,a, in R™ e assumiamo che ce ne sia uno, SPIG il vettore a,,
che e esprimibile come combinazione lineare degli altri n-1, cioé esistono n-1 coefficienti

A; tali che:
n-1
an = ) Aa;
j=1
Equivalentemente:
n—1
2.y~ 1 =0 N
j=1 Per definizione |
che & una combinazione lineare di a,,...,a, con vettori a,,...,a,
coefficienti non tutti nulli (dato che A,= -1 # 0) che sono linearmente
corrisponde al vettore nullo Q. dipendenti (Al).
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Dipendenza e indipendenza lineare

Teorema
| vettori a,,...,a, in R™ sono linearmente dipendenti (Al) se e solo se

almeno uno di essi e esprimibile come combinazione lineare degli altri
n-1 (A2) (e si dice che tale vettore e linearmente dipendente dagli altri).

Dimostrazione: HP (A1) —» TS (A2)
Consideriamo i vettori a,,...,a, in R™ e assumiamo che siano linearmente

dipendenti. Allora, per definizione, si ha:
AMa+MNa, +...+AN\a,+...+A\a =0

e almeno uno tra i coefficienti A, A,, ..., A, & diverso da zero, SPIG A,#O0.

Allora, dividendo per A, #0 a destra e a sinistra dell’'uguaglianza si ottiene:

Al AZ A'l’l.
—a+t + + + + — =
)\hgl Ahgz Lotag Ahgn 0
A A2> ( An>
=—-=)a+ —+= + +H -2
< 2= (-5 Ja(- e (- 1)a
che stabilisce che il vettore a,, &€ esprimibile come combinazione lineare degli altri n-1,
con coefficienti -A/A, (A2). D
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Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione: Vettori linearmente indipendenti

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, dello spazio vettoriale R™, si
dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente dipendenti.

Equivalentemente:

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,,, dello spazio vettoriale R™, si
dicono linearmente indipendenti se 'unica loro combinazione lineare uguale

al vettore nullo e quella con gli n coefficienti A, A, ..., A, tutti nulli.

Esempio 1
| vettori (2 0 0) e (O 1 1) sono linearmente indipendenti, infatti per avere
A(200)+A,(011)=(000)

occorre necessariamente porre A; = 0 e A, = 0 (per verificarlo, impostare
Il sistema di equazioni scalari).
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Dipendenza e indipendenza lineare

Definizione: Vettori linearmente indipendenti

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,, dello spazio vettoriale R™, si
dicono linearmente indipendenti se non sono linearmente dipendenti.

Equivalentemente:

Dati n22 vettori a m componenti a,, a,, ..., a,,, dello spazio vettoriale R™, si
dicono linearmente indipendenti se 'unica loro combinazione lineare uguale

al vettore nullo e quella con gli n coefficienti Ay, A, ..., A, tutti nulli.

Esempio 2

| vettori fondamentali dello spazio vettoriale R3 (1 00), (0 10) e (00 1) sono
linearmente indipendenti, infatti:

AM(100)+A,(010)+A;(001)=(000)
equivale a (A; A, A;) =(000), cioe A, = A, = A; =0.

NOTA Il risultato vale per gli m vettori fondamentali di qualsiasi ordine m.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Vediamo ora (senza dimostrazione) due teoremi che formalizzano
due importanti proprieta degli insiemi di vettori lin. dip e lin. indip.

Teorema
Sia S={a,,...,a,} un insieme di n vettori in R™ linearmente

iIndipendenti, allora ogni sottoinsieme di S e ancora un insieme di
vettori linearmente indipendenti.

Eliminando da S alcuni vettori, i vettori
rimanenti sono ancora linearmente indipendenti.

La proprieta di indipendenza lineare di un insieme di vettori si mantiene in
qualsiasi sottoinsieme di S.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Vediamo ora (senza dimostrazione) due teoremi che formalizzano
due importanti proprieta degli insiemi di vettori lin. dip e lin. indip.

Teorema

Sia S={a,,...,a,} un insieme di n vettori in R™ linearmente
dipendenti. Allora ogni insieme di vettori contenente l'insieme S e
ancora un insieme di vettori linearmente dipendenti.

Aggiungendo vettori in S I'insieme di vettori &€ ancora
un insieme di vettori linearmente dipendenti.

La proprieta di dipendenza lineare di un insieme di vettori S si mantiene in
gualsiasi insieme che contiene S.
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Argomenti della lezione

Definizione generale di:

« combinazione lineare di n vettori

« spazio vettoriale (o lineare)

« uguaglianza vettoriale e insieme di uguaglianze scalari
« sistema di equazioni lineari

 vettori linearmente dipendenti

 vettori linearmente indipendenti

 vettori fondamentali dello spazio vettoriale R™

Enunciato e dimostrazione dei seguenti risultati:

Proprieta
Un insieme di n vettori tra i quali € incluso il vettore tutto nullo € necessariamente
un insieme di vettori linearmente dipendenti.

Teorema

| vettori a,,...,a, in R™ sono linearmente dipendenti (A1) se e solo se almeno uno
di essi e esprimibile come combinazione lineare degli altri n-1 (A2) (e si dice che
tale vettore € linearmente dipendente dagli altri).
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