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Sistemi omogenel

Definizione (sistema omogeneo)
Un sistema di equazioni lineari si dice omogeneo se tutti i termini noti sono pari a 0.
In altri termini, il vettore b e nullo.

a1121 + ajoxre + ... +ay,x, =0
as1x1 + asrs + ... +as,x, =0

[ @m1L1 T Q2T2 + oo+ ATy = 0

Osservazione 1
Un sistema di equazioni lineari

Teorema (di Rouché-Capelli) omogeneo e sempre
Condizione necessaria e sufficiente affinché il compatibile perche il rango
: della matrice completa (A|b)
sistema : .
Non puo aumentare rlspetto a
A Xe= b, quello della matrice A dato che

abbia soluzioni &: r(A)=r(Alb). 2 ooonna b cormisponde &!

Non si avra mai r(A)=p e

N_OTA | _ _ r(Alb)=p+1.
Ricordiamo che il vettore nullo € sempre linearmente

dipendente da qualsiasi insieme di vettori.
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Sistemi omogenel

Definizione (sistema omogeneo)
Un sistema di equazioni lineari si dice omogeneo se tutti i termini noti sono pari a 0.
In altri termini, il vettore b e nullo.

a1y + a2 + ... +ay,x, =0
a21T1 + 2002 + ... + A2, T, = 0

[ @m1L1 T Q2T2 + oo+ ATy = 0

Osservazione 2
Un sistema di equazioni lineari omogeneo ammette sempre come soluzione quella data
dal vettore nullo (tale soluzione e detta soluzione ‘banale’):

X,=0, x,=0, ..., X,=0

Le altre possibili soluzioni (se esistono) si dicono ‘non banali’ o ‘proprie’.

Il teorema che segue fornisce una condizione necessaria e sufficiente affinché esista
una soluzione propria del sistema omogeneo.
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Sistemi omogenel

Teorema

Condizione necessaria e sufficiente affinché il
sistema omogeneo (S) abbia soluzioni diverse da
guella banale e che il rango della matrice dei
coefficienti A sia minore del numero delle
incognite, cioe r(A) < n.

1121 + a19x2 + ... + a1z, =0
@211 + 222 + ... + a2, T, =0

L Am1T1 + maa + oo + Ty = 0

(S) sempre compatibile

Formulazione equivalente del Teorema:
Dato il sistema omogeneo (S)

r(A) <n

had

(S) ha soluzioni diverse da

guella banale

Dobbiamo dimostrare due implicazioni:

"
@

Condizione sufficiente

r(A) <n

Condizione necessaria
r(A) <n

(S) ha soluzioni diverse da

quella banale

(S) ha soluzioni diverse da

guella banale
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Sistemi omogenel

Teorema
Condizione necessaria e sufficiente affinché il (a1 + a1oxs + oo Fappx, =0
sistema omogeneo (S) abbia soluzioni diverse da A21T1 + A2222 + ... + A2, Ty = 0

guella banale e che il rango della matrice dei
coefficienti A sia minore del numero delle
incognite, cioe r(A) < n.

L Am1T1 + maa + oo + Ty = 0

(S) sempre compatibile

Dimostrazione
(necessita)

HP: (S) ha soluzioni diverse da quella banale » TS:r(A) <n

S'a_ r(A)=p\. . N\ ( a1121 + arpwe + o+ A1pTp + A1 p1Tp 1 + oo + Q1T = 0
Il sistema e omogeno € compatibile e 12171 + A22To 4 .. + A2pTp + A2 pr1Tpit + oo + A2nTy = O
allora sappiamo che, qualsiasi sia il 4 .

caso, si deve risolvere un sistema di p :

equazioni e n incognite: [ ap1T1 + Apae + o+ AppTp + Appr1Tpr1 + o+ ATy =0

Sistema quadrato (p=n) o rett. largo (p<n)

Sihap<n:
* non puo essere p =n, perché in questo caso il sistema sarebbe quadrato e
ammeterebbe una unica soluzione, per forza quella banale.

* Invece, siccome per HP sappiamo che esso Allora deve necessariamente
ha soluzioni diverse da quella banale essere p =r(A) <n (TESI).
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Sistemi omogenel

Teorema
Condizione necessaria e sufficiente affinché il [ a11w1 + a0z + .o+ a1, =0
sistema omogeneo (S) abbia soluzioni diverse da A21T1 + A2222 + ... + A2, Ty = 0
guella banale e che il rango della matrice dei \ :
.coefflc!entl Agla minore del numero delle | @171 + a o+ oo - Gy =0
incognite, cioe r(A) < n.
(S) sempre compatibile

Dimostrazione
(sufficienza)
HP: r(A) <n » TS: (S) ha soluzioni diverse da guella banale
ﬁlgsrt(ﬁra\:apé omoageno é com atlblle e ar1L1 + a12X2 + ...+ a‘lPI’p + aLPJrleJrl + ...+ A1pnLyn — 0

_ g - p' — 2171 + @20T2 + ... + A2pTp + A2 pr1Tpy1 + oo+ A2, T, =0
allora sappiamo che, qualsiasi sia il ) SR -

caso, si deve risolvere un sistema di p
equazioni e n incognite:

[ ap1T1 + Apae + o+ AppTp + Appr1Tpr1 + o+ ATy =0

Sotto I'ipotesi r(A) = p < n sappiamo che il sistema ha c«™"P soluzioni che si ottengono
fissando arbitrariamente n-p variabili, ad esempio X3, Xp.,---; X5, @ UN Valore qualsiasi.

>

Basta fissare almeno una di questa variabili a un valore non nullo per
individuare una soluzione del sistema diversa da quella banale (TESI). B
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Sistemi omogenel

Teorema

Condizione necessaria e sufficiente affinché il (a1 + a1oxs + oo Fappx, =0
sistema omogeneo (S) abbia soluzioni diverse da A21T1 + A2222 + ... + A2, Ty = 0
guella banale e che il rango della matrice dei \ :

coefficienti A sia minore del numero delle U121 4 Qo 4 oo b Ay = 0

\

incognite, cioe r(A) < n.

(S)

Riassumendo
Per un sistema omogeneo con matrice A, Si ha:

Il sistema € sempre compatibile.
Quindi si hanno due soli casi possibili:

Ser(A)=n > L'unica soluzione é quella banale

Se r(A) <n > Il sistema ammette infinite soluzioni.
Una di queste e la soluzione banale.
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Sistemi omogenel

Esempio (P 51-52) Riassumendo
Consideriamo il sistema omogeneo seguente: Per un sistema omogeneo con Malrice A, s ha:
—Iq + 31 4+ T3 = 0 Il sistema & sempre compatibile.
ZIl + ZIQ 6I:3 — 0 Ser(A)=n ’ L'unica soluzione & quella banale
—4dx) + 4w —4dx3 =0 | N
Se r(A) < n Il sistema ammette infinite soluzioni.
Una di queste & la soluzione banale.

Calcoliamo il rango della matrice incompleta A,.

Il sistema € quadrato di ordine 3 (m=n=3) e si ha det(A)=0 (verificarlo per esercizio).

> r(A)=p<3

Esiste un minore di ordine 2 diverso da O: ) 9 9 ) = -2 —6=—8

> r(A)=p=2

|l sistema ammette o™ P = 00372 = ool soluzioni, tra cui, ovviamente, quella banale.

NOTA

| termini noti del ‘sistema ridotto’ non sono nulli, ma sono:
—X3 € —6x3

— 1l sistema ridotto non € un sistema omogeneo.
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Sistemi omogenel

Esem P 0 Riassumendo
Consideriamo il sistema omogeneo sequente: Per un sistema omogeneo con matrice Any, si ha:
—Iq + 31 4+ T3 = 0 Il sistema & sempre compatibile.
r(A)=2 < 3=n . p .
ZII + ZIQ 6I3 =0 Se r(A) =n ’ L'unica soluzione & quella banale
—4xy +4r2 —4r3 =10 | N
Ser(A)<n Il sistema ammette infinite soluzioni.
1 3 Una di queste & la soluzione banale.
) 9 9 ) =—-2—-06=-8

Il sistema ridotto da risolvere é:

—x1 +3x9 = —3
201 + 2290 = —6x3

NOTA

| termini noti del ‘sistema ridotto’ non sono nulli, ma sono:
—X3 € —6x3

— 1l sistema ridotto non € un sistema omogeneo.
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Sistemi omogenel

Esem P 0 Riassumendo
Consideriamo il sistema omogeneo sequente: Per un sistema omogeneo con matrice Any, si ha:
—Iq + 31 4+ T3 = 0 Il sistema & sempre compatibile.
r(A)=2 < 3=n . ‘ .
2I‘l + ZIQ 6IS =0 Ser(A)=n ’ L'unica soluzione & quella banale
—4r, +4ag — 43 =0 | N
Ser(A)<n Il sistema ammette infinite soluzioni.
1 3 Una di queste & la soluzione banale.
) 9 9 ) =—-2—-06=-8

Il sistema ridotto da risolvere é:

—r1 + 3x2 = —3
201 + 209 — —6x3 Se pongo x; = 0
ottengo la
Applicando la Regola s 3 soluzione banale
di Cramer al sistema 6y 2 ’ _9rs + 1875 |
ridotto si ottengono le i = 3 = 3 = —2x3
soluzionl seguenti:
—1 —XT3
. Se pongo xz =17
2 —6ag 6xs + 223 pONgo X3
L2 = = = —I3
—8 —8
T3 = X3
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 1
Per il sistema:

X;+3X,=1
2X, +4X,=3
4x, + 8x,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no.
[r(A)=2, r(A|b)=3 — Il sistema & incompatibile.]

Esercizio 2
Per il sistema:
X+ 2%, =1
2X1 + 44X, =2
4x, + 8X, =4

Calcolare r(A) e r(A|b) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r(A|b)=1 — Il sistema & compatibile con «?~1 = oo soluzioni]
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 1
Per il sistema:

X;+3X,=1
2X, +4X,=3
4x, + 8x,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no.
[r(A)=2, r(A|b)=3 — Il sistema & incompatibile.]

Si ha: m=3 e n=2.

1 3 1 31
An,=| 2 4 Ab)x=| 2 4 3
4 8 4 8 4
Per il rango della matrice A Per il rango della matrice (A|b)
incompleta si ha r(A)<2. completa si ha r(A|b)<3.
Minore non nullo: Minore non nullo:
1 3 1 Sviluppo formula di Laplace 1 riga
1 3| 24_6=—-2%0 2 4 3| = (16 -24)-3(8 -12) +(16 —16) =
2 4 4 8 4
r(A)=2 | sistemaincompatibile [r(Alb)=3 |~ 8 *12=4#0
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 2
Per il sistema:

X+ 2%, =1
2X, + 44X, =2
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r(A|b)=1 — Il sistema & compatibile con 0?1 = 0! soluzioni]
Si ha: m=3 e n=2.

Per il rango della matrice A
incompleta si ha r(A)<2.

Ag, =

NP
o hr~N

Tutti i minori di A di
ordine 2 sono nulli

NOTA: Il minore analogo a quello  Per calcolare r(A) occorre |1 2| _g_g_g
dell’esercizio precedente ora € nullo verificare se esiste un 4 8

1 21| _ 3 altro minore di ordine 2

2 4| =4-4=0 non nullo: i g' =16-16=0
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 2
Per il sistema:

X+ 2%, =1
2X, + 44X, =2
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r(A|b)=1 — Il sistema & compatibile con 0?1 = 0! soluzioni]
Siha: m=3 e n=2.
Si ha r(A)=1.

Ag, =

Tutti i minori di A di

—— r(A) <2
ordine 2 sono nulli ‘ (A)
Siccome | minori di A di ordine 1 corrispondono agli
elementi di A, € immediato verificare che r(A)=1.

AN PR
oo R~AN
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 2
Per il sistema:

X+ 2%, =1
2X, + 44X, =2
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r(A|b)=1 — Il sistema & compatibile con 0?1 = 0! soluzioni]

Siha: m=3en=2. peril rango della matrice (A|b)

(A|b) 35 = Si ha r(A)=1. completa si ha r[(A|b)] < 3.

AN P
0o ~MN
AN

NOTA 1: Il determinante di (A|b) ora risulta
nullo dato che, ad esempio, la seconda e la
terza riga sono linearmente dipendenti.

NOTA 2: Eliminando ad esempio la terza
riga, si nota che anche le rimanenti (prima e
seconda) sono linearmente dipendenti. Siccome i minori di (A|b) di ordine 1
corrispondono ai suoi elementi singoli, &
immediato verificare che r[(A[b)]=1.
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r(A|b)] < 2
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 2
Per il sistema:

X+ 2%, =1
2X, + 44X, =2
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r(A|b)=1 — Il sistema & compatibile con 0?1 = 0! soluzioni]

Si ha: m=3 e n=2.

Stha r(A)=1. Il si > COMPATIBILE
Si ha r((Alb))=1 ‘ sistema,e

Il sistema haco™ 7@ = 02-1 = wl goluzioni:

Siccome il rango comune a A e (Alb) e 1, il sistema ridotto sara ottenuto da una
qualsiasi equazione in una qualsiasi variabile, ad esempio, scegliendo la prima
equazione, si ha il seguente sistema ridotto:

X;=—2X,+1

da cui si ottengono le co  soluzioni della forma: x,=-2x,+1 e X, qualsiasi
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Soluzione di sistemi di equazioni lineari (da Lez- IX)

Casol.a:p=m=n

sistema quadrato e di rango pie

any +apdy + .+ oy = b
a1+ anty+ .+ agi, =b

121 + Q2T + ... F Gpnn = by

A d

Regola di Cramer
Soluzione unica

no

Caso1.b:p=m<n

Sistema rettangolare e di rango pieno

Q1121 + @122 + ... T Q1plp T Cp+1Tp41 T ... T QpTp = by
1% + 2T + ... + QpTp T A2p+1Tp41 + ... T 2Ty = by

(lp]I] + (lp?l") + ...+ (lppl‘p T app—]l‘p--l + ..+ (lpnl‘n — bp

4

Sistema ridotto — Regola di Cramer
oo™ ~P soluzioni

a1 a1 29 ‘ll-p-rp
az T G222 az pp
ap 11 Ap, 222 Ap pLp
aj121 22 A, plp

\ 4

Sistema incompatibile

Caso2:p<m
a1y +y oo ot aypdy a1 p+1Tp+1 +...+ a1 aTy = by
a1 +ag 22 ot Q2T Ta2p4+1Lp+1 +...+  @aaln = by
: : ot i : ok} :
\ p.1 %1 tl, 2.0 + Ay pdp +ap pt1Tpe1 ot [ = bp
Upt1,1:01 Flpyr2ta Upplplp  TUptlp+llpt] T Upilndn = bpy
. ' : : et : REE :
('I‘ - p =+ l' ¥y ?n) 3,101 +a 222 Fot ATy + 1041 +ot A .
se p=n, sistema quadrato
App %p bp
Sistema Regola di Cramer — Soluzione unica
compatibile - .
P se p<n, sistema ridotto quadrato
Apn Xn= by
Regola di Cramer, co™? soluzioni
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Sistemi parametrici

Definizione (sistema parametrico)
Un sistema di equazioni lineari si dice parametrico se in almeno una delle sue
equazioni appare un parametro.

Esempio Y Y -
P Skr —2y+ z=1 NOTA In questo sistema
X, Y, Z SONO 20 + 3'3} — kz = 2 le 3 variabili sono
) : ; ‘ ; i dicat | _
incognite T+ Z-y 135 = 2% indicate con x,y e z

k € un parametro

NOTA Il parametro k € un valore non noto ma considerato come un numero (qualsiasi).

Risolvere un sistema parametrico significa determinare se esistono
(e, in caso affermativo, quante e quali sono) le soluzioni del sistema
al variare del parametro (o dei parametri).

Si puo ancora utilizzare la

Dunque I'analisi e il procedimento per la Regola di Cramer.

risoluzione di una sistema parametrico
sono del tutto analoghi a quelli di un

sistema completamente numerico, ma ~, | Per stabilire le condizioni che

le quantita calcolate (come ad esempio | assicurano la compatibilita del sistema
minori delle matrici) sono funzioni dei occorre studiare delle quantita che
parametri del sistema. dipendono dal valore dei parametri.
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Sistemi parametrici

Esempio

Sk —2y+ z=1 3k -2 1
20+ 3y — kz =2 A= | 2 3 -k
T+ 2y + 37 — 2% 123
Il sistema e quadrato di ordine 3.
Dobbiamo calcolare il rango della matrice A;; che € al massimo pari a 3.
Calcoliamo det(A):

3k =2 1 SV”‘quo prima riga det(A) & una funzione del
2 3 —k | =6k*+29k+ 13 parametro k (& un polinomio
1 2 3 di secondo grado in k).

det(A) e nullo oppure no?

Occorre discutere I'equazione di secondo grado 6k2+29k+13=0 e individuare per
quali valori di k essa € verificata (det(A) = 0) e per quali no (det(A) = 0) .

Successivamente:

Per i valori di k per cui non e verificata si ha det(A) = 6k?+29k+13 # 0 } r(A) =3

Per i valori di k per cui e verificata si ha det(A) = 6k>+29k+13 =0 } r(A) <3
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Sistemi parametrici

Esempio kx —2y+ z=1 /a:rg +bx+c= U\
20+ 3y — kz = 2

r+2y+3z=2k o —bE VB~ dac
= \_ 2a )

1
Siha: | 6k?+29k+13+#0 & k;t—z e ki—?

. —29+4++292—-4.6-13 —29++/529
Infatti: 6k%+29k+13=0 & k= = —

2-6 12
1
_—29%23 | 73
12 ] 13
det(A) & nullo oppure no? 3

Occorre discutere I'equazione di secondo grado 6k2+29k+13=0 e individuare per
quali valori di k essa € verificata (det(A) = 0) e per quali no (det(A) = 0) .

Successivamente:

Per i valori di k per cui non e verificata si ha det(A) = 6k?+29k+13 # 0 } r(A) =3

Per i valori di k per cui e verificata si ha det(A) = 6k>+29k+13 =0 } r(A) <3
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Sistemi parametrici

Esempio

kx —2y+ z=1
20+ 3y + kz =2
x+2y+ 3z =2k

1 13
Siha: | 6k?+29k+13+#0 & k;t—z e k;t—?

. 5 —29++v292-4-6-13 —29++529
Infatti: 6k +29k+13=0 & k= = =

26 12
1
_—29+23 ) 73
VI 13
3

Dunque nell’esempio si ha:

1 13
Perk#—- e k+—= } r(A) =3

1 13 _ 2 3— . ) — . —
Perk=—2 e kk=—2 }r(A)_2<3 |nfatt|.|1 2|_22 1.3=1%0
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Sistemi parametrici

Esempio Jkx —2y+ z=1
20+ 3y — kz = 2
x+2y+3z =2k

1 13
Sek:/:—z e k-‘F—?:

r(A)=3 — r((A|b))=3 — r(A)=r[(A|b)]=3=n = =

Il sistema é:
guadrato e di rango pieno

Il sistema compatibile e ammette una
unica soluzione che possiamo individuare ¥
applicando la Regola di Cramer:

Z =
Dunque:

1 13
Perk#—- e k+—= } r(A) =3

nelle espressioni dei valori

NOTA Il parametro k appare

della soluzione del sistema.

1 -2 1
2 3 —k
2 2 3 Ak% — 4k + 25
6k2 + 29k + 13  6k2 + 29k + 13
3k 11
2 2 —k

1 2k 3 6k3 + 21k — 8

6k2 + 20k + 13 Gk2 + 20k + 13

3k -2 1
2 3 2
1 2 2k 18%k% — 4k — 3

6k2 + 20k + 13 6k2 + 29k + 13

Il sistema ha soluzione unica
(per un fissato valore di k diverso da —% e —? )
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Sistemi parametrici

Esempio Jr%f: +: é
z+ 21-; 132

. . 1 13 .
Per ivalori k = -5 € k = —5 Sl ha r(A)= 2.
Per ciascuno di questi valori sostituiamo e otteniamo un sistema numerico.

—3:r—2-y+ z=1
Sek =— 20 + 3y + 12 =2

Calcoliamo i sistemi di T+2y+ 3z=-1

equazioni lineari
numerici che si

ottengono nei due casi. —13x—2y+ z=1
13

Sek=—— 2:r+3-y+§222

’ x+ 2y + SZ:—%

Dunque: Abblamo dunqu_e.due dlst|.nt|
sistemi numerici da studiare
nella maniera tradizionale.

1 13
Perk:—z e k=—— > r(A)=2<3

3
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Sistemi parametrici

Esempio Jkx —2y+ z=1
20+ 3y — kz = 2
x+2y+3z =2k

. . 1 13 .
Per ivalori k = -5 € k = —5 Sl ha r(A)= 2.
Per ciascuno di questi valori sostituiamo e otteniamo un sistema numerico.

I minore di (A|b) ottenuto accostando le
colonne 2 e 3diAceil vettore b & diverso da 0

1
Sek =3 2 1 1
1 ¢ ‘
3.3 2| =2840
NOTA: secondo quanto illustrato nella lezione IX, si 2 3 -1
doveva procedere orlando il minore di A di ordine 2 non
nullo. Ciononostante, si puo anche verificare se r(A|b)=3
calcolando un altro minore di ordine 3 di (A|b). > r(Alb) =3
Dunque: 2=r(A) #r(Alb) =3
Il sistema e incompatibile
1 13 .12 3
Perk— 1 ¢ = _13 }r(A):2<3 Infatt|.| |=2-2—1-3=1¢0
2 3 1 2
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Sistemi parametrici

Esempio Jkx —2y+ z=1
20+ 3y — kz = 2
x+2y+3z =2k

. . 1 13 .
Per ivalori k = -5 € k = —5 Sl ha r(A)= 2.
Per ciascuno di questi valori sostituiamo e otteniamo un sistema numerico.

I minore di (A|b) ottenuto con le prime due
colonne diAe il vettore b é diverso da 0

Sek=—§ s o
13— I
5 5 5 :100(3&0
] 2 -2 :
P rab) =3
Dunque: 2=r(A) #r(Alb) =3
Il sistema e
incompatibile
1 13 _ 1" 2 3 — . — . —
Perk=—2 e kk=—2 }r(A)_2<3 |nfatt|.|1 2|_22 1.3=1%0

2
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Sistemi parametrici

Esempio Jkx —2y+ z=1
20+ 3y — kz = 2
x+2y+3z =2k

. . 1 13 .
Per ivalori k = -5 € k = —5 Sl ha r(A)= 2.
Per ciascuno di questi valori sostituiamo e otteniamo un sistema numerico.

I minore di (A|b) ottenuto con le prime due

—13x — 2y colonne di A e il vettore b € diverso da 0
Sek = —— 2z + 3y
3 : —-13 -2 |
2y ' > 3 2 21033(%0
1 2 - ‘
P rab) =3

2=r(A) #r(Alb) =3

Il sistema e
incompatibile

1 13 . < - oy
Perk=—-- e k=—— > r(A)=2<3 > Il sistema e incompatibile
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Sistemi parametrici

Esempio Jkx —2y+ z=1
20+ 3y — kz = 2
x+2y+3z =2k

SOLUZIONE
Per k + —% e k + —? > r(A) =3 > Il sistema ha soluzione unica
1 =2 1
2 3 —k
NOTA \ 2k 2 3 4k? — 4k + 25
Questo sistema e quadrato. r = — — = = . :
642 + 29k + 13 642 4+ 29k + 13
Sk 1 1
In generale si possono 2 2 =k
formulare sistemi parametrici y = 1 2k 3 _ 6° + 21k — 8
di dimensioni qualsiasi, anche 6k2 + 29k + 13 6k2 + 29k + 13
rettangolari larghi o
rettangolari lunghi. 3k =2 1
2 3 2
B L2 2k | 18k*—4k—3
6k 429k +13 6kZ + 20Kk + 13
1 13 . < - -
Perk=—-- e k=—— > r(A)=2<3 > Il sistema e incompatibile
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ESERCIZIO




Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 1
Per il sistema:

X;+3X,=1
2X, +4X,=3
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r[(A|b)] e stabilire se il sistema & compatibile oppure no.
[r(A)=2, r[(A|b)]=3 — Il sistema & incompatibile.]

Esercizio 2
Per il sistema:
X+ 2%, =1
2X1 + 44X, =2
4x, + 8X, =4

Calcolare r(A) e r[(A|b)] e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.

[r(A)=1, r[(A|b)]=1 — Il sistema & compatibile con c0?~1 = ool soluzioni]
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 1 k=3
Per il sistema:

X, + kX, =1
2%, + 4x, =k
4x, + 8X,=4

Calcolare r(A) e r[(A|b)] e stabilire se il sistema & compatibile oppure no.

Esercizio 2 k=2
Per il sistema:
X, +kx, =1
2X, + 4x, =k
4x, + 8X, =4

Calcolare r(A) e r[(A|b)] e stabilire se il sistema e compatibile oppure no,
calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 3
Risolvere il seguente sistema parametrico nel parametro k:
X, + kx, =1
2X, + 4x, =k
4x, + 8X,=4

specificando per quali valori di k esso € compatibile e per quali non lo e.

Per i valori di k per cui il sistema risulta compatibile, scrivere le soluzioni esplicite e
calcolarne il numero.

1 k Si ha: m=3 e n=2. 1 k 1
A,=| 2 4 Ab)s=| 2 4 k
4 8 4 8 4
r(A) £2 r[(Alb)] =3
Prima di calcolare r(A), si Se fosse r[(A[b)]=3
osserva che r(A) sara — avremmo sicuramente » SISTEMA
sempre inferiore a 3, mentre F(A)Zr(AD)] INCOMPATIBILE

r[(A|b)] potrebbe essere 3.

DUNQUE conviene calcolare prima il rango di (A|b) e verificare per quali valori di k esso e pieno.
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 3
Risolvere il seguente sistema parametrico nel parametro k:
X, + kx, =1
2X, + 4x, =k
4x, + 8X,=4

specificando per quali valori di k esso € compatibile e per quali non lo e.

Per i valori di k per cui il sistema risulta compatibile, scrivere le soluzioni esplicite e
calcolarne il numero.

Si ha: m=3 e n=2. 1 k 1
1 k 1 Sviluppo formula di Laplace 1 colonna (Ab) 53 = 2 4 k
2 4 k| =(16-8k)—-2(4k —8) +4(k? —4) = 4 8 4
:16—8k—8k+16+4k2—16: I‘[(A|b)]S3
= 4k?— 16k + 16 | pobbiamo verificare per quali valori di k
det[(A|b)] = 0 questo determinante € # 0
— k?2—-4k+4=0 Risolviamo I'equazione di secondo grado in k
az’ +bx+c=0
4++16—16 Si ha det[(A|b)] # 0 se e solo se k#2 i
o k= 5 =2 » e quindi per k#2 si ha r[(A|b)]=3 o= T
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Caso 2: Esercizi (da Lez. IX)

Esercizio 3
Risolvere il seguente sistema parametrico nel parametro k:
X, + kx, =1
2X, + 4x, =k
4x, + 8X,=4

specificando per quali valori di k esso € compatibile e per quali non lo é.

Per i valori di k per cui il sistema risulta compatibile, scrivere le soluzioni esplicite e
calcolarne il numero.

1 k Si ha: m=3 e n=2. 1 k 1
An=| 2 4 :DNeCr:gl\yle%A?'II?BTIII_EIQA Y A= 2 4 K
4 8 4 8 4
r(A) <2 r[(Alb)] =3
Prima di calcolare r(A), si Se fosse r[(A|b)]=3

SISTEMA

osserva che r(A) sara
INCOMPATIBILE

sempre inferiore a 3, mentre
r[(A|b)] potrebbe essere 3.

— avremmo Sicuramente
r(A)#r[(Alb)]

5

»

Per k#2 SISTEMA

» » INCOMPATIBILE

Per k#2 si ha r(A)#r[(A[b)]




Caso 2: Esercizi (da Lez. |X] Caso2:EsercizidaLez )

Esercizio 1

Per il sistema:
Esercizio 3 JurS0s] k # 2

Risolvere il seguente sistema parametrico nel paramg N

Calcolare r{A) e r(Alb) e stabilire se il sistema & compatibile oppure no.

Xl + kX2 = 1 [r(A)=2, r(Alb)=3 — Il sistema & incompatibile ]
2X1 + 4X2 - k Esercizio 2

_ Per il sistema:
4X1+ 8X2_4 X+ 26 =1
2%y + 4y =2
specificando per quali valori di k esso e compatibile e B+ Bg=4

Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema & compatibile oppure no,

Per | Valon d| k per CU| || S|Stema r|su|ta Comanb”e’ s calcolando eventualmente il numero delle soluzioni.
. [r(A)=1, r(Alb)=1 — Il sistema & compatibile con 0?~! = co? soluzioni]
calcolarne il numero.

1 k Si ha: m=3 e n=2. 1 k 1
4 8 INCOMPATIBILE 48 4
r(A) <2 rM(Alb)] =3
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Caso 2: Esercizi (da Lez. |X] Caso2:EsercizidaLez )

Esercizio 1
Per il sistema:
Esercizio 3 gt dast K#2
Risolvere il seguente sistema parametrico nel paramg e
Calcolare r{A) e r(Alb) e stabilire se il sistema & compatibile oppure no.
Xl + kX2 = 1 [r(A)=2, r(Alb)=3 — Il sistema & incompatibile.]
2X1 + 4X2 - k Esercizio 2
— Per il sistema: —
4X1+ 8X2—4 Xy + 20 = 1 k_2
2%y + 4y =2
specificando per quali valori di k esso e compatibile e 40 + 8= 4
. . . .. . . e Calcolare r(A) e r(Alb) e stabilire se il sistema & compatibile oppure no,
Per i valori di k per cui il sistema risulta compatibile, s [c?;oljnd&ge:walweme e dele soizont o
. 1(A)=1, r(Alb)=1 — Il sistema & compatibile con o0?~ = oo? soluzioni
calcolarne il numero.

Si ha: m=3 e n=2.

1 K 1 k 1
wolzd| [T Jawen |2 4
48 4 8 4
=27
det((Alb)) =0 Per k=2 si ha det((Alb)) =0
2 el A S o Esercizio 2
— k?—4k+4=0 )
Occorre analizzare questo 2X1 1 ixz - ;
4++16 — 16 specifico caso singolarmente 4X1 N 8X2: .
< k= 2 = come sistema numerico: Xp T 00Xy =
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Argomenti della Lezione X

Definizione generale di:

« Sistema (di equazioni lineari) omogeneo
« Sistema (di equazioni lineari) parametrico

Proprieta
Un sistema di equazioni lineari omogeneo € sempre compatibile.
Una soluzione di un sistema di equazioni lineari omogeneo e sempre data dal vettore

nullo (tale soluzione é detta soluzione ‘banale’):
X,=0, X,=0, ..., X,=0

Le altre possibili soluzioni (se esistono) si dicono ‘non banali’ o ‘proprie’.

Enunciato e dimostrazione dei seguenti risultati:

Teorema
Condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema omogeneo (S) abbia
soluzioni diverse da quella banale € che il rango della matrice dei coefficienti

A sia minore del numero delle incognite, cioe r(A) < n.
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