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Soluzione di un sistema di
equazioni lineari




Sistemi di equazioni lineari (da Lez. VII)

Il rango di A corrisponde (ad esempio) al rango
dell’insieme degli n vettori colonna di A.

Possiamo riformulare il Teorema di Rouché-Capelli e il Teorema di Cramer
(relativi all'esistenza di soluzioni per il sistema lineare) in termini di rango della
matrice A e rango della matrice (A|b):

Teorema (di Rouche-Capelli)
Condizione necessaria e sufficiente affinché |l
sistema

Amn Xn: bm
abbia soluzioni e: r(A)=r(A|b).

Applicando il teorema, per decidere se il sistema ha soluzioni oppure no occorre:

{ 1. Calcolare il rango di A; ]

2. Calcolare il rango di (A|b);

Ser(A) = r(Alb) — il sistema € compatibile
Altrimenti (se r(A) # r(Alb)) — il sistema € incompatibile

MATEMATICA CORSO BASE 2019-2020: ALGEBRA LINEARE




Sistemi di equazioni linear|

Per individuare le soluzioni del sistema A,,.X,= b,, p=m (num. equazioni)
indichiamo con p il rango di A e distinguiamo 2 casi: p<m (num. equazioni)
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Sistemi di equazioni linear|

Per individuare le soluzioni del sistema A,,.X,= b,, p=m (num. equazioni)
indichiamo con p il rango di A e distinguiamo 2 casi: p<m (num. equazioni)

Eseguiamo prima I’analisi del caso p=m perché
e il piu intuitivo e perché sara utilizzato anche per
la risoluzione del sistema lineare neqli altri casi.

Ricordiamo che nel caso p=m:
TUTTE le m righe della matrice A, sono LINEARMENTE INDIPENDENTI.

Se p=m si dice che il rango di A, € pieno (massimo).

Proprieta (IMPORTANTE) Se r(A)=m, la condizione del Teorema

» di Rouche-Capelli r(A)=r(Alb) e
Sep=r(Ap)=m B r((Ab)y ) =M sempre verificata.

Il sistema e sempre compatibile.

In altre parole, se il rango di A e pieno aggiungendo la colonna b all'insieme delle
colonne di A esso non puo aumentare.
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Soluzione di un sistema di
equazioni linearti:
Caso 1: p=m




Soluzione di un sistema di equazioni lineari

Il rango p della matrice A e uguale al A - b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. mn Xn= Om

Il sistema e sempre compatibile.

Ma si distinguono ancora due casi (in base alle dimensioni di A):

a.séem=n — p=m=n NOTA: p=m > n & impossibile perché il rango di A non
b.sem<n — p=m <n puo essere piu grande del numero n delle colonne di A.
Casol.a:p=m=n Caso l.b:p=m<n

In questo caso il sistema di equazioni

In questo caso il sistema di equazioni e
e quadrato, cioe ha n equazioni e n

rettangolare, cioé ha n equazioni e n incognite

incognite e di rango pieno. ed e di rango pieno.
La matrice A ha tutte le colonne La matrice A ha p=m<n colonne linearmente
(p=m=n) linearmente indipendenti: indipendenti, S.P.1.G.: le prime p.
( - » | 0 s | ~ . -
j a1 + a989 + ...+ apln|F b] 1121 + Q1229 + ... + UpTp -+ Up+1Tp41 T ... T Andn b]
a9l + a9l + ... + W2 | bg a1 +ax2 + ... T Q2pTp iy A2p+1Lp+1 T ... T QI b‘.’
| [an121 + ana%2 + ... + Gppy|= by Ap1Z1 + Qp222 + ...

\

+ (lppl‘p -+ (lpp—] Ip-‘.-‘] + ...+ (-lpn‘rn - bp
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Soluzione di un sistema di equazioni lineari

Il rango p della matrice A e uguale al A - b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. mn Xn= Om

Il sistema e sempre compatibile.

Ma si distinguono ancora due casi (in base alle dimensioni di A):

a.séem=n — p=m=n NOTA: p=m > n & impossibile perché il rango di A non
b.sem<n — p=m <n puo essere piu grande del numero n delle colonne di A.
Casol.a:p=m=n Caso l.b:p=m<n

In questo caso il sistema di equazioni

In questo caso il sistema di equazioni e
e quadrato, cioe ha n equazioni e n

rettangolare, cioé ha n equazioni e n incognite

incognite e di rango pieno. ed e di rango pieno.
La matrice A ha tutte le colonne La matrice A ha p=m<n colonne linearmente
(p=m=n) linearmente indipendenti: indipendenti, S.P.1.G.: le prime p.
( - » | 0 s | ~ . -
j a1 + a989 + ...+ apln|F b] 1121 + Q1229 + ... + UpTp La Up+1Tp41 T ... T Andn b]
a9l + a9l + ... + W2 | bg a1 +ax2 + ... T Q2pTp i3 A2p+1Lp+1 T ... T QI b‘.’
| [an121 + ana%2 + ... + Gppy|= by Ap1Z1 + Qp222 + ...

\

+ (lppl‘p — (lpp—] Ip-‘.-‘] + ...+ (-lpn‘rn - bp
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Soluzione di un sistema di
equazioni linearti:
Caso l.a: p=m=n
(sistema quadrato di rango pieno)




Caso 1l.a (Sol. di un sistema di eq. Lineari)

Il rango p della matrice A e uguale al A - b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. mn *n= Bm
Il sistema e sempre compatibile.

Casol.a:p=m=n Ann Xp= b

In questo caso il sistema ha n equazioni e n incognite.

Si ha (A|b), ,.; € dunque r(A) = r(Alb) = n che, per il Teorema di Rouche-Capelli,
implica che per il sistema esiste almeno una soluzione.

Per il Teorema di Cramer, cio implica anche che la soluzione € unica.

a1121 + @1229 + ... + a1y = bl NQ'I.'A:_Ie.partlcoIa_rl
condizioni di rango pieno
9121 + A2 + ... + ATy = bg p=m e sistema quadrato

m=n garantiscono
esistenza e unicita della
soluzione del sistema.

| |an]~7-‘1 + @22 + ... + Appn|= by

La soluzione unica puo essere individuata tramite la Regola di Cramer.
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Caso 1l.a (Sol. di un sistema di eq. Lineari)

Il rango p della matrice A e uguale al — b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Caso l.a:p=m =n Ann Xn= by

Teorema (Regola di Cramer)

Il sistema A, X,=b,, con r(A)=n ha una ed una sola soluzione data dalla n-pla di
valori per le variabili x;, X,, ..., X, calcolata come segue:

Determinante della matrice ottenuta sostituendo alla
prima colonna di A il vettore colonna b

K N
b] a12 . Q1n a11 b1 cxs:  Oign | ' a11 12 b1
by | @asa ... a9n aszr | by | ... agsn | | as1 @z ... | ba
\__ bplan2 ... anpn J anl |bn| ... ann | | an1 an2 ... | bn

Ti = Pq = A
ajy @12 ... Qin | ) a1l @12 ... Qin 11 @12 .- Qin
a21 a22 -ee Q2n a1 a22 a2n 21 22 ... Q2n
Determinante : , | -

di A Qn1 Qn2 ... Qnn QGn1 Qn2 ... Qnn Qn1 Qn2 -.- Qnn
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Caso l.a: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al — b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.a:p=m=n Ann Xn= by

Esempio Consideriamo il sistema quadrato di ordine 3 e rango pieno
seguente (p=r(A)=3):

201 + a9 + 33 =1
o det(A;) = 18 # 0
| LXD Xg = 2 r(A):3
—x1 + 29 + 2203 = —1
Calcoliamo r(A) per verifica. Il determinante della matrice A5 dei coefficienti
del sistema risulta diverso da O:
3

2 1
1 2 —-1{=18 } r(A) = 3
-1 1 2
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Caso l.a: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al 3
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Caso l.a:p=m=n Ann Xp= by,

Esempio Consideriamo il sistema quadrato di ordine 3 e rango pieno
seguente (p=r(A)=3):

201 + a9 + 323 =+ 1
s : 9 :? ’ 9 dEt(A3) =18#0
X1+ £X¥9 — T3 F £ r(A):3
—x1 + 29 + 2253 = —1

Applichiamo la Regola di Cramer per individuare la soluzione (unica) del sistema:

W =

Determinante della matrice ottenuta sostituendo
alla prima colonna di A il vettore colonna b
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Determinante di A



Caso l.a: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al 3
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Caso l.a:p=m=n Ann Xp= by,

Esempio Consideriamo il sistema quadrato di ordine 3 e rango pieno
seguente (p=r(A)=3):
201 + x9 + 323 F+ 1

¢ : det(A,) =18 #0
X1+ 229 — 23 = 2 } r(Ag :3)3

—x1 + 19 + 2209 = —1
1 2 3

Applichiamo la Regola di Cramer per individuare la soluzione (unica) del sistema:

— [ )
— D)

:—_1‘3: = —=

—
(%4
oJ

Determinante della matrice ottenuta sostituendo
alla prima colonna di A il vettore colonna b
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Caso l.a: Esercizi

Esercizio 1
Risolvere il sistema:

X1 -2X, ¥2X53=1
+3X, + Xg3=2
X1 -4X, +2X5= 2
[Si ha det(A3)=2#0 (A; € non singolare) — r(A;)=3]
Esercizio 2
Risolvere il sistema:

X, + Xy =

[Si ha det(A,)=6#0 (A, & non singolare) — r(A,)=2]
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Soluzione di un sistema
di equazioni linearti:
Caso 1.b: p=m<n
(sistema rettangolare di rango pieno)




Caso 1.b (Sol. di un sistema di eq. lineari)

Il rango p della matrice A e uguale al 3
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.b:p=m<n | Apn X, = bp

In questo caso il sistema ha p equazioni e n>p incognite (rettangolare).
Siha (A|b), .1 €, siccome il rango di A € pieno, si ha p=r(A) = r(A|b) (compatibilita).

( ‘ :
1121 + Q1222 + ... T Q1pTp + Ap+1Tp+1 T ... T ATn F by
Q21T1 + A2T2 + ... T Q2pTp + A2p41Tp41 T+ ... T Q2T & by

L (’.p‘]l‘] -+ (lp’_)l‘g + ... T (lppl’p + (lpp-—]:fp-‘.-] + ...+ (lpnl‘n - bp

Per il Teorema di Rouche-Capelli il sistema e compatibile.

PERO’ la condizione del Teorema di Cramer non e verificata (r(A) = p <n),
dunqgue il sistema non ha soluzione unica, ma ammette piu di una soluzione
(in effetti vedremo che ammette infinite soluzioni).
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Caso 1.b (Sol. di un sistema di eqg. lineari)

Casol:p=m

Casol.b:p:m<n|

Il rango p della matrice A e uguale al — b
numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.

e

In questo caso il sistema ha p equazioni e n>p incognite (rettangolare).
Siha (A|b), .1 €, siccome il rango di A € pieno, si ha p=r(A) = r(A|b) (compatibilita).

‘Fissando’ il valore delle n-p incognite ‘in piu’ si pud ottenere un sistema quadrato di
ordine p e di rango pieno e poi rifarsi al Caso 1.a.

SPIG: le prime p
colonne di A
sono lin. indip.

——

( .
1121 + Q1222 + ... T QA1pTyp

Q211 + @22T2 + ... + QpTy

[ Qp121 T Qp222 + ... T QppTp

T Qp+1Tp41 T oo T ApTp = bs
T Q2p+1Tp41 T .. T ATy = by

+ app-—]:fp-‘.-] + ...+ (lpnl‘n - bp

Fissando ad esempio Xy, Xp.2, --- X,, € @ggiornando

opportunamente i termini noti del sistema, si ottiene un

sistema analogo a quello del Caso 1.a.

Il sistema cosi ottenuto si chiama sistema ridotto del

applicando la
Regola di Cram

sistema originale ed e quadrato di rango pieno (Caso 1.a).
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Si puo risolvere

er




Caso 1.b (Sol. di un sistema di eqg. lineari)
SISTEMA ~
Xl 321+ X2 322 + aaw + Xpazp — b2 - Xp+1 a2p+1+ s Xnazn
/ [] ki
PARTE INCOGNITA PARTE 'NOTA
; 1121 + Q1222 + ... T QpTp|+ Ap+1Tp+1 T .. T Al = b
SPIG: le prime p | Q2171 + Q22T + ... T Q2pTp |+ A2p+1Tp41 T+ ... T ATy = by
colonne di A
Sono Iln Indlp L (’.p‘]l‘] -+ (lp’_)l‘g + ... T (lppl’p + (lpp-—]:fp-‘.-] + ...+ (lpnl‘n - bp

Fissando ad esempio Xy, Xp.2, --- X,, € @ggiornando
opportunamente i termini noti del sistema, si ottiene un
sistema analogo a quello del Caso 1.a.

Il sistema cosi ottenuto si chiama sistema ridotto del
sistema originale ed € quadrato di rango pieno (Caso
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Si puo risolvere
applicando la
Regola di Cramer




Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al A — b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. mn *n~ Om
Il sistema e sempre compatibile.
b:p=m< | _
Casol.b:p=m<n Apn X, = bp
Esemplo Consideriamo il | 221 + 29 +32d + 24 =1 ((A) = 3
sistema rettangolare 3x4 di oy 4+ e — It B = 9 ——— _
rango pieno seguente: £1 &L LI |- IL4 — & RICQRDA(.jOg|?| mln?red(_jl?)A
'—I] o l"‘_) _+_ 23:3 o 1.4 —_ _1 corrispon _ea a scelta di
colone di A LIN. INDIP.

Verifichiamo che p=3.
Calcoliamo r(A) per tentativi partendo da p = 3 = min{3,4}. Consideriamo tutti i minori di
ordine 3 della matrice A;, verificando che almeno uno é non nullo:

2 1 3 2 1 1
D, = 1 2 -1 ||=18, Dy=| 1 2 3|=-9
-1 1 2 -1 1 =1 }r(A)=3
2 3 1 1 1
D; = 1 - 3 |=—15, Dy=|2 -1 3 |=15
-1 2 -1 1 2 -1
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Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al — b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.b:p=m<n | Apn X,= bp
Esempio Consideriamo il D21 + 220 + 324 + 24 = 1 _
sistema rettangolare 3x4 di J 1 - 1 : "(A)=3

rango pieno seguente:

1 X1 + 2.1’2 — X3 1 3.1‘4 =2

|
oy + a9+ 203|—xa=—-1 D = I
I

Per risolvere il sistema é necessario scegliere un minore non nullo e considerare
come variabili solo quelle relative alle colonne della corrispondente matrice estratta da
A e fissare arbitrariamente il valore delle restanti.

Ad esempio se scelgo:

2 1 3 X1, X, € X5 Fimangono incognite
Dy = 1 2 -1 =18 } . .
1 1 9 X, € fissata a un valore qualsiasi

La scelta di un minore corrisponde all’esclusione di una colonna, quella della
variabile x, che fissiamo e conduce a uno specifico SISTEMA RIDOTTO.
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Caso 1.b:

Esempio

Casol:p=m

Casol.b:p:m<n|

Esempio Consideriamo il
sistema rettangolare 3x4 di
rango pieno seguente:

SISTEMA RIDOTTO

Parte incognita in
funzione delle x

A questo punto, per

risolvere il sistema, si puo

applicare la Regola di

Cramer al sistema ridotto

Il rango p della matrice A e uguale al A — b
numero m di equazioni del sistema. mn Xn= O
Il sistema e sempre compatibile.
Agn X,= b,
201 + 29 + 324 + x4 =1 r(A) = 3
X1+ 209 — 23 3wy =2 21 s
rx1+a2+2xg3|—xg=—-1 D= | 12 -1)=15
| - 4
& : ” ‘ Nuovo vettore dei termini
201 +xo +3xg 1 — 4 noti con x, fissata (sono scritti
X1 + 229 — 23|=[2 — 324 in funzione di x,, ma x, ora e
, 19 s considerato un numero reale
—X1 T+ T2 LT3 H — < o
\_ 1 2 : \ 7 qualsiasi)
( \ .
1 — X4 1 3
2 — 3.’1.’4 2 -1
1= —<—/5 = “gPaT g

(quadrato di rango pieno):
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Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al B
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.b:p=m<n | Apn X, = bp
Esempio Consideriamo il 22y + 29 + 323 + 24 = 1 ((A) = 3

sistema rettangolare 3x4 di

) _ 1+ 209 —23+ 304 =2
rango pieno seguente:

—r1+ x99+ 203 —x4=—-1 D =
SISTEMA RIDOTTO

2 ,3 y ; Nuovo vettore dei termini
1 +xa+3xyx1—24 noti con x, fissata (sono scritti
r1 + 229 — 23|=|(2 — 324 | by infunzione dix, max, orae
considerato un numero reale

\—‘1‘1 + a9+ 225 A -1+ T4 qualsiasi)

Parte incognita in
funzione delle x

T
1 — L4 .
A questo punto, per .
risolvere il sistema, si puo 2—3x4| —1
applicare la Regola di —1 4+ 24 2 5 4

Cramer al sistema ridotto X2 = = —¢g¥4 T3
(quadrato di rango pieno):
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Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al — b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.b:p=m<n | Apn X= bp
Esempio Consideriamo il 22y + 29 + 323 + 24 = 1

sistema rettangolare 3x4 di

) _ 1+ 209 —23+ 304 =2
rango pieno seguente:

—r1+ x99+ 203 —x4=—-1 D =
SISTEMA RIDOTTO

2 ,3 y ; Nuovo vettore dei termini
X1+ T2 + I 1 — x4 noti con x, fissata (sono scritti
r1 + 229 — 23|=|(2 — 324 | by infunzione dix, max, orae
considerato un numero reale

\—‘1‘1 + a9+ 225 A -1+ T4 qualsiasi)

Parte incognita in
funzione delle x

1l -2
A questo punto, per 5 4
risolvere il sistema, si puo 2 — 3xy

applicare la Regola di —1 4 24| | ’
Cramer al sistema ridotto &3 = i = 35%4— 3
(quadrato di rango pieno):
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Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al 3
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. Amn Xn= Dy
Il sistema e sempre compatibile.
Casol.b:p=m<n | Apn X, = bp

Esempio Consideriamo il 22y + 29 + 323 + 24 =

; : = r(A) =3
sistema rettangolare 3x4 di e O D) 3 — 9 (A)
. . T LD — o i e -_— ' ¢ 1 ‘
rango pieno seguente: ; P . | 2 A
—21 + 29 + 23.‘3 — Xy = —1 Dy = | 1 1 _l =1
| - -
1—24 1 3 | 2 1 — a4 3 |
2 — :3.1‘4 2 -1 | 1 2 — 31‘4 —1
Tz 1 2| - - 1 14z @] :
r1 = 418 = —gr4+3 T2 = 18 = —ga+ %
2 1 1— T4 |
1 2 2—3zx4 |
-1 1 -1 + X4 | . . N
r3 = = = 3r4—3 rs qualunque Quanti valori puo

assumere x,?

NOTA | valori delle componenti x;, X, € X;  Ad esempio, se x,=0:
sono scritti in funzione di x,, € X, puo 4 1
assumere un qualsiasi valore reale. X1 =3 X2 =35 X3= 73 X4 = 0
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Caso 1.b: Esempio

Il rango p della matrice A e uguale al A - b
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema. mn *n= Bm
Il sistema e sempre compatibile.

I _
Casolb:p=m<n | Apn X, = bp
Esemplo Consideriamo |l | 2x1 + 29 + 323 + 24 = ((A) = 3
sistema rettangolare 3x4 di o1 4 Vo — 2o 4 324 = 9
rango pieno seguente: i P N | 21 3

-2+ 22+ 223 —24=—1 D = | 1 i =t
| — 2
1—-24 1 3| 2 1—-24 3|
2 — :3.1‘4 2 -1 | 1 2 — 31‘4 —1
—1+2s 1 2 | 5 - -1 —1+x4 2 | 5 4
r1 = s ==gratgy T2= (E =—Fr4 T3
2 1 1— T4 |
1 2 2—3z, |
-1 1 —1+42z4| : N
r3 = — = 1% N 3T4— 3 rs qualunque Quanti valori puo

assumere x,?

Il sistema ammette infinite soluzioni, una

sono scritti in funzione di x,, € X, puo ) . L
4 © X P per ogni possibile valore attribuito a x,.

assumere un qualsiasi valore reale.
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Caso 1.b: Numero di soluzioni

Il rango p della matrice A e uguale al
Caso 1: p =m || numero m di equazioni del sistema.
Il sistema e sempre compatibile.

Casol.b:p=m<n | Apn X,= bp

In particolare, essendo le incognite n=4 ed il rango p=3, si dice che il sistema
ha ™ P = 0c0*~3= ool soluzioni (tante quanti sono i valori attribuibili a x,).

Amn Xn= bm

L'esponente del simbolo oo indica pertanto il numero di incognite che possono
essere fissate arbitrariamente.

1—24 1 3 2 1 — a4 3 |
2 — 3.1‘4 2 -1 1 2 — 31‘4 —1
—1 + 24 1 2 7 —1 —1 T— X4 2 | 5
== 18 =—gT4+3 = 18 =—gxa+3
2 I 1— Tg |
1 2 2-—-3x4
-1 1 -1+ T4 . . S
xr3 = — = %.7:_; — -;— x4 qualunque Quanti valori puo

assumere x,?

Il sistema ammette infinite soluzioni, una

sono scritti in funzione di x,, € X, puo : . L
4 © X P per ogni possibile valore attribuito a x,.

assumere un qualsiasi valore reale.
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Caso 1.b: Esempio (variante)

Il rango p della matrice A e uguale al
numero m di equazioni del sistema.
Il sistema e sempre compatibile.

Casol:p=m

Casol.b:p:m<n|

Esempio Consideriamo il (4 Y
- P : 201 + 29 F 3§+ 24
sistema rettangolare 3x4 di 9 .
i . X1 T+ 42892 T X3 [T 3.1‘4 —
rango pieno seguente: ‘
—x1 + 22 4 223 — x4 F
- / \ )

2
—1

Calcoliamo r(A) per tentativi partendo da p=3 = min {3,4}. Consideriamo tutti i minori di
ordine 3 della matrice A,, verificando che almeno uno é non nullo:

5 1 3 9 1 ] { Xy, Xp @ X, incognite
Z < X5 fissata
Dy = 1 2 —-1|=18, D=1 2 3||=-9
-1 1 2 -1 1 -1 } (A = 3
2 3 1| T 3 1
D3 = 1 -1 3|=-15 Dy=|2 -1 3|=15
-1 2 -1 1 2 -1

NOTA Si poteva risolvere il sistema anche partendo da un altro minore non nullo di ordine 3.
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Caso 1.b: Esempio (variante)

Esercizio

Risolvere il sistema partendo dal minore D..
Contare le soluzioni e confrontare con I'esito dell’esercizio svolto.

Casol.b:p=m<n

Esempio Consideriamo il
sistema rettangolare 3x4 di
rango pieno seguente:

4 n ()
201 + 2o F+ 3 + x4 |
r1 + 2.1’2 T 23 3.1‘4 —

—21 + 29 4 23_‘3 — T4 F

\ J —

2
—1

Calcoliamo r(A) per tentativi partendo da p=3 = min {3,4}. Consideriamo tutti i minori di
ordine 3 della matrice A,, verificando che almeno uno é non nullo:

2 1 3
D, = 1 2 -1

-1 1 2

2 3 1}
D3 = 1 -1 3

-1 2 -1

2 1 I , X4 fissata
Dy = 1 2 3| =-9
-1 1 =1 } (A = 3
1 3 1
5, Dy=]2 -1 3|=15
1 2 -1

NOTA Si poteva risolvere il sistema anche partendo da un altro minore non nullo di ordine 3.
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Argomenti della Lezione VIII

Definizione generale di:

« Sistema Ridotto
* Rango pieno per una matrice A,
* Regola di Cramer

Impostazione della risoluzione di un sistema di equazioni lineari con matrice dei
coefficienti di rango pieno: Casi 1.ae 1.b

Enunciato e dimostrazione dei seguenti risultati:
Proprieta

Sep=rAp)=m mp [((Ab),,.,)=m
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Caso 1.b: Esempio (variante)

Esercizio

Risolvere il sistema partendo dal minore D..
Contare le soluzioni e confrontare con I'esito dell’esercizio svolto.

Casol.b:p=m<n

Esempio Consideriamo il
sistema rettangolare 3x4 di
rango pieno seguente:

4 n ()
201 + 2o F+ 3 + x4 |
r1 + 2.1’2 T 23 3.1‘4 —

—21 + 29 4 23_‘3 — T4 F

\ J —

2
—1

Calcoliamo r(A) per tentativi partendo da p=3 = min {3,4}. Consideriamo tutti i minori di
ordine 3 della matrice A,, verificando che almeno uno é non nullo:

2 1 3
D, = 1 2 -1

-1 1 2

2 3 1}
D3 = 1 -1 3

-1 2 -1

2 1 I , X4 fissata
Dy = 1 2 3| =-9
-1 1 =1 } (A = 3
1 3 1
5, Dy=]2 -1 3|=15
1 2 -1

NOTA Si poteva risolvere il sistema anche partendo da un altro minore non nullo di ordine 3.
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Caso 1.b: Esempio (variante)

Esercizio
Risolvere il sistema partendo dal minore D..
Contare le soluzioni e confrontare con I'esito dell’esercizio svolto.

. 2 1 1 - -
SISITEMA RIDOTTO rispetto a D, Da=| 1 2 3|=—g |XvXe®Xlincoonie
AN 1 1 - X, fissata
2.1','1 —|—$g —|—I'¢1__ =1-— 3.’1‘3
1+ 2x9 + 304 =2+ 14
—I —|-$g — Iy = —1 —2.’1,'3
SOLUZIONE
—1—2z3 1 -1 -1 —-1—2z23 -1 _
L1 = _39 = _%mg + % &Ia = =3 3 = —%;{,‘3 — %
2 1 1— 3.’.&'3
-1 1 —-1-—2z
Ty = — = 23 + % rz qualungue.

Il sistema ha ™ P = c0*3= ool soluzioni
(tante quanti sono i valori attribuibili a xj).
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Caso 1.b: Esempio (variante)

Confrontiamo le soluzioni trovate per lo stesso sistema usando D, e D..

21 2 1 1
Dy = } 1 2 -1 =18 D=/ 1 2 3|=-9
-1 1 2 -1 1 -1
X1, X, € X5 Incognite X1, X, € X, iIncognite
X, fissata X4 fissata
7 4 1 Siccome quando utilizziamo D, possiamo fissare x; a
il =5 =G X3=—7 ) x3=0 qualsiasi valore reale, proviamo a fissarlo proprio a
<~ questo valore nella soluzione trovata utilizzando D,
1-3 1 1 2 1-3 1 1
— o — a9 1 T e——
2-+-:c: 2 3 1 2+xz 3 | 13 3
. -1—-223 1 -1 et 2w -1 -1-23 -1 1
= —9 =T33y 2= -9 =T33 T 9
5 1 N 2 7
21 1—3x3 X1 = ——| —— —_ = —
12 2+a 1 3\ 3 9 9
-1 1 —1-—2az3 5
Ty = — =2x3+ % x3 qualungue. 5 1 1 4
. - . X2=—3\17 3] 3 o
L'insieme delle ! soluzioni ottenute utilizzando D, 3\ 3/ 9 9
e in corrispondenza biunivoca con I'insieme delle 1 2
ol soluzioni ottenute utilizzando D.,. X4 =2 3 + 3 =0
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