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1. Insiemi Numerici 

1.1 Introduzione; Concetti Generali su Q e R 

Tra gli insiemi numerici più importanti, si ricordano N (numeri interi naturali), Z (interi relativi), Q (razionali, esprimibili sia 
sotto forma di frazioni che di numeri decimali), R ;ŶƵŵĞƌŝ�ƌĞĂůŝ͕�ĐŚĞ�ĐŽŵƉƌĞŶĚŽŶŽ�ĂŶĐŚĞ�Őůŝ�ŝƌƌĂǌŝŽŶĂůŝ�ĐŽŵĞ�ƌĂĚŝĐĂůŝ͕�ʋ͕�Ğ͕�
logaritmi) e C (numeri complessi, come i = ξെͳ). 

ZŝŐƵĂƌĚŽ�Ăůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Q, si ricorda che, tra due numeri q1 e q2 ੣ Q, esiste sempre almeno un altro numero q3 ੣ Q: 

ଵǡݍ׊ �ଶݍ א ǡࡽ ׌ ଵݍ ൅ݍ�ଶ
ʹ  

WĞƌ�ƋƵĂŶƚŽ�ƌŝŐƵĂƌĚĂ͕�ŝŶǀĞĐĞ͕�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�R, esso comprende anche i numeri irrazionali ed è possibile dimostrare che, tra due 
numeri q1 e q2 ੣ Q, esistono infiniti numeri irrazionali ੣ R (basti pensare alla retta dei numeri: fissati q1, q2 e il punto medio 
tra essi, si può costruire un quadrato che abbia come estremi della base q1 e il punto medio e individuare la diagonale 

ĐŚĞ͕�ƚƌĂƐƉŽƌƚĂƚĂ�ĂŶĐŚ͛ĞƐƐĂ�ƐƵůůĂ�ƌĞƚƚĂ�ĚĞŝ�ŶƵŵĞƌŝ͕�Ăǀrà lunghezza ௤భା�௤మଶ ή ξʹ, un numero, cioè, appartenente a R). Gli 

irrazionali, dunque, sono infinitamente densi e hanno una corrispondenza biunivoca con la retta dei numeri. Bisogna 
inoltre ricordare che un numero irrazionale come ξʹ �് ͳǡͶ; è corretta, invece, la dicitura ξʹ�̱�ͳǡͶ.  

 

1.2 Insieme R: Struttura Algebrica, d͛KƌĚŝŶĞ͕�dŽƉŽůŽŐŝĐĂ 

1.2.1 Struttura Algebrica di R 

La Struttura Algebrica di R consiste nelle operazioni di somma e prodotto, che vengono assiomaticamente definite in tale 
sistema numerico: è possibile, infatti, svolgere calcoli come ξʹ ൅�ξ͵ oppure ͷξ͵. 

 

ϭ͘Ϯ͘Ϯ�^ƚƌƵƚƚƵƌĂ�Ě͛KƌĚŝŶĞ�Ěŝ�Z 

La ^ƚƌƵƚƚƵƌĂ�Ě͛KƌĚŝŶĞ�di R permette di stabilire, ݔ�׊ǡ �ݕ א �ݔ ǡ�seࡾ ൐ ǡݕ ݔ ൏ ǡݕ �ݔ ൌ �Ă�^ƚƌƵƚƚƵƌĂ�Ě͛KƌĚŝŶĞ�ƉĞƌŵĞƚƚĞ�Ěŝ< .ݕ
introdurre il concetto di Intervallo in R, ovvero un sottoinsieme di R tale che due punti ad esso appartenenti possono 
ĞƐƐĞƌĞ�ƵŶŝƚŝ�ƐĞŶǌĂ�ƵƐĐŝƌĞ�ĚĂůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ƐƚĞƐƐŽ�;ĂĚ�ĞƐĞŵƉŝŽ͕�R è un intervallo, mentre N non lo è). Gli intervalli in R si 
dividono in: 

x Limitati:  
o [a, b] =�ሼݔ� א ǣࡾ ܽ� ൑ �ݔ ൑ ܾሽ, intervallo chiuso e limitato; 
o [a, b) = ሼݔ� א ǣࡾ ܽ� ൑ �ݔ ൏ ܾሽ, intervallo aperto a destra e limitato; 
o (a, b] = ሼݔ� א ǣࡾ ܽ� ൏ �ݔ ൑ ܾሽ, intervallo aperto a sinistra e limitato; 
o (a, b) = ሼݔ� א ǣࡾ ܽ� ൏ �ݔ ൏ ܾሽ, intervallo aperto e limitato. 

x Illimitati: 
o [a, +λ) = ሼݔ� א ǣࡾ �ݔ ൒ ܽሽ, intervallo chiuso e superiormente illimitato; 
o (a, +λ) = ሼݔ� א ǣࡾ �ݔ ൐ ܽሽ, intervallo aperto e superiormente illimitato; 
o (-λ, b] = ሼݔ� א ǣࡾ �ݔ ൑ ܾሽ, intervallo chiuso  e inferiormente illimitato; 
o (-λ, b) = ሼݔ� א ǣࡾ �ݔ ൏ ܾሽ, intervallo aperto e inferiormente illimitato; 
o (-λ, +λ) = R 
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��ƉŽƐƐŝďŝůĞ�ŝŶƚƌŽĚƵƌƌĞ͕�Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�ĚĞŐůŝ�ŝŶƚĞƌǀĂůůŝ͕�ŝ�ĐŽŶĐĞƚƚŝ�Ěŝ�maggiorante e minorante: 

x k ੣ R si dice MAGGIORANTE per un insieme A ك R quando k ൒ a, ܽ׊ א �ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ŵĂŐŐŝŽƌĂŶƚŝ�Ěŝ�ƵŶ�ŝŶƐŝĞŵĞ͛<�͘ܣ
A si definisce Magg A. 

 
Esempio: A = (-λ, 2). Un maggiorante è, ad esempio, 3. In generale, Magg A = [2, +λ). 
Esempio: B = (1, 3] U (5, 7). Magg B = [7, +λ). 
Esempio: N non ha maggioranti: è superiormente illimitato. 
 

x h ੣ R si dice MINORANTE per un insieme A ك R quando h ൑ a, ܽ׊ א �ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ŵŝŶŽƌĂŶƚŝ�Ěŝ�ƵŶ�ŝŶƐŝĞŵĞ���Ɛŝ͛<�͘ܣ
definisce Min A. 

 

Di seguito a queste definizioni, si possono stabilire anche le condizioni di limitatezza di un insieme numerico: 

x Un insieme A ك R si dice SUPERIORMENTE LIMITATO se esiste almeno un maggiorante di A (se Magg A ്  ;(׎
x Un insieme A ك R si dice INFERIORMENTE LIMITATO se esiste almeno un minorante di A (se Min A ്  ;(׎
x Un insieme A ك R si dice LIMITATO se è sia superiormente che inferiormente limitato. 

 

Dalle definizioni di maggiorante e minorante si nota che due numeri k e h che siano rispettivamente un maggiorante e 
minorante di A devono essere ੣ R, ma non necessariamente ੣ A. Nel caso particolare in cui k o h appartengano anche ad 
A, essi vengono definiti massimo o minimo ĚĞůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ��: 

x k si dice MASSIMO per A ك R (e si indica con max A) se k ੣ A e k ൒ a, ܽ׊ א  ovvero, se k ੣ A ed è maggiorante di) ܣ
A); 

x h si dice MINIMO per A ك R (e si indica con min A) se h ੣ A e h ൑ a, ܽ׊ א  .(ovvero, se h ੣ A ed è minorante di A) ܣ

Il massimo o il minimo di un insieme numerico esistono solo se ĞƐŝƐƚŽŶŽ�ŵĂŐŐŝŽƌĂŶƚŝ�Ž�ŵŝŶŽƌĂŶƚŝ�ƉĞƌ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ƐƚĞƐƐŽ�
;ŽǀǀĞƌŽ͕�ƐĞ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ğ�ƐƵƉĞƌŝŽƌŵĞŶƚĞ�Ž�ŝŶĨĞƌŝŽƌŵĞŶƚĞ�ůŝŵŝƚĂƚŽ͗�ĐŽŶĚŝǌŝŽŶĞ�necessaria): 

����׌ �ൌ൐  ;݋ݐܽݐ݈݅݉݅�݁ݐ݊݁݉ݎ݋݅ݎ݁݌ݑݏ�°�ܣ
����׌ �ൌ൐  .݋ݐܽݐ݈݅݉݅�݁ݐ݊݁݉ݎ݋݅ݎ݂݁݊݅�°�ܣ

Tali implicazioni non sono invertibili: la condizione è necessaria, ma non sufficiente. 

 

Dai concetti di limitazione, di maggiorante e di minorante derivano anche le definizioni di estremo superiore ed estremo 
inferiore di un insieme numerico: 

x Sia A ك R un insieme superiormente limitato. Si dice ESTREMO SUPERIORE di A (e si indica come sup A) il minimo 
dei maggioranti di A. 

x Sia A ك R un insieme inferiormente limitato. Si dice ESTREMO INFERIORE di A (e si indica come inf A) il massimo 
dei minoranti di A. 

N.B.:  se esiste max A, sup A = max A; se esiste min A, inf A = min A. 
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Se, invece che in R͕�Ɛŝ�ĚĞĐŝĚĞ�Ěŝ�ůĂǀŽƌĂƌĞ�ŶĞůů͛ŝŶƐŝĞŵĞࡾ�ഥ (R esteso, indicato anche come R*), si aggiungono anche i valori di 
േλ: ࡾഥ ൌ �ࡾ ׫��ሼ൅λሽ׫ ሼെλሽ. In questo ambito è possibile arrivare anche alle definizioni di insiemi superiormente o 
inferiormente illimitati: 

x ���� ൌ �൅λ ൏ൌ൐  .۽܂ۯ܂۷ۻ۷ۺۺ۳�۷܂ۼ۳ۻ܀۽۷܀۳۾܃܁�°�ܣ
x ��� � ൌ �െλ ൏ൌ൐  .۽܂ۯ܂۷ۻ۷ۺۺ۳�۷܂ۼ۳ۻ܀۽۷܀۴۳ۼ�۷°�ܣ

 

1.2.3 Struttura Topologica di R 

�ŽŵĞ�Őŝă�ĂĐĐĞŶŶĂƚŽ͕�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�R possiede anche una struttura topologica o metrica che va a definire il concetto di 
͞ĚŝƐƚĂŶǌĂ͟�Ž�͞ǀŝĐŝŶĂŶǌĂ͟�ƚƌĂ�ĚƵĞ�ŶƵŵĞƌŝ�ƌĞĂůŝ͘ 

x Si dice DISTANZA tra due numeri x e y ੣ R il valore d(x, y) = |x ʹ y|. 

Dalla definizione di distanza si arriva facilmente a quella di intorno di un numero reale: 

x Preso x0 ੣ R, si dice INTORNO di raggio r di x0  ࢘ࡵሺ࢞૙ሻ ൌ ሼݔ א ࡾ ׷ ݀ሺݔǡ ଴ሻݔ ൏ ሽǡݎ ݎ ൐ Ͳ. 

Un intorno corrisponde a un intervallo: ܫ௥ሺݔ଴ሻ ൌ ሺݔ଴ െ ǡݎ ଴ݔ ൅  .ሻݎ

Spiegazione: si può anche dire che ܫ௥ሺݔ଴ሻ ൌ ሼݔ א ࡾ ׷ ȁݔ െ ଴ȁݔ ൏ ሽǡݎ ݎ ൐ Ͳ   =>                  

െݎ ൏ ݔ െ ଴ݔ ൏ ൅ݎ   =>   ቄ ݔ െ ଴ݔ ൏ ݎ ൌ൐ ݔ� ൏ ଴ݔ ൅ ݎ
ݔ െ ଴ݔ ൐ �െݎ ൌ൐ ݔ ൐ ଴ݔ െ ଴ݔ  <=    ݎ െ ݎ ൏ ݔ ൏ ଴ݔ ൅  che ,ݎ

ĐŽƌƌŝƐƉŽŶĚĞ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ƉƌĞĐĞĚĞŶƚĞŵĞŶƚĞ�ĚĞƚĞƌŵŝŶĂƚŽ͘ 

Un punto x0 ha infiniti intorni, perché gli intorni variano al variare di r, che può assumere qualsiasi valore di R. 

 

Si possono poi individuare anche le definizioni di intorno destro e sinistro: 

x Si dice INTORNO DESTRO di raggio r di x0  ࡵା࢘ሺ࢞૙ሻ ൌ ሾݔ଴ǡ ଴ݔ ൅  .ሻݎ
x Si dice INTORNO SINISTRO di raggio r di x0  ି࢘ࡵ ሺ࢞૙ሻ ൌ ሾݔ଴ െ ǡݎ  .଴ሻݔ

Se si opera in ࡾഥ, si possono individuare anche gli intorni di േλǣ 

x ࡵሺ൅λሻ ൌ ሺܽǡ൅λሻǡ ܽ� א  .ࡾ
x ࡵሺെλሻ ൌ ሺെλǡ ܾሻǡ ܾ� א  .ࡾ

Anche േλ hanno infiniti intorni, perché a e b possono assumere tutti i valori di R. 

 

1.3 Classificazione di un Punto rispetto a un Insieme 

Dati un insieme A ك R e un punto x0: 

x Il punto x0 ੣ A si dice PUNTO INTERNO di A se esiste un intorno Ir(x0) tale che Ir(x0) ك�A. >͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ƉƵŶƚŝ�ŝŶƚĞƌŶŝ�
di A si dice int A. 
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Esempio: A = (2, 3]. 
                 x0 = 2,5 è un punto interno di A. 
                 x0 с�ϯ�ŶŽŶ�ğ�ƵŶ�ƉƵŶƚŽ�ŝŶƚĞƌŶŽ͗�ů͛ŝŶƚŽƌŶŽ�ĐŽŵƉůĞƚŽ�ŶŽŶ�ğك� A. 
                int A = (2, 3) 
 

x >͛ŝŶƐŝĞŵĞك��� R si dice INSIEME APERTO quando int A = A. (Sono insiemi aperti tutti gli intervalli aperti) 
x >͛ŝŶƐŝĞŵĞك��� R si dice INSIEME CHIUSO quando AC (ovvero R\A) è un insieme aperto. (Sono insiemi chiusi gli 

intervalli di tipo [a, b], (-λ, b], [a, +λ) ) 
 
Esempio: A = (2, 3] 
                 AC = (-λ, 2] U (3, +λሻ 
                int AC ് AC, perché x0 = 2 ઩ AC ma non ઩ int AC. 
               Quindi, A non è un insieme chiuso; A = (2, 3] non è aperto né chiuso. 
 

Un insieme A ك R può non essere aperto né chiuso; inoltre, gli unici due insiemi ad essere sia aperti che chiusi sono R e Ø. 
N.B.: Se A non è un intervallo, nessun elemento di A sarà un punto interno (ovvero, A non sarà un insieme aperto e int A = 
Ø. 
 

x Il punto x0 ੣ AC si dice PUNTO ESTERNO di A quando x0 è un punto interno di AC͘�>͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ƉƵŶƚŝ�ĞƐƚĞƌŶŝ�Ěŝ���Ɛŝ�
indica con ext A. 

x Il punto x0 ੣ R è PUNTO DI FRONTIERA di A quando x0 ŶŽŶ�ğ�ŶĠ�ƉƵŶƚŽ�ŝŶƚĞƌŶŽ�ŶĠ�ƉƵŶƚŽ�ĞƐƚĞƌŶŽ�Ěŝ��͘�>͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�
punti di frontiera di A si indica con ɷ�. 
 

Questa classificazione è completa: dati x0 e A ك R, x0 sarà punto interno, esterno oppure di frontiera di A. 
 
Esempio: A = (2, 3] 
Int A = (2, 3) 
Ext A = (-λǡ ʹሻ ׫� ሺ͵ǡ൅λሻ 
ɷ��с�ሼʹǡ ͵ሽ 

 
Teorema. Un insieme A ك R è un INSIEME CHIUSO se e solo se ɷ� ك A. 
^ŝ�ƉƵž�ƋƵŝŶĚŝ�ĂƌƌŝǀĂƌĞ�Ă�ƵŶ͛ƵůƚĞƌŝŽƌĞ�ĚĞĨŝŶŝǌŝŽŶĞ�Ěŝ�WƵŶƚŽ�Ěŝ�Frontiera: 

x Un PUNTO DI FRONTIERA di A è un punto tale che in ogni suo intorno cadono sia elementi di A che elementi che 
non appartengono ad A. 

 

x Il punto x0 ੣ R si dice PUNTO DI ACCUMULAZIONE di A ك R quando in ogni intorno Ir(x0) cade almeno un punto x ੣ 
A, con x diverso da x0. Ovvero, 

଴ሻݔ௥ሺܫ ת ሺ̳ܣሼݔ଴ሽሻ ് ǡ׎ ݎ׊ ൐ Ͳ 

       Un punto di accumulazione di A, quindi, può anche non appartenere ad A. 
 

x Il punto x0 ੣ R si dice PUNTO ISOLATO per A ك R quando x0 non è punto di accumulazione per A. Ovvero, 
 

ݎ׌ ൐ Ͳǣܫ�௥ሺݔ଴ሻ ת ܣ ൌ  ׎

Scaricato da Luigi Campana (luigirock@hotmail.it)

lOMoARcPSD|5060743



Luca Biglieri 

5 
 

 
x >͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ĂĐĐƵŵƵůĂǌŝŽŶĞ�Ěŝك����R si dice INSIEME DERIVATO e si indica con �͛. 

Si può notare come int A ك �͛͗�ƋƵŝŶĚŝ͕�ƐĞ�ƵŶ�ƉƵŶƚŽ�ǆ0 è un punto interno di A, sarà anche un suo punto di accumulazione. 
Pertanto, si può estendere anche la definizione di Insieme Chiuso:  

x ^Ğ�ƵŶ�ŝŶƐŝĞŵĞ���ĐŽŶƚŝĞŶĞ�ƚƵƚƚŝ�ŝ�ƐƵŽŝ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ĂĐĐƵŵƵůĂǌŝŽŶĞ�;�͛ك� A), allora A sarà un INSIEME CHIUSO. 

In maniera simile, si nota anche che ogni punto isolato di A è anche un punto di frontiera di A. 

 

Allargando il concetto di punto di accumulazione in ࡾഥ, si può arrivare facilmente alle definizioni di insiemi illimitati: 

x A ك�R è SUPERIORMENTE ILLIMITATO se e solo se +λ è un punto di accumulazione di A in ࡾഥ. 
x A ك�R è INFERIORMENTE ILLIMITATO se e solo se -λ è un punto di accumulazione di A in ࡾഥ. 

 
�Ě�ĞƐĞŵƉŝŽ͕�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Q è sia superiormente che inferiormente illimitato, dal momento che sia +-λ che --λ sono suoi 
punti di accumulazione. Inoltre, Q è denso in R: tutti i suoi punti sono punti di accumulazione, non ha alcun punto isolato. 
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2. Funzioni 
2.1 Concetti Generali 

x Siano dati gli insiemi A e B. Si dice FUNZIONE definita su A in valori in B (f: AÆB) una relazione che lega ogni 
elemento di A ad un solo elemento di B. 

x A si dice DOMINIO della funzione e si può indicare con Dom(f); 
x B si dice CODOMINIO della funzione e si può indicare con Codom(f). 
x Un elemento y ੣ B (ovvero ੣ Codom(f)) si dice IMMAGINE di x attraverso f; 
x Un elemento x ੣ A (ovvero ੣ Dom(f)) si dice CONTROIMMAGINE di y attraverso f. 

 
x >͛INSIEME DELLE IMMAGINI di f, indicabile con Im(f) oppure con f(A) è definito come: 

ሻࢌሺ࢓ࡵ ൌ ሼݕ א ݕȁܤ ൌ ݂ሺݔሻݔ�ܽ݊ݑ�ݎ݁݌�� א ሽǡܣ ǣ݂�݊݋ܿ ܣ ՜  �ܤ

Ad esempio, nel caso di f(x) = x2, f: RÆR, si avrà che Im(f) ك B. In particolare, B corrisponderà a R, mentre Im(f) sarà 
ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ǀĂůŽƌŝ�ĐŚĞ�Ĩ�ƉƵž�ƌĞĂůŵĞŶƚĞ�ĂƐƐƵŵĞƌĞ͗�/ŵ;ĨͿ�с�΀Ϭ͕�нλ), quindi Im(f) ك R. 

Per quanto riguarda, invece, il Dominio, bisognerà determinarlo a seconda della funzione, trovando quindi il Dominio 
Naturale della funzione stessa: ad esempio, ݂ሺݔሻ ൌ ξݔ avrà un dominio naturale Dom(f) = [0, +λ). 

 

x Sia f una funzione tale che f: AÆR, con A ك R. Si dice GRAFICO di f e si indica con graf(f) ů͛ŝŶƐŝĞŵĞك� A x R tale 
che:  

ሻࢌሺࢌࢇ࢘ࢍ ൌ ሼሺݔǡ ݕሻȁݕ ൌ ݂ሺݔሻǡ ݔ א  ሽܣ
 

Data una funzione f: AÆB, è possibile verificare che sia effettivamente una funzione tracciandone il grafico e svolgendo il 
Test delle Rette Verticali: se tutte le rette verticali tracciabili hanno al massimo 1 intersezione con il grafico di f, allora f 
sarà una funzione. 
Ad esempio, saranno funzioni le parabole, le iperboli, le rette non verticali; non sono funzioni, invece, le circonferenze e le 
parabole a concavità orizzontale. 
 
 

x Una funzione f: AÆB si dice INIETTIVA quando, ݔ׊ଵǡ ଶݔ א ǡܣ ଵݔ ് ଶǡݔ ݂ሺݔଵሻ ് ݂ሺݔଶሻ. 
Per verificare che una funzione sia iniettiva, si svolge in Primo Test delle Rette Orizzontali: se tutte le rette 
orizzontali tracciabili hanno al massimo 1 intersezione con il grafico di f, allora f sarà iniettiva. 
Ad esempio, una parabola non è iniettiva perché alcune rette intersecheranno il suo grafico in 2 punti; la funzione 
esponenziale y = ex, invece, è iniettiva, come anche y = log x. 
 

x Una funzione f: AÆB si dice SURIETTIVA quando Im(f) ؠ B, ovvero quando, ݕ׊ א ǡܤ ݔ�׌ א ݕ����������ܣ ൌ ݂ሺݔሻ: 
tutte le y, quindi, devono avere una controimmagine x. 
Si può verificare che una funzione sia suriettiva con il Secondo Test delle Rette Orizzontali: se tutte le rette 
orizzontali tracciabili hanno almeno 1 intersezione con il grafico di f, allora f sarà suriettiva. 
Ad esempio, y = ex non è suriettiva, mentre y = log x lo è. 
 

x Una funzione f: AÆB si dice BIIETTIVA o BIUNIVOCA quando è sia iniettiva che suriettiva. 
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Per verificare la biunivocità di una funzione, si usa il Terzo Test delle Rette Orizzontali: se tutte le rette orizzontali 
tracciabili hanno una e una sola intersezione con il grafico di f, allora f sarà biunivoca. 

2.2 Funzioni Composte 
Si supponga di avere f: AÆB e g: CÆD. Tuttavia, si ha anche che Im(f) ك C: quindi, BؠC. 
WĂƌƚĞŶĚŽ�ĚĂ�ƵŶ�ĞůĞŵĞŶƚŽ�ǆ�ŝŶ��͕�ĚƵŶƋƵĞ͕�Ɛŝ�ŽƚƚĞƌƌă�ƵŶ�ĞůĞŵĞŶƚŽ�ǌ�ĐŽŶƚĞŶƵƚŽ�ŝŶ���ƚƌĂŵŝƚĞ�ů͛ĂƉƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�Ěŝ�Ĩ�Ğ͕�ŝŶ�ƐĞŐƵŝƚŽ͕�ǌ�
subirà la trasformazione (rappresentata dalla funzione g) in un elemento y contenuto in D. 
Si può quindi trovare una funzione g(f): AÆD, ovvero la funzione composta di f di g: 
 

x Siano f: AÆB e g: CÆD, con Im(f) ك C. Si dice FUNZIONE COMPOSTA fra f e g la funzione g(f): AÆD tale che: 
݃ሺ݂ሻሺݔሻ ൌ ݃൫݂ሺݔሻ൯ǡ ݔ׊ א  ܣ

 
 
Esempio: f(x) = 3x ʹ 4; g(x) = ex. 
g(f) = ef = e3x-4 
f(g) = 3g ʹ 4 = 3ex ʹ 4 
 
Esempio (ƚĞŵĂ�Ě͛ĞƐĂŵĞ): f(x) = 2ex+4; g(x) = 4x3. 
Trovare f(g(-1)).  
g(-1) = -4 
f(g(-1)) = 2e+4-4 = 2 
 

 
KĐĐŽƌƌĞ�ĨĂƌĞ�ĂƚƚĞŶǌŝŽŶĞ�ŶĞůůĂ�ĐŽŵƉŽƐŝǌŝŽŶĞ�Ěŝ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�ĐŚĞ�ŚĂŶŶŽ�ƵŶ�ĚŽŵŝŶŝŽ�ĚŝǀĞƌƐŽ�ů͛ƵŶĂ�ĚĂůů͛ĂůƚƌĂ͗�Im(g) deve essere ك 
Dom(f). 

 
Esempio: f(x) = ξݔ; g(x) = x2 ʹ 1 . 
g(f) = f2 ʹ 1 = ሺξʹሻ2 ʹ 1 = x ʹ 1, ma si tiene conto di Dom(f): x൒ ͲǤ 
f(g) = ඥ݃ ൌ �ξݔଶ െ ͳ, ma si tiene conto di Dom(f(g)): ݔ ൑ െͳ�݁ݔ� ൒ ͳ. 
 
 

2.3 Funzioni Inverse 
Se si ha f: AÆB e si vogliono scambiare dominio e codominio mantenendo le associazioni tra gli elementi (ovvero 
mantenendo le coppie (x1, y1), (x2, y2Ϳ͕͙Ϳ�Ɛŝ�ƉƵž�ƵƚŝůŝǌǌĂƌĞ�ůŽ�ƐƚƌƵŵĞŶƚo della funzione inversa. 
Va ricordato che una funzione è invertibile soltanto se è iniettiva.  
 

x Sia f: AÆB iniettiva. Si dice FUNZIONE INVERSA di f la funzione f-1: Im(f)ÆA tale che x = f-1(y) se e solo se y = f(x). 

Esempio: f(x) = ଷ௫ିଵସ௫ାଶǤ� 

y = ଷ௫ିଵସ௫ାଶ  => (4x + 2)y = 3x ʹ 1  => 4xy + 2y = 3x -1  => x(4y -3) = -2y -1  => x = ିଶ௬ିଵସ௬ିଷ  = f-1(x). 

 
Per invertire una funzione iniettiva, dunque, sarà sufficiente esprimere la x in funzione della y. 
Graficamente, si noterà che le due funzioni saranno simmetriche rispetto alla bisettrice del primo e del terzo quadrante (y 
= x). 
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2.4 Massimi, Minimi, Estremi 

x Una funzione f si dice LIMITATA se la sua Immagine Im(f) è un insieme limitato (la definizione vale sia per la 
limitazione superiore che per quella inferiore). 

x Il MASSIMO ASSOLUTO di f(x) è il massimo di Im(f). 
x Il MINIMO ASSOLUTO di f(x) è il minimo di Im(f). 

In corrispondenza dei valorŝ�Ěŝ�ŵĂƐƐŝŵŽ�Ğ�Ěŝ�ŵŝŶŝŵŽ�ĂƐƐŽůƵƚŽ�Ěŝ�/ŵ;ĨͿ�;ŽǀǀĞƌŽ�ƐƵůů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ǇͿ�Ɛŝ�ŝĚĞŶƚŝĨŝĐĂŶŽ�ĚĞŝ�punti di 
massimo/minimo͕�ĐŚĞ�ĐŽƌƌŝƐƉŽŶĚŽŶŽ�ĂůůĞ�ĐŽŶƚƌŽŝŵŵĂŐŝŶŝ�ĚĞů�ŵĂƐƐŝŵŽ�Ğ�ĚĞů�ŵŝŶŝŵŽ�ƐƵůů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ǆ͗ 

x Sia f: Aك RÆR. Il punto x0 א A si dice PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO per f(x) su A quando: 
݂ሺݔ଴ሻ ൒ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א  ܣ

 
x Sia f: Aك RÆR. Il punto x0 א A si dice PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO per f(x) su A quando: 

݂ሺݔ଴ሻ ൑ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א  ܣ
 

È possibile trovare punti di massimo e di minimo assoluti anche per dei sottoinsiemi di A: 
 

x Sia f: Aك RÆR e sia C ك A. Il punto x0 א C si dice PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO per f(x) su C quando: 
݂ሺݔ଴ሻ ൒ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א  ܥ

 
x Sia f: Aك RÆR e sia C ك A. Il punto x0 א C si dice PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO per f(x) su C quando: 

݂ሺݔ଴ሻ ൑ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א  ܥ

Perché esistano i valori di massimo e minimo assoluti di una funzione, occorre che la funzione sia limitata superiormente 
o inferiormente (o entrambe). Si tratta di una condizione necessaria ma non sufficiente: y = ex, ad esempio, è limitata 
inferiormente ma non ha un minimo assoluto. 

 

x Si dice ESTREMO SUPERIORE Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�ů͛estremo superiore di Im(f). 
x Si dice ESTREMO INFERIORE Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�ů͛estremo inferiore di Im(f). 

Una funzione limitata superiormente/inferiormente avrà un estremo superiore/inferiore finito. 
Se f(x) è illimitata superiormente/inferiormente e si sta studiando la funzione in ࡾഥ͕�ů͛ĞƐƚƌĞŵŽ�ƐƵƉĞƌŝŽƌĞͬŝŶĨĞƌŝŽƌĞ�ĚĞůůĂ�
funzione sarà േλ. 
 
 
Una funzione illimitata superiormente o inferiormente, dunque, mancherà di punti di massimo o di minimo assoluti. 
Tuttavia, sarà possibile individuare dei punti di massimo/minimo relativi: 

x Sia f: Aك RÆR. Il punto x0 א A si dice PUNTO DI MASSIMO RELATIVO (o locale) per f(x) su A quando esiste un 
intorno Ir(x0) tale che: 

݂ሺݔ଴ሻ ൒ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א ܣ ת  ଴ሻݔ௥ሺܫ
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x Sia f: Aك RÆR. Il punto x0 א A si dice PUNTO DI MINIMO RELATIVO (o locale) per f(x) su A quando esiste un 
intorno Ir(x0) tale che: 

݂ሺݔ଴ሻ ൑ ݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א ܣ ת  ଴ሻݔ௥ሺܫ
 

Si ricorda come caso particolare quello delle rette orizzontali (y = k), in cui tutti i punti sono sia punti di massimo che di 
minimo relativo. 
 
 

2.5 Funzioni Crescenti e Decrescenti, Monotonia 
È possibile definire una funzione come crescente o decrescente applicando i seguenti concetti: 
 

x Sia f: A ك�RÆR e sia I ك A un intervallo. Si dice che f(x) è CRESCENTE su I quando: 
ଵǡݔ׊ ଶݔ א ǡܫ ଶݔ ൐ ଵǡൌ൐ݔ ݂ሺݔଶሻ ൒ ݂ሺݔଵሻ 

 
x Sia f: A ك�RÆR e sia I ك A un intervallo. Si dice che f(x) è DECRESCENTE su I quando: 

ଵǡݔ׊ ଶݔ א ǡܫ ଶݔ ൐ ଵǡൌ൐ݔ ݂ሺݔଶሻ ൑ ݂ሺݔଵሻ 
 

Anche in questo caso si può citare la retta orizzontale (y = k) come caso particolare: è una funzione sia crescente che 
decrescente. 
 
Applicando una disuguaglianza stretta, si arriva poi ai concetti di funzione strettamente crescente o decrescente: 
 

x Sia f: A ك�RÆR e sia I ك A un intervallo. Si dice che f(x) è STRETTAMENTE CRESCENTE su I quando: 
ଵǡݔ׊ ଶݔ א ǡܫ ଶݔ ൐ ଵǡൌ൐ݔ ݂ሺݔଶሻ ൐ ݂ሺݔଵሻ 

 
x Sia f: A ك�RÆR e sia I ك A un intervallo. Si dice che f(x) è STRETTAMENTE DECRESCENTE su I quando: 

ଵǡݔ׊ ଶݔ א ǡܫ ଶݔ ൐ ଵǡൌ൐ݔ ݂ሺݔଶሻ ൏ ݂ሺݔଵሻ 
 
Se una funzione è strettamente monotona su I, allora sarà anche iniettiva e invertibile su I. 
 
 
Le definizioni di funzione crescente, decrescente e monotona valgono anche per le successioni: 

x Si dice SUCCESSIONE una funzione f: NÆR (che si indica, ad esempio, con an = n2). 
Una successione si rappresenta come un insieme di punti non collegati tra solo: è formata solamente da punti 
isolati. 
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3. Limiti 
3.1 Concetti Generali 

x Si ha ࢞ܕܑܔ�՜࢖ ሺ࢞ሻࢌ ൌ  ഥ e con p punto di accumulazione per Dom(f), quando, per ogni intorno I(l)ࡾ א con p, l ,࢒
esiste un intorno U(p) tale che, per ogni x che appartiene al dominio di f intersecato a U(p), con x diverso da p, si 
ha che f(x) è contenuto in I(l). 
Ovvero, 

ǡ݄݁ܿ�݈݁ܽݐ�ሻ݌ሺܷ�׌�ሺ݈ሻܫ׊ ݔ׊ א ሺ݂ሻ݉݋ܦ ת ܷሺ݌ሻǡ ݔ ് ǡ݌ ሻݔሺ݂�݄݁ܿ�݄ܽ�݅ݏ א  ሺ݈ሻܫ
 
 

3.1.1 sĞƌŝĨŝĐĂƌĞ�ů͛�ƐŝƐƚĞŶǌĂ�Ěŝ�ƵŶ�>ŝŵŝƚĞ 

Esempio: Verifica di un limite esistente. 

 f(x) = ൜ݔ
ଶ െ ͳǡ ݔ ് Ͳ

ͳǡݔ������������� ൌ Ͳ 

Si vuole verificare che ���௫՜଴ ݂ሺݔሻ ൌ െͳ; quindi, si vuole porre p = 0 e l = -1. 
Si viene quindi a identificare ܫఌሺ݈ሻ ൌ ఌሺെͳሻܫ ൌ ሺെͳ െ Ǣ�െͳߝ ൅ ሻǡߝ ߝ ൐ Ͳ. 
 
Per la definizione di limite, si ha che ܫ׊ሺ݈ሻ�݁ߝ׊� ൐ Ͳǡ ߜ׌ ൐ Ͳǣ� ఋܷሺ݌ሻ ൌ � ఋܷሺͲሻ ൌ ሺെߜǡ ൅ߜሻ, 
tale che ݔ׊ א ሺെߜǡ൅ߜሻǡ ݔ ് Ͳǡ ݂ሺݔሻ א  .ሺെͳሻܫ
 

Se ݂ሺݔሻ א ሺെͳሻ, significa che െͳܫ െ ߝ ൏ ଶݔ െ ͳ ൏ െͳ ൅ �ߝ ൌ൐ �� ൜െͳ െ ߝ ൏ ଶݔ െ ͳ
ଶݔ െ ͳ ൐ െͳ൅ ߝ �ൌ൐� 

 

ൌ൐� ൜ ݔ א ࡾ
െξߝ ൏ ݔ ൏ ξߝ �ൌ൐�െξߝ ൏ ݔ ൏ ξߝ. 

 
Il limite, dunque, è soddisfatto se, ܫ׌ఋሺͲሻǣݔ׊� א ఋሺͲሻǡܫ ݔ ് Ͳǡ ݂ሺݔሻ א  ሺ݈ሻǤ Quindi, si deveܫ
avere Ͳ ൏ ߜ ൑ ξߝ, una condizione che è valida se െߜ ൏ ݔ ൏ ൅ߜǡ ݔ ് Ͳ, ovvero se x 
ĂƉƉĂƌƚŝĞŶĞ�Ăůů͛ŝŶƚŽƌŶŽ�Ěŝ�Ϭ͘ 
In questo caso, quindi, come si può verificare anche graficamente, il limite è valido e le sue 
condizioni sono soddisfatte. 
 
 
Esempio: Verifica di un limite non esistente. 

f(x) = ൜ݔ
ଶ െ ͳǡ ݔ ് Ͳ

ͳǡݔ����������� ൌ Ͳ.  

Si ipotizzi di voler verificare che ���௫՜଴ ݂ሺݔሻ ൌ ͳǤ 
Perché questo limite sia verificato, occorre che ߝ׊ ൐ Ͳǡ ߜ׌ ൐ Ͳǡ ߜ ൌ ሻǡߝሺߜ ݔ׊�݄݁ܿ�݈݁ܽݐ א
ሺെߜǡ൅ߜሻ݄݁ܿ�݄ܽ�݅ݏ��ͳ െ ߝ ൏ ଶݔ െ ͳ ൏ ͳ ൅  .ߝ
 

Bisogna quindi trovare ߜ, preso un ߝ�qualsiasi: ൜ݔ
ଶ െ ͳ ൏ ͳ ൅ ߝ

ͳ െ ߝ ൏ ଶݔ െ ͳ �ൌ൐�� ൜ݔ
ଶ ൏ ߝ ൅ ʹ

ଶݔ ൐ ʹ െ  .ߝ

 
Se ߝ ൐ ʹ, non ci sono problemi: si avrà che Ͳ ൏ ߜ ൏ ξʹ ൅  .ߝ
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Tuttavia, se Ͳ ൏ ߝ ൏ ʹ, si otterrà dal sistema precedente che ቊ െξʹ ൅ ߝ ൏ ݔ ൏ ξʹ ൅ ߝ
ݔ ൏ െξʹ െ ݔ���ǡߝ ൐ ξʹ െ  ߝ

La soluzione di questo sistema sarà: െξʹ ൅ ߝ ൏ ݔ ൏ െξʹ െ ʹǡ���ξߝ െ ߝ ൏ ݔ ൏ ξʹ ൅  Ǥߝ
 
Questa soluzione non fa funzionare la definizione di limite: il punto 0 (ovvero p) non ha 
soluzioni nella disequazione, dal momento che sta tra െξʹ െ ʹe ξ ߝ െ  ovvero in un ,ߝ
intervallo dove la disequazione non è risolta. 
Pertanto, non si può trovare un ߜ: ���௫՜଴ ݂ሺݔሻ ്ͳǤ 
 
Anche graficamente, si verifica che non esiste un U(0) tale che tutto U(0) stia nella striscia 
identificata da I(1), quindi il limite deve essere errato. 
 
 
Esempio: Verifica di un limite con x ՜ േλ e con l = േλ 
f(x) = x2. Si vuole verificare che ���௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ ൌ ൅λ ǡ ݈�݊݋ܿ ൌ ൅λǡ݌ ൌ െλ. 
Prima di tutto si deve verificare che െλ sia un punto di accumulazione di Dom(f); si può 
quindi procedere alla verifica del limite. 
 
Si trova un ܫሺ݈ሻ ൌ ሺ൅λሻܫ ൌ ሺܯǡ൅λሻǡ ܯ׊ א ሺ݈ሻǡܫ׊ tale che ࡾ ǣ݄׌ ܷሺ݌ሻ ൌ ܷሺെλሻ ൌ
��ሺെλǡ ݄ሻǤ 
Si deve quindi avere che ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ א ሺ݈ሻܫ ൌ൐ݔ�ଶ ൐ ǡܯ ܯ׊ א  Ǥࡾ
Tra le soluzioni di ݔଶ ൐  :si troverà h ܯ

- Se M < 0, ݔଶ ൐ ݔ׊ è valida ܯ א  ࡾ
- Se M > 0, ݔଶ ൐ ݔ è valida per ܯ ൏ െξܯ e per ݔ ൐ ξܯ. 

Il limite sarà verificato se esiste h tale che ݔଶ ൐ ǡܯ ݔ׊ א ܷሺെλሻ. 
Nel nostro caso, la definizione di limite sarà soddisfatta se ݄ ൑ ξܯ: il limite 
���௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ ൌ ൅λ è corretto e verificato analiticamente. 
 
È possibile anche effettuare una verifica grafica: si individua un semipiano (ovvero la 
rappresentazione grafica di ܫሺ൅λሻ) tracciando la retta orizzontale y = M. Successivamente, 
per ogni possibile valore di M, si ĚĞǀĞ�ƚƌŽǀĂƌĞ�ƵŶ�ǀĂůŽƌĞ�Ś�ƐƵůů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ�ƚĂůĞ�ĐŚĞ͕�
ݔ׊ ൏ ݄, f(x) si trovi nel semipiano. 
Anche in questo modo, si trova che la condizione è soddisfatta e che il limite è verificato. 
 

Esistono funzioni per le quali non esistono limiti in alcuni punti del loro dominio. 
 

Esempio: La Funzione di Dirichélet. 

݂ሺݔሻ ൌ ൜ͳǡ ݔ א ࡽ̳ࡾ
Ͳǡ ݔ א ࡽ  

 
Se si cerca di calcolare ���௫՜଴݂ሺݔሻ ൌͲ, dovrebbe avvenire che ߝ׊ ൐ Ͳ si possa trovare un 
U(0) = ሺെߜǡ൅ߜሻߝ׊�݄݁ܿ�݈݁ܽݐ� ൐ Ͳǡ ߜ׌ ൐ Ͳǡ ߜ ൌ ሻǡߝሺߜ ݔ׊�݄݁ܿ�݈݁ܽݐ א ሺെߜǡ൅ߜሻ݄݁ܿ�݄ܽ�݅ݏ� െ
ߝ ൏ ݂ሺݔሻ ൏ ൅ߝ. 
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In ogni U(0), però, si troveranno dei numeri irrazionali: la definizione del limite non è 
soddisfatta per nessun valore di l. 
f(x), quindi, non ha un limite in nessun valore di R. 
 

Anche ricercando nel campo delle funzioni elementari, si trova che alcune di esse non hanno un limite per alcuni punti 
che, tuttavia, sono punti di accumulazione del loro dominio: 
 

Esempio: f(x) = sen(x) 
Tutti i punti di ࡾഥ sono punti di accumulazione di questa funzione. 
Tuttavia, quando si cerca di calcolare ���௫՜ାஶ  si scopre che tale limite non esiste a ,ݔ�݊݁ݏ
causa della periodicità della funzione. Infatti, f(x) oscillerà sempre tra i valori -1 e 1, 
ƌĞŶĚĞŶĚŽ�ĐŽƐŞ�ŝŵƉŽƐƐŝďŝůĞ�ůĂ�ƌŝĐĞƌĐĂ�Ěŝ�ƵŶĂ�ɸ�ф�ϭ�ĐŚĞ�ƌĞŶĚĂ�ǀĂůŝĚĂ�la definizione di limite. 
sŝƐƚĂ�ů͛ŝŵƉŽƐƐŝďŝůŝƚă�Ěŝ�ĚŝƌĞ�ĐŚĞ�ŝů�ůŝŵŝƚĞ�ƐŝĂ�ǀĂůŝĚŽ�ƉĞƌ�ŽŐŶŝ�ɸ͕�Ɛŝ�ĚĞǀĞ�ĚŝƌĞ�ĐŚĞ����௫՜ାஶ  ݔ�݊݁ݏ
non esiste. 
 

3.1.2 Limiti Destri e Sinistri 
Se p א R, può avere senso studiare il limite destro o sinistro per x che tende a p: 

x Si ha un LIMITE DESTRO ࢞ܕܑܔ՜࢖శ ሺ࢞ሻࢌ ൌ ǡ࢒ ݌ א ǡࡾ ݈ א ഥǡࡾ  :punto di accumulazione per Dom(f), quando ݌
ሺ݈ሻǡܫ׊ ׌ ఋܷ

ାሺ݌ሻݔ׊�݄݁ܿ�݈݁ܽݐ� א ఋܷ
ାሺ݌ሻת� ሺ݂ሻǡ݉݋ܦ ݔ ് ǡ݌ ሻݔሺ݂�݄݁ܿ�݄ܽ�݅ݏ א  .ሺ݈ሻܫ

 
x Si ha un LIMITE SINISTRO ࢞ܕܑܔ՜࢖ష ሺ࢞ሻࢌ ൌ ǡ࢒ ݌ א ǡࡾ ݈ א ഥǡࡾ  :punto di accumulazione per Dom(f), quando ݌

ሺ݈ሻǡܫ׊ ׌ ఋܷ
ିሺ݌ሻݔ׊�݄݁ܿ�݈݁ܽݐ� א ఋܷ

ିሺ݌ሻת� ሺ݂ሻǡ݉݋ܦ ݔ ് ǡ݌ ሻݔሺ݂�݄݁ܿ�݄ܽ�݅ݏ א  .ሺ݈ሻܫ
 

Le definizioni di limite destro e limite sinistro ha senso quando non esiste un limite completo: 
���௫՜௣శ ݂ሺݔሻ ് ���௫՜௣ష ݂ሺݔሻ ൌ൐� ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ׍� ; nel caso in cui questo esista, limite destro e limite sinistro coincidono: 
���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ א ഥࡾ ൌ൐� ���௣శ ݂ሺݔሻ ൌ ���௣ష ݂ሺݔሻ ൌ ݈. 
 
 

3.2 Teoremi Sui Limiti 
Teorema di Unicità del Limite. 
Se esiste ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ, questo limite è unico. 
(Questo Teorema vale anche nel caso di un limite destro o sinistro). 
 
Teorema di Permanenza del Segno. 
Se ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ א ഥǡࡾ ݈ ് Ͳ, allora ܷ�׌ሺ݌ሻ tale che ݈ ή ݂ሺݔሻ ൐ Ͳǡ ݔ׊ א ܷሺ݌ሻǡ ݔ ്  .݌
Questo significa che, per ogŶŝ�ǀĂůŽƌĞ�Ěŝ�ǆ�ŝŶƚĞƌŶŽ�Ăůů͛ŝŶƚŽƌŶŽ�h;ƉͿ͕�l e f(x) devono avere il medesimo segno (il loro prodotto 
è positivo). 
 

Esempio: f(x) = ൜ݔ
ଶ െ ͳǡ ݔ ് Ͳ

ͳǡݔ����������� ൌ Ͳ 

���௫՜଴݂ሺݔሻ ൌ െͳ 

Il Teorema garantisce che esiste un intorno U(0) in cui f(x) sarà negativa (per ݔ ് Ͳ). 
 

EŽŶ�ǀĂůĞ͕�ƚƵƚƚĂǀŝĂ͕�ů͛ŝŵƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�inversa: esistono funzioni tali che f(x) < 0 e l > 0, o viceversa. 
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Primo Teorema del Confronto. 
Se esiste U(p), tale che ݂ሺݔሻ ൒ Ͳݔ׊�� א ܷሺ݌ሻǡ ݔ ് ǡ e se ���௫՜௣݌ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ א ݈ allora ,ࡾ ൒ Ͳ. 
 

Esempio: f(x) = ex. f(x) è > 0 per ogni valore di x. 
���௫՜ିஶ݂ሺݔሻ ൌ ͲǤ 

Se ݂ሺݔሻ ൒ Ͳ in U(p), allora ݈ ൒ Ͳ. 
Se ݂ሺݔሻ ൑ Ͳ in U(p), allora ݈ ൑ Ͳ. 
 
 

Secondo Teorema del Confronto (Teorema dei Carabinieri) 
Siano f: A ك�RÆR, g: A ك�RÆR, h: A ك�RÆR e sia p un punto di accumulazione per A. 
Se esiste un intorno U(p) tale che ݂ሺݔሻ ൑ ݃ሺݔሻ ൑ ݄ሺݔሻǡ ݔ׊ א ܷሺ݌ሻǡ ݔ ് e se ���௫՜௣ ,݌ ݂ሺݔሻ ൌ ���௫՜௣ ݄ሺݔሻ ൌ ݈ א  ,ࡾ
allora ���௫՜௣ ݃ሺݔሻ ൌ ݈. 
 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
௦௘௡�௫
௫ . 

La funzione ௦௘௡�௫௫  è sicuramente compresa tra െଵ
௫  e  ଵ௫�, dal momento che sen x sarà 

compreso tra -1 e 1. 

Si ha inoltre che ݈݅݉௫՜ାஶെ ଵ
௫ ൌ ݈݅݉௫՜ାஶ

ଵ
௫ ൌ �Ͳ. 

Sono soddisfatte le condizioni del teorema: pertanto, ݈݅݉௫՜ାஶ
௦௘௡�௫
௫ ൌͲ. 

 
 

Teorema dei Limiti di Funzioni Monotone  
Per le funzioni crescenti: 
Sia f: A ك�RÆR una funzione crescente su (a, b) ك�A. 
Allora, esistono i limiti ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ ൌ ݅݊ ௫݂אሺ௔ǡ௕ሻ݂ሺݔሻ e ���௫՜௕ష ݂ሺݔሻ ൌ  .ሻݔሺ௔ǡ௕ሻ݂ሺא௫݌ݑݏ
 
Oppure, per le funzioni decrescenti: 
Sia f: A ك�RÆR una funzione decrescente su (a, b) ك�A. 
Allora, esistono i limiti ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ ൌ ሻ e ���௫՜௕షݔሺ௔ǡ௕ሻ݂ሺא௫݌ݑݏ ݂ሺݔሻ ൌ ݅݊ ௫݂אሺ௔ǡ௕ሻ݂ሺݔሻ. 
 

Esempio: f(x) = ex, funzione crescente su tutto R.  
Se si prende ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ, si ha che ���௫՜ିஶ ݁௫ ൌ ݅݊ ௫݂אሺିஶǡ଴ሻ݁௫ ൌ Ͳ. 
Se si prende ���௫՜௕ష ݂ሺݔሻ, si ha che ���௫՜ାஶ ݁௫ ൌ ሺ଴ǡାஶሻ݁௫א௫݌ݑݏ ൌ ൅λ. 
Per p = 0, invece, si avrà che: 
���௫՜଴ష ݁௫ ൌ ሺିஶǡ଴ሻ݁௫א௫݌ݑݏ ൌ ͳ. 
���௫՜଴శ ݁௫ ൌ ݅݊ ௫݂אሺ଴ǡାஶሻ݁௫ ൌ ͳ. 
Limite destro e limite sinistro coincidono, quindi ���௫՜଴ ݁௫ ൌ ͳ ൌ ݂ሺͲሻ. 
Generalizzando, ���௫՜௣ ݁௫ ൌ ݁௣ǡ ݌׊ א  Ǥࡾ
 
 

3.3 Algebra dei Limiti 
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Teorema della Somma Algebrica dei Limiti 
Siano f: A ك�RÆR, g: A ك�RÆR e sia p punto di accumulazione per A.  
Se ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ଵ א ഥ e ���௫՜௣ࡾ ݃ሺݔሻ ൌ ݈ଶ א ഥ, allora ���௫՜௣ࡾ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ ൌ ݈ଵ ൅ ݈ଶ, purchè l1 e l2 non siano infiniti di 
segno opposto. 
 
Vale quindi la seguente tabella: 

+ g l2 א R ൅λ െλ 

f     

l1 א R  l1 + l2 ൅λ െλ 

൅λ  ൅λ ൅λ ? 

െλ  െλ ? െλ 

 
Il Teorema non può predire in anticipo cosa accadrà nel caso della somma tra infiniti di segno opposto: potranno 
verificarsi 4 diverse situazioni. 

1. ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ ൌ െλ 
Esempio: f(x) = x; g(x) = -x2. 

2. ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ ൌ ൅λ 
Esempio: f(x) = -x; g(x) = x2 

3. ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ ൌ ݈ א  ࡾ
Esempio: f(x) = x + 3; g(x) = -x 

4. ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ�non esiste 
Esempio: f(x) = x; g(x) = sen x 

Quella della somma di infiniti con segno opposto viene quindi definita Forma di Indecisione. 
 

È inoltre possibile individuare una tabella per il prodotto tra i limiti: 

x g l2 א R\ሼͲሽ Ͳ േλ 

f     

l1 א R\ሼͲሽ  l1 ή l2 Ͳ േλ 

0  Ͳ Ͳ ? 

േλ  േλ ? േλ 

 

La Forma di Indecisione, in questo caso, è la moltiplicazione േλ ή Ͳ. 
 
Per quanto riguarda il Quoziente tra limiti, si ottiene: 

/ g l2 א R\ሼͲሽ Ͳ േλ 
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Le Forme di Indecisione saranno quindi ଴଴  e േஶേஶ . 

Inoltre, si ricordano tra le F.I. anche le esponenziali ͳஶ, Ͳ଴ e λ଴. 
 
 

3.4 Continuità di una Funzione 

x Sia f: A ك�RÆR e sia pא� A un punto di accumulazione per A. f(x) si dice CONTINUA in p quando ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ
݂ሺ݌ሻ. 

Si nota che, se p è un punto isolato di A, allora f(x) sarà sicuramente continua in p. 
La definizione, quindi, fallisce quando la f(x) ha dei punti di discontinuità nei punti di accumulazione di A (anche nei punti 
di accumulazione che non appartengono ad A). 
Le funzioni elementari sono continue per ogni punti che appartiene al loro dominio (ma non necessariamente per ogni 
punto che appartiene a R). 
 
3.4.1 Punti di Discontinuità 
I punti di discontinuità che si possono trovare in una funzione di dividono i 3 specie: 

1. Punti di Discontinuità di Prima Specie ;͞Salto͟Ϳ͘ 
Sia f: A ك�RÆR e sia pא� A un punto di accumulazione per A. Si dice che p è WhEdK��/��/^�KEd/Eh/d�͛��/�WZ/D��
SPECIE per f quando ���௫՜௣ష ݂ሺݔሻ ൌ ݈ଵ א ǡࡾ ���௫՜௣శ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ଶ א ଵ݈ ,ࡾ ് ݈ଶ. 
/ů�͞ƐĂůƚŽ͟�ŶĞů�ŐƌĂĨŝĐŽ�Ěella funzione sarà uguale a ȁ݈ଵ െ ݈ଶȁ. 
 

2. Punti di Discontinuità di Seconda Specie ;͞Discontinuità Essenziale͟Ϳ͘ 
Sia f: A ك�RÆR e sia pא� A un punto di accumulazione per A. Si dice che p è WhEdK��/��/^�KEd/Eh/d�͛��/�
SECONDA SPECIE per f quando almeno uno dei limiti destro o sinistro per x՜p è uguale a േλ, oppure non esiste. 
/Ŷ�ƋƵĞƐƚŽ�ĐĂƐŽ͕�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�Ăǀƌă�ƵŶ�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ǀĞƌƚŝĐĂůĞ͖�ŝů�͞ƐĂůƚŽ͟�ƐĂƌă�Ěŝ�ĂŵƉŝĞǌǌĂ�ŝŶĨŝŶŝƚĂ͘ 
 

3. Punti di Discontinuità di Terza Specie ;͞Eliminabile͟Ϳ͘ 
Sia f: A ك�RÆR e sia pא� A un punto di accumulazione per A. Si dice che p è WhEdK��/��/^�KEd/Eh/d�͛��/�d�Z���
SPECIE per f quando ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈� א ሻ݌ma ݂ሺ ,ࡾ ് ݈ (ovvero, p non appartiene a Dom(f)). 
 
 

3.4.2 Limite di una Funzione Composta 
Per calcolare il limite di una funzione composta f(g) è fondamentale prendere come ipotesi la continuità di questa 
funzione nel punto y0. 

f     

l1 א R\ሼͲሽ  l1 / l2 േλ Ͳ 

0  Ͳ ? 0 

േλ  േλ േλ ? 
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Si supponga, quindi, di avere f(y) continua in y0 e g(x) tale che ���௫՜௫బ ݃ሺݔሻ ൌ ଴Ǥ�Se si vuole calcolare ���௫՜௫బݕ ݂൫݃ሺݔሻ൯, 
dal momento che f(x) è continua in x0, si avrà che ���௫՜௫బ ݂൫݃ሺݔሻ൯ ൌ ݂ሺݕ଴ሻ. 
Quindi, il limite di una funzione composta sarà ࢞ܕܑܔ՜࢞૙ ሺ࢞ሻ൯ࢍ൫ࢌ ൌ ՜࢞૙࢞ܕܑܔሺࢌ  ሺ࢞ሻሻ�Ǥࢍ
 

Esempio: f(x) = ey; g(x) = x2. 

���௫՜଴ ݁
௫మ ൌ ݁୪୧୫ೣ՜బ௫

మ ൌ ݁଴ ൌ ͳ 

 
 

3.4.3 Conservazione della Continuità 
La somma, la differenza e il prodotto di due funzioni continue daranno come risultato una funzione continua. 
Per quanto riguarda il quoziente tra due funzioni continue, invece, il risultato sarà una funzione continua se il 
denominatore del rapporto sarà diverso da 0. 
 
Anche la composizione tra due funzioni continue conserva la continuità: se f: A ك�RÆR e g: B ك�RÆR, Im (g) ك�Dom (f). 
Pertanto, se f è continua in y0 e g è continua in x0, con g(x0) = y0, allora f(g) sarà continua in x0. 
 
Per quanto riguarda la funzione inversa Ěŝ�ƵŶĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ĐŽŶƚŝŶƵĂ͕�ĂŶĐŚ͛ĞƐƐĂ�ĐŽŶƐĞƌǀĞƌă�ůĂ�ƐƵĂ�ĐŽŶƚŝŶƵŝƚă͗�ƐĞ�f: A ك�RÆR è 
iniettiva e continua in x0 א A, allora f-1(y) sarà continua in y0 = f(x0). 
 
 

3.5 Calcolo dei Limiti 
 
3.5.1 Confronto tra Infiniti 
Siano f(x) e g(x) due funzioni tali che ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ േλ e ���௫՜௣ ݃ሺݔሻ ൌ േλ, con p ੣ R. 

Volendo calcolare ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ, si aprono 4 possibili alternative: 

 

1. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ േλ, f(x) è INFINITO DI GRADO SUPERIORE di g(x). 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
௫ర
௫య ൌ ݈݅݉௫՜ାஶ ݔ ൌ ൅λǤ 

 

2. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ Ͳ, f(x) è INFINITO DI GRADO INFERIORE di g(x). 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
௫య
௫ర ൌ ݈݅݉௫՜ାஶ

ଵ
௫ ൌ ͲǤ 

 

3. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ݈ א  .ഥ̳ሼͲሽ, f(x) e g(x) sono INFINITI DELLO STESSO GRADOࡾ

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
ଷ௫మିଶ
ଶ௫మାଷ ൌ

ଷ
ଶǤ 

 

4. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ�non esiste, f(x) e g(x) sono INFINITI NON CONFRONTABILI. 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
௫ሺ௦௘௡మ௫ሻ

௫ ൌ ���௫՜ାஶ  .non esiste  ݔଶ݊݁ݏ

 
 
3.5.2 Confronto tra Infinitesimi 
Siano f(x) e g(x) due funzioni tali che ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ Ͳ e ���௫՜௣ ݃ሺݔሻ ൌ Ͳ, con p ੣ R. 
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Volendo calcolare ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ, si aprono 4 possibili alternative: 

 

1. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ Ͳ, f(x) è INFINITESIMO DI GRADO SUPERIORE di g(x). 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
௫షర
௫షయ ൌ ݈݅݉௫՜ାஶ

ଵ
௫ ൌ ͲǤ 

 

2. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ േλ, f(x) è INFINITESIMO DI GRADO INFERIORE di g(x). 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
ሺభమሻ

ೣ

ቀభయቁ
ೣ ൌ ݈݅݉௫՜ାஶሺଷଶሻ

௫ ൌ ൅λǤ 

 

3. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ݈ א  .ഥ̳ሼͲሽ, f(x) e g(x) sono INFINITESIMI DELLO STESSO GRADOࡾ

Esempio: ���௫՜ାஶ
భ

ౢ౥ౝమ ೣ
భ

ౢ౥ౝయ ೣ
ൌ ���௫՜ାஶ

୪୭୥య ௫
୪୭୥మ ௫

ൌ ���௫՜ାஶ
୪୭୥య ௫
ౢ౥ౝయ ೣ
ౢ౥ౝయ మ

ൌ ���௫՜ାஶ ���ଷ ʹ ൌ ���ଷ ʹ. 

 

4. ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ�non esiste, f(x) e g(x) sono INFINITESIMI NON CONFRONTABILI. 

Esempio: ݈݅݉௫՜ାஶ
ೞ೐೙ೣ
ೣ
௫ ൌ ���௫՜ାஶ

௫ሺ௦௘௡௫ሻ
௫ ൌ ���௫՜ାஶ  .non esiste  ݔ݊݁ݏ

 
 

3.6 I Simboli di Landau 
Nel campo dei limiti, si possono utilizzare anche due simboli detti Simboli di Landau: 
 

x ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ Ͳ Ù ݂ ൌ  ሺ݃ሻ       ;͞Ĩ�ğ�Ž�ƉŝĐĐŽůŽ�Ěŝ�Ő͟Ϳ݋

Il simbolo o definisce tutte le funzioni f che, per x che tende a p, rapportate a g, danno lim = 0. Pertanto, si dice 
che il simbolo o definisce gli infinitesimi. 
In particolare, se f e g sono entrambe infinitesime per x che tende a p, dire che ݂ ൌ  ሺ݃ሻ equivale a dire che f è݋
infinitesimo di ordine superiore rispetto a g per x che tende a p (dal momento che il limite del loro rapporto 
tenderà a 0). 
Quando, invece, f e g sono entrambe infinite per x che tende a p, dire che ݂ ൌ  ሺ݃ሻ equivale a dire che f è infinito݋
di ordine inferiore a g per x che tende a p.  
Inoltre, avviene che ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ א ሻݔÙ ݂ሺ ࡾ ൌ ݈ ൅  ሺͳሻ, dove o(1) rappresenta un errore di݋
approssimazione infinitesimo (f(x) è circa l). 
 

x ݂ሺݔሻ௫՜௣�̱�݃ሺݔሻ Ù ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ͳ    ;͞Ĩ;ǆͿ�ğ�asintotico Ă�Ő;ǆͿ͟Ϳ 

Se ݂ሺݔሻ௫՜௣�̱�݃ሺݔሻ e f(x) e g(x) sono entrambe infinite per x che tende a p, allora saranno infiniti dello stesso 
ordine. 
Allo stesso modo, se ݂ሺݔሻ௫՜௣�̱�݃ሺݔሻ e f(x) e g(x) sono entrambe infinitesime per x che tende a p, allora saranno 
infinitesimi dello stesso ordine. 
Infine, se ݂ሺݔሻ௫՜௣�̱�݃ሺݔሻ, allora ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ���௫՜௣ ݃ሺݔሻ. 
 

hŶ͛ŝŵƉŽƌƚĂŶƚĞ�ƉƌŽƉƌŝĞƚă�ĐŚĞ�ƌŝŐƵĂƌĚĂ�ƋƵĞƐƚŝ�ĚƵĞ�ƐŝŵďŽůŝ�ğ�ůĂ�ƐĞŐƵĞŶƚĞ͗ 
݂ሺݔሻ ൅ ሻ൯ݔ൫݂ሺ݋
݃ሺݔሻ ൅ ሻ൯̱ݔ൫݃ሺ݋

݂ሺݔሻ
݃ሺݔሻ 
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Quindi, si avrà che ���௫՜௣
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ���௫՜௣

௙ሺ௫ሻା௢൫௙ሺ௫ሻ൯
௚ሺ௫ሻା௢൫௚ሺ௫ሻ൯. 

 

Esempio: ���௫՜ାஶ
ଷ௘షೣାଶ௫యିଵ

௫మିଶ௫  

Sia il numeratore che il denominatore tendono a ൅λ. 
In questo caso, si nota che ሺ͵݁ି௫ െ ͳሻ e െʹݔ sono trascurabili nel calcolo del limite; quindi, 

���௫՜ାஶ
ଶ௫యା௢ሺଶ௫యሻ
௫మା௢ሺ௫మሻ , dove ݋ሺʹݔଷሻ ൌ ሺ͵݁ି௫ െ ͳሻ e ݋ሺݔଶሻ ൌ െʹݔ. 

Infatti, si ha che ���௫՜ାஶ
ଷ௘షೣିଵ
ଶ௫య ൌ Ͳ�e ���௫՜ାஶ

ିଶ௫
௫మ ൌ Ͳ, come richiesto dalla definizione di 

͞Ž�ƉŝĐĐŽůŽ͘͟ 

Si può quindi dire che ���௫՜ାஶ
ଷ௘షೣାଶ௫యିଵ

௫మିଶ௫ ൌ ���௫՜ାஶ
ଶ௫య
௫మ ൌ ൅λǤ 

I limiti coincidono perché ଷ௘
షೣାଶ௫యିଵ
௫మିଶ௫ ̱ ଶ௫య

௫మ . 

 
 

3.7 Limiti Notevoli 
՜૙࢞ܕܑܔ .1

࢞�࢔ࢋ࢙
࢞ ൌ ૚ 

Si tratta di un limite che avrebbe forma indeterminata 0/0. Tuttavia, come si può dimostrare tramite il teorema 
del confronto, questo limite è finito e uguale a 1.  
Si può esprimere anche attraverso i simboli di Landau: ௦௘௡௫௫ ൌ ͳ ൅ ሺͳሻǡ݋ ݔ ՜ ͲǤ Questo è un modo per 

approssimare: quando ���௫՜௣ ݂ሺݔሻ ൌ ݈ א ሻݔsi può dire che ݂ሺ ,ࡾ ൌ ݈ ൅ ሺ݈ሻǡ݋ ݔ ՜  Ǥ݌
^ǀŽůŐĞŶĚŽ�ƉŽŝ�ů͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ŽƚƚĞŶƵƚĂ�ĐŽŶ�ŝ�ƐŝŵďŽůŝ�Ěŝ�>ĂŶĚĂƵ͕�Ɛŝ�ŽƚƚŝĞŶĞݔ�݊݁ݏ� ൌ ݔ ൅ ሻǡݔሺ݋ ݔ ՜ Ͳ; questo equivale a 
dire che ݔ̱�ݔ�݊݁ݏǡ ݔ ՜ Ͳ. 
Le due funzioni, quindi, sono asintotiche per questo valore di x: intorno allo 0, le due funzioni tendono a 
ĐŽŝŶĐŝĚĞƌĞ�Ğ�ů͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ƚĞŶĚĞ�Ă�Ϭ͘ 
 

՜૙࢞ܕܑܔ .2
૚ି࢞ܛܗ܋

࢞૛ ൌ ૚
૛ 

Con i simboli di Landau, si ha che ଵିୡ୭ୱ௫௫మ ൌ ଵ
ଶ ൅ ݋ ቀଵଶቁ. 

Svolgendo, si ottiene ͳ െ ��� ݔ ൌ ଵ
ଶ ݔ

ଶ ൅ ଶሻݔሺ݋ ൌ൐ ��� ݔ ൌ ͳ െ ଵ
ଶ ݔ

ଶ ൅  .ଶሻݔሺ݋
Quindi, �ݔ�� ̱ െ ଵ

ଶ ݔ
ଶ ൅ ͳǡ ݔ ՜ Ͳ: la funzione coseno, per x che tende a 0, tende a coincidere con una parabola 

con concavità verso il basso. 
 

՜૙࢞ܕܑܔ .3
࢞�ࢍ࢚
࢞ ൌ ૚ 

Con i simboli di Landau, ݔ�݃ݐ ൌ ݔ ൅ ሻǡݔሺ݋ ݔ ՜ Ͳ ൌ൐ ǡݔ̱�ݔ�݃ݐ ݔ ՜ ͲǤ 
 

՜ାஶ࢞ܕܑܔ .4 ቀ૚ ൅ ૚
࢞ቁ

࢞
� ൌ  ࢋ

Questo limite si presenterebbe come una forma di indecisione esponenziale, del tipo ͳஶ; tuttavia, ha un limite 
finito perché è una funzione monotona e limitata. 
 

՜૙ሺ૚࢞ܕܑܔ .5 ൅ ࢞ሻ
૚
࢞ ൌ  ࢋ

Analogo al precedente, si effettua solo un cambio di variabili. 
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՜૙࢞ܕܑܔ .6 ሺ૚࢔࢒ ൅ ࢞ሻ
૚
࢞ ൌ ՜૙࢞ܕܑܔ

ሺ૚ା࢞ሻ࢔࢒
࢞ ൌ ࢋ�࢔࢒ ൌ ૚ 

Si può quindi scrivere ୪୬�ሺଵା௫ሻ௫ ൌ ͳ ൅ ሺͳሻ݋ ൌ൐ ��ሺͳ ൅ ሻݔ ൌ ݔ ൅ ሻǡݔሺ݋ ݔ ՜ Ͳ. 

Quindi, ��ሺͳ ൅ ǡݔሻ̱ݔ ݔ ՜ Ͳ. 
 

՜૙࢞ܕܑܔ .7
૚ି࢞ࢋ
࢞ ൌ ૚ 

Quindi, ௘
ೣିଵ
௫ ൌ ͳ ൅ ሺͳሻ݋ ൌ൐ ݁௫ െ ͳ ൌ ݔ ൅ ሻݔሺ݋ ൌ൐ ݁௫ െ ͳ�̱ݔ�ǡ ݔ ՜ Ͳ. 

Inoltre, ݁௫ ൌ ݔ ൅ ͳ ൅ ሻݔሺ݋ ൌ൐�݁௫�̱ݔ� ൅ ͳǡ ݔ ՜ ͲǤ 

 

3.8 Asintoti 

x Una retta è un ASINTOTO per una funzione f(x) quando la distanza tra il grafico di f(x) e la retta tende a 0 quando 
ůĂ�ĚŝƐƚĂŶǌĂ�Ěŝ�ƵŶ�ƉƵŶƚŽ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�ĚĂůů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ƚĞŶĚĞ�Ă�λ. 

N.B.: YƵĞƐƚŽ�ŶŽŶ�ƐŝŐŶŝĨŝĐĂ�ĐŚĞ�ŝů�ŐƌĂĨŝĐŽ�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŶŽŶ�ƉŽƐƐĂ�ĂǀĞƌĞ�ŝŶƚĞƌƐĞǌŝŽŶŝ�ĐŽŶ�ů͛ĂƐŝŶƚŽƚŽ͗�ŶĞů�ĐĂƐŽ�Ěŝ�݂ሺݔሻ ൌ ௦௘௡௫
௫ , 

ĂĚ�ĞƐĞŵƉŝŽ͕�ů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ�ğ�ƵŶ�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�;ǀĂůĞ�ůĂ�ĚĞĨŝŶŝǌŝŽŶĞ�ƐŽƉƌĂ�ƌŝƉŽƌƚĂƚĂͿ�ĂŶĐŚĞ�ƐĞ�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŚĂ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�
intersezioni con tale retta.  
 
Gli asintoti di una funzione possono essere di vario genere: 

x ASINTOTO ORIZZONTALE: la retta y = k sarà asintoto orizzontale per la funzione f(x) per ݔ ՜ േλ quando 
���௫՜േஶ ݂ሺݔሻ ൌ ݇ א  Ǥࡾ
 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ௦௘௡௫
௫  

Sappiamo che questa funzione sarà sempre compresa tra i valori -1 e 1, perché vincolata al 
valore di sen x. Il numeratore della funzione, quindi, sarà sempre un numero reale. 
Se si calcola ���௫՜ାஶ ݂ሺݔሻ, si otterrà quindi la situazione Ͳ ൑ ௦௘௡௫

௫ ൑ Ͳǡ ݔ ՜ ൅λ. 

Quindi, ���௫՜ାஶ
௦௘௡௫
௫ ൌ Ͳ͗�Ǉ�с�Ϭ͕�ŽǀǀĞƌŽ�ů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ͕�ƐĂƌă�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ŽƌŝǌǌŽŶƚĂůĞ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�

per ݔ ՜ േλ (la stessa situazione vale per -λ). 
 

x ASINTOTO VERTICALE: la retta x = p si dice asintoto verticale per la funzione f(x) quando ���௫՜௣శ ݂ሺݔሻ ൌ േλ oppure 
���௫՜௣ష ݂ሺݔሻ ൌ േλ. In ogni caso, p deve essere punto di accumulazione del Dominio di f(x). 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ݁
భ
ೣ 

Il Dominio è rappresentato da tutti i valori di R escluso lo 0, che tuttavia è comunque un 
punto di accumulazione del dominio stesso. 
���௫՜଴శ ݂ሺݔሻ ൌ ݁ାஶ ൌ ൅λ: x = 0 sarà asintoto verticale per x che tende a 0 da destra. 
���௫՜଴శ ݂ሺݔሻ ൌ ݁ିஶ ൌ Ͳ: per x che tende a 0 da sinistra, invece, non ci sono asintoti 
verticali. 
Inoltre, questa funzione avrà anche un asintoto orizzontale per ݔ ՜ േλ: è la retta y = 1. 
 

x ASINTOTO OBLIQUO: la retta y = mx + q, con ݉ ് Ͳ, è asintoto obliquo per una funzione f(x) quando ݂ሺݔሻ�̱�݉ݔ ൅
ǡݍ ݔ ՜ േλ e quando ���௫՜േஶ ݂ሺݔሻ ൌ േλ (condizione necessaria). 
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Inoltre, ���௫՜േஶ
௙ሺ௫ሻ
௫ ൌ ݉ǡ݉ א  .ሼͲሽ (condizione necessaria)̳ࡾ

Infine, ���௫՜േஶ ݂ሺݔሻ െ ݔ݉ ൌ ݍ א  .(condizione necessaria e sufficiente) ࡾ
 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ଷ௫మିଶ௫
ଶ௫ିଵ  

���௫՜ାஶ
ଷ௫మିଶ௫
ଶ௫ିଵ ൌ ൅λ: esiste un asintoto obliquo per ݔ ՜ േλ. 

݉ ൌ ���௫՜േஶ
ଷ௫మିଶ௫
ଶ௫ିଵ ή ଵ௫ ൌ

ଷ
ଶ͗�Ɛŝ�ƚƌŽǀĂ�ĐŽƐŞ�ŝů�ĐŽĞĨĨŝĐŝĞŶƚĞ�ĂŶŐŽůĂƌĞ�ĚĞůů͛ĂƐŝŶƚŽƚŽ͘ 

ݍ ൌ ���௫՜േஶ
ଷ௫మିଶ௫
ଶ௫ିଵ ή ଷଶ ݔ ൌ ଵ

ସ: si ƚƌŽǀĂ�ĐŽƐŞ�ĂŶĐŚĞ�ŝů�ǀĂůŽƌĞ�ĚĞůů͛ŽƌĚŝŶĂƚĂ�Ăůů͛ŽƌŝŐŝŶĞ͘ 

>͛ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ŽďůŝƋƵŽ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�ƉĞƌݔ� ՜ േλ, quindi, sarà ݕ ൌ ଷ
ଶ ݔ ൅

ଵ
ସ. 

 
 

3.9 Teoremi sulle Funzioni Continue 
Teorema di Weierstrass. 
Sia f(x) una funzione continua su un insieme A chiuso e limitato. Allora, f(x) ammette massimo e minimo assoluti su A. 
 
N.B.: Questo teorema è soddisfatto e applicabile se e solo se sono soddisfatte tutte e tre le ipotesi, ovvero la continuità 
della funzione in A, la chiusura di A e la limitatezza di A. 
 
 
Teorema dei Valori Intermedi (di Darboux). 
Se f(x) è continua su un intervallo chiuso e limitato [a, b], allora f(x) assume tutti i valori compresi tra il massimo assoluto 
e il minimo assoluto. 

݂ሺሾܽǡ ܾሿሻ ൌ ሾ݉ǡܯሿ 
 
N.B.: /Ŷ�ƋƵĞƐƚŽ�ĐĂƐŽ͕�ů͛ŝƉŽƚĞƐŝ�ƉƌĞǀĞĚĞ�ůĂ�continuità su un intervallo, e non su un insieme come nel teorema di 
Weierstrass. Restano sempre anche le ipotesi della chiusura e della limitatezza ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ŝŶ�ŽŐŐĞƚƚŽ͘ 
 
 
Teorema degli Zeri. 
Sia f(x) continua su un intervallo chiuso e limitato [a, b] e sia ݂ሺܽሻ ή ݂ሺܾሻ ൏ Ͳ. Allora, esiste ܿ א ሺܽǡ ܾሻ tale che ݂ሺܿሻ ൌ Ͳ. 
 
Questo teorema è una conseguenza del Teorema dei Valori Intermedi: se f assume tutti i valori tra m e M e se si ha che m 
< 0 e M > 0, allora f dovrà assumere anche il valore 0. 
 
 
Questi teoremi possono risultare utili per equazioni non risolvibili con i metodi algebrici tradizionali: permetteranno di 
ĐĂƉŝƌĞ�ƐĞ�ƵŶĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ĞƐŝƐƚĞ�Ğ�ĂŶĐŚĞ�Ěŝ�ŝŶĚŝǀŝĚƵĂƌĞ�ů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ŝŶ�ĐƵŝ�Ɛŝ�ƚƌŽǀĂ�ůĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ƐƚĞƐƐĂ͕�ĂƚƚƌĂǀĞƌƐŽ�ŝů�metodo di 
bisezione. 
 

Esempio: ݁௫ ൅ ݔʹ ൌ Ͳ 
݂ሺݔሻ ൌ ݁௫ ൅  è continua su tutto R (dal momento che è la somma di due funzioni ݔʹ
continue). 
Per trovare il punto in cui la funzione assume valore 0, si può scegliere un intervallo in cui la 
funzione assume valori di segno discorde, per poi applicare il teorema degli Zeri. 
݂ሺͲሻ ൌ ͳǢ ݂ሺെͳሻ ൑ Ͳ͗�Đŝ�ƐĂƌă�ƵŶĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�;-1, 0). 
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WĞƌ�ƌŝĚƵƌƌĞ�ů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ŝŶ�ĐƵŝ�Ɛŝ�ƚƌŽǀĂ�ůĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ͕�Ɛŝ�ĂƉƉůŝĐĂ�ŝů�ŵĞƚŽĚŽ�ĚĞůůĂ�ďŝƐĞǌŝŽŶĞ͗�Ɛŝ�
ĚŝŵĞǌǌĂ�ŝů�ǀĂůŽƌĞ�Ěŝ�ƵŶŽ�ĚĞŐůŝ�ĞƐƚƌĞŵŝ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ, cercando di applicare ancora il 
teorema. 

݂ ቀെଵ
ଶቁ ൏ Ͳ͗�Đŝ�ƐĂƌă�ƵŶĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ቀെ ଵ

ଶ ǡ Ͳቁ. 

݂ ቀെଵ
ସቁ ൐ Ͳ͗�Đŝ�ƐĂƌă�ƵŶĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ቀെ ଵ

ଶ ǡ െ
ଵ
ସቁ. 

��ĐŽƐŞ�ǀŝĂ͕�ƌŝĚƵĐĞŶĚŽ�ƐĞŵƉƌĞ�Ɖŝƶ�ů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
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4. Algebra Lineare 
 
4.1 Vettori 
 
4.1.1 Concetti Fondamentali 
Prendendo due qualsiasi insiemi A e B, una delle possibili operazioni che si possono svolgere è il prodotto cartesiano, che 
ĐŽŶƐŝƐƚĞ�ŶĞů�ĨŽƌŵĂƌĞ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Ěŝ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�ĐŽƉƉŝĞ�ŽƌĚŝŶĂƚĞ�ĐŽŵƉŽƐƚĞ�ĚĂ�ƵŶ�ĞůĞŵĞŶƚŽ�Ěŝ���Ğ�ĚĂ�ƵŶ�ĞůĞŵĞŶƚŽ�Ěŝ��͘�/ů�
concetto di coppia ordinata è fondamentale e prevede che AxB sia diverso da BxA. 
ZĂŐŝŽŶĂŶĚŽ�ƐƵůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�R e ponendo sia A che B uguali a R, si avrà che ࡾ� ൈ ࡾ ൌ ૛ࡾ ؔ ሼሺݔǡ ǡݔሻȁݕ ݕ א �ሽ͖�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĐŽƐŞࡾ
ottenuto coinciderà con il piano cartesiano. Stesso discorso vale per ࡾ� ൈ ࡾ ൈ ࡾ ൌ ૜ࡾ ؔ ሼሺݔǡ ǡݕ ǡݔሻȁݖ ǡݕ ݖ א  ሽ, cheࡾ
rappresenta invece lo spazio. 
 
In generale, Rn ğ�ĚĞĨŝŶŝďŝůĞ�ĐŽŵĞ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Ěŝ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�Ŷ-uple ordinate di numeri reali: (x1, x2͕�͙͘͘�͕�ǆn), con xj ੣ R͕�ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͘ 
Ognuna di queste n-uple ordinate si dirà VETTORE di Rn e si potrà indicare, ad esempio, con x. 
Ad esempio, (1, 2) sarà un vettore di R2 e sarà diverso dal vettore (2, 1): si parla infatti di coppie ordinate. 
 
Per quanto riguarda le notazioni, in algebra lineare si distingue tra componenti j-esime del vettore (x1, x2͕�͙�͕�ǆn) e vettori 

(x1, x2͕�͙Ϳ͘�WĞƌƚĂŶƚŽ͕�x1 ൌ ቈݔଵ
ଵ

ଶଵݔ
቉, x2 ൌ ቈݔଵ

ଶ

ଶଶݔ
቉, x3 ൌ ቈݔଵ

ଷ

ଶଷݔ
቉. 

 

I vettori possono inoltre essere espressi come vettori riga (x1, x2͕�͙�͕�ǆn) o vettori colonna, in scrittura matriciale ቂݔଵݔଶቃ. Un 

vettore riga si può indicare anche come x͛�o come xT (ovvero x trasposto) e si può indicare con [x1, x2]. 
 
In Rn si possono individuare anche dei vettori fondamentali, detti anche versori, che si indicano con e1, e2͕�͙�͕�en. I versori 
hanno fino a n componenti e si formano ponendo 1 in una determinata componente del vettore e 0 in tutte le altre: ad 

esempio, facendo il caso di R3, i versori saranno e1 = ൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩, e2 = ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩ ed e3 = ൥

Ͳ
Ͳ
ͳ
൩. 

 
Graficamente, in una rappresentazione cartesiana, un vettore di R2 si potrà rappresentare sia come un punto del piano 
ĐŚĞ�ĐŽŵĞ�ůĂ�ĨƌĞĐĐŝĂ�;ĂƉƉƵŶƚŽ͕�ŝů�ǀĞƚƚŽƌĞͿ�ĐŚĞ�ĐŽŶŐŝƵŶŐĞ�ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ĚĞŐůŝ�ĂƐƐŝ�ĐŽŶ�ŝů�ƉƵŶƚŽ�ƐƚĞƐƐŽ͘ 
 
 
ϰ͘ϭ͘Ϯ�^ƚƌƵƚƚƵƌĂ�Ě͛KƌĚŝŶĞ�ĚĞŝ�sĞƚƚŽƌŝ 
Dati due vettori x e y entrambi appartenenti a Rn, si può avere che: 

x x = y se e solo se xj = yj, ׊ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͖ 
x x > y quando xj > yj, ׊ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͖ 
x x ൒ y quando xj ൒ yj, ׊ũ�с�ϭ�͙�Ŷ�ma x ് y; 
x x ൒ y quando xj ൒ yj, ׊ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͘ 

Ne consegue che, se x > y, allora x ൒ y e x ൒ y. 

Esistono dunque vettori, come ቂʹͳቃ e ቂͳʹቃ͕�ĐŚĞ�ŶŽŶ�ƌŝƐƵůƚĂŶŽ�ĐŽŶĨƌŽŶƚĂďŝůŝ͗�ů͛ŽƌĚŝŶĂŵĞŶƚŽ�ŶŽŶ�ğ�ĐŽŵƉůĞƚŽ͕�ĞƐŝƐƚĞ�ƵŶĂ�

ƐƚƌƵƚƚƵƌĂ�Ě͛ŽƌĚŝŶĞ�ƉĂƌǌŝĂůĞ.  
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4.1.3 Struttura Algebrica dei Vettori 
Compongono la struttura algebrica dei vettori 3 operazioni: 

x Somma tra Vettori: siano dati x, y ੣ Rn. Si dice SOMMA tra x e y il vettore z ੣ Rn tale che zj = xj + yj͕�ĐŽŶ�ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͘ 

Esempio: ൥
ͳ
െʹ
͵
൩ ൅ ൥

ͳ
Ͷ
ξʹ

൩ ൌ ൥
ʹ
ʹ

͵ ൅ ξʹ
൩ 

La somma tra vettori gode delle proprietà commutativa e associativa͖�ĞƐŝƐƚĞ�ů͛elemento neutro: è il vettore o. 
Graficamente, si può calcolare utilizzando la regola del parallelogramma. 
 

x Prodotto per uno Scalare (o Prodotto Esterno): siano dati x ੣ Rn Ğ�ɲ�੣ R. Si dice PRODOTTO ESTERNO ƚƌĂ�ɲ�Ğ�x 
;ɲx) un vettore z ੣ Rn tale che zj с�ɲǆj͕�ĐŽŶ�ũ�с�ϭ�͙�Ŷ͘ 

Esempio: െʹ ή ൥
͵
ͳ
െͶ

൩ ൌ ൥
െ͸
െʹ
ͺ
൩ 

Il prodotto esterno gode delle proprietà commutativa, associativa, distributiva͘�>͛elemento neutro ğ�ɲ�с�ϭ͘ 
Graficamente, il prodotto esterno identifica una retta su cui giace il vettore x. 
 

x Prodotto Scalare (o Prodotto Interno): siano dati x, y ੣ Rn. Si dice PRODOTTO INTERNO tra x e y il numero z ੣ R 
tale che: ݖ ൌ σ ௝ݔ ή ௝௡ݕ

௝ୀଵ ൌ ଵݔ ή ଵݕ ൅ ଶݔ ή ଶݕ ൅ ൅ڮ ௡ݔ ή  ௡ݕ

Esempio: ൥
െͳ
ʹ
͵
൩ ή ൥

ͳ
െʹ
ͳ
൩ ൌ െͳ ൅ ሺെͶሻ ൅ ͵ ൌ െʹ 

Il prodotto interno si può indicare con x ή y, <x, y>, (x; y), xTy. 
In questa operazione non vale la legge di annullamento del prodotto: il prodotto di due vettori non nulli, infatti, 

può dare 0. Questo avviene quando si svolge il prodotto di due vettori ortogonali, come ቂെʹͳ ቃ e ቂͳʹቃ. 

Tuttavia, anche il vettore nullo ቂͲͲቃ è in grado di annullare un prodotto interno. 

 
Un altro concetto importante è quello di norma euclidea: 

x Dato x ੣ Rn si dice NORMA EUCLIDEA di x ŝů�ŶƵŵĞƌŽ�ɲ�с�ඥ࢞ ή ࢞ ൌ ටσ ࢞௝ଶ௡
௝ୀଵ ൌ ȁห࢞หȁ. La norma euclidea 

corrisponde al modulo del vettore, ovvero alla sua lunghezza sul piano cartesiano. 

Esempio: ะ൥
െͳ
ʹ
͵
൩ะ ൌ ඥሺെͳሻଶ ൅ ʹଶ ൅ ͵ଶ ൌ ξͳͶ 

 
4.1.4 Dipendenza e Indipendenza Lineare 

x Siano dati i vettori x1, x2, x3͕�͙�͕�xk ੣ Rn. Essi sono LINEARMENTE DIPENDENTI quando almeno uno di loro può 
essere espresso come combinazione lineare dei rimanenti. 
Essi sono LINEARMENTE INDIPENDENTI altrimenti, ovvero quando nessuno di loro può essere espresso come 
combinazione lineare dei rimanenti.  
 

Serve quindi una definizione di combinazione lineare: 
x Siano dati i vettori x1, x2, x3͕�͙�͕�xk ੣ Rn e i pesi (coefficienti) c1, c2͕�͙�͕�Đk ੣ R. Si dice COMBINAZIONE LINEARE dei 

vettori x1͕�͙�͕�xk con pesi c1͕�͙�͕�Đk il vettore y ੣ Rn tale che: 
y = σ ௝ܿ ή ࢞௝௞

௝ୀଵ  
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Esempio: si prendono i vettori ൥
ͳ
െʹ
ͳ
൩�൥

͵
ͳ
Ͳ
൩ ൥

Ͷ
ͳ
െͳ

൩ ൥
Ͳ
Ͳ
ʹ
൩�e si stabiliscono i pesi 2, -1, 0, 3. 

y = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c4x4 = ʹ ή ൥
ͳ
െʹ
ͳ
൩ ൅ ሺെͳሻ ή ൥

͵
ͳ
Ͳ
൩ ൅ Ͳ ή ൥

Ͷ
ͳ
െͳ

൩ ൅ ͵ ή ൥
Ͳ
Ͳ
ʹ
൩ ൌ ൥

ʹ
െͶ
ʹ
൩ ൅�൥

െ͵
െͳ
Ͳ
൩ ൅

൥
Ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ൥

Ͳ
Ͳ
͸
൩ ൌ ൥

െͳ
െͷ
ͺ
൩, combinazione lineare. 

 
Teorema della Dipendenza Lineare. 
I vettori x1͕�͙�͕�xk ੣ Rn sono linearmente indipendenti se e solo se σ ௝ܿ ή ࢞௝௞

௝ୀଵ ൌ ࢕ ൌ൐� ௝ܿ ൌ Ͳ݆׊�. 
Sono linearmente dipendenti, invece, se esistono pesi c1, c2͕�͙�͕�Đk ੣ R non tutti nulli tali che σ ௝ܿ ή ࢞௝௞

௝ୀଵ ൌ  .࢕
 

Esempio: verificare la dipendenza/indipendenza lineare. 

Si prendano ܿଵ ή ൥
ͳ
ʹ
െͳ

൩ ൅ ܿଶ ή ൥
ʹ
͵
͵
൩ ൅ ܿଷ ή ൥

ʹ
ʹ
ͺ
൩ ൌ ൥

Ͳ
Ͳ
Ͳ
൩. 

Se si verifica questa situazione e almeno uno dei tre pesi è diverso da 0, allora i tre vettori 
saranno linearmente dipendenti.  
Quindi, si svolge il prodotto per gli scalari e si mette tutto a sistema; le soluzioni del sistema 
corrisponderanno ai pesi e permetteranno di verificare la dipendenza/indipendenza dei 
vettori. 

൥
ܿଵ ή ͳ
ܿଵ ή ʹ

ܿଵ ή ሺെͳሻ
൩ ൅ ൥

ܿଶ ή ʹ
ܿଶ ή ͵
ܿଶ ή ͵

൩ ൅ ൥
ܿଷ ή ʹ
ܿଷ ή ʹ
ܿଷ ή ͺ

൩ ൌ ൥
Ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ 

൝
ܿଵ ൅ ʹܿଶ ൅ ʹܿଷ ൌ Ͳ
ʹܿଵ ൅ ͵ܿଶ ൅ ʹܿଷ ൌ Ͳ
െܿଵ ൅ ͵ܿଶ ൅ ͺܿଷ ൌ Ͳ

ൌ൐൝
ܿଵ ൌ െʹܿଶ െ ʹܿଷ

െͶܿଶ െ Ͷܿଷ ൅ ͵ܿଶ ൅ ʹܿଷ
ʹܿଶ ൅ ʹܿଷ ൅ ͵ܿଶ ൅ ͺܿଷ ൌ Ͳ

ൌ Ͳ 

൝
ܿଵ ൌ Ͷܿଷ െ ʹܿଷ ൌ ʹܿଷ

ܿଶ ൌ െʹܿଷ
െͶܿଷ ൅ ʹܿଷ െ ͸ܿଷ ൅ ͺܿଷ ൌ Ͳ ൌ൐ ଷܿ�׊�݋݈݀݅ܽݒ

 

൝
ܿଵ ൌ ʹܿଷ
ܿଶ ൌ െʹܿଷ
ܿଷ א� ࡾ

 

�ŝ�ƐŽŶŽ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ƐŽůƵǌŝŽŶŝ�ŶŽŶ�ŶƵůůĞ͗�Đ͛ğ�dipendenza lineare. 
 

Si possono fare alcune osservazioni sulla questione della dipendenza o indipendenza lineare: 
� Se in un gruppo di vettori si trova o, allora questi vettori sono sicuramente dipendenti: il vettore nullo crea 

dipendenza lineare. 
� Un vettore x ੣ Rn preso da solo è linearmente indipendente se è diverso dal vettore nullo; o è linearmente 

dipendente anche se preso da solo. 
� Due vettori ੣ Rn sono linearmente dipendenti se e solo se sono proporzionali. 
� I vettori fondamentali (versori) sono linearmente indipendenti. 

 

4.2 Spazi Vettoriali 

x X ك Rn si dice SOTTOSPAZIO VETTORIALE di Rn quando gode delle seguenti proprietà: 
o Chiusura rispetto al prodotto esterno: ࢞׊ א ܺǡ ߙ׊ א ǡࡾ ࢞ߙ א ܺǤ 
o Chiusura rispetto alla somma: ࢞׊ǡ ࢟ א ܺǡ ࢞ ൅ ࢟ א� ܺ. 
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È possibile comprendere meglio la definizione attraverso alcuni esempi: 
 

Esempio: ܣ ؔ ቄ࢞ א ଶȁ࢞ࡾ ൌ ߙ ቂʹͳቃ ǡ ߙ א  .ቅࡾ

Graficamente, A rappresenta la retta su cui giace il vettore ቂʹͳቃ: si tratta di una retta 

passante per ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ĚĞŐůŝ�ĂƐƐŝ͘ 
Dal punto di vista algebrico-analitico͕�ŝŶǀĞĐĞ͕���ğ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Ěŝ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�ƉŽƐƐŝďŝůŝ�ĐŽŵďŝŶĂǌŝŽŶŝ�

lineari di ቂʹͳቃǤ 
Si può notare come A goda delle due proprietà di chiusura: 

- Moltiplicando x ̿���ƉĞƌ�Ŭ�̿�R, si ottiene un altro elemento di A: chiusura rispetto al 
prodotto esterno. 

- Sommando 2 elementi di A, si ottiene un altro elemento di A: chiusura rispetto alla 
somma. 

Quindi, si può dire che A sia un sottospazio vettoriale di R2. 
 

Esempio: ܺ ؔ ൝࢞ א ଷȁ࢞ࡾ ൌ ߙ ൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ߚ ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩ ǡ ǡߙ ߚ א  .ൡࡾ

Algebricamente͕�y�ğ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Ěŝ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�ĐŽŵďŝŶĂǌŝŽŶŝ�ůŝŶĞĂƌŝ�Ěŝ�e1 ed e2. 
'ƌĂĨŝĐĂŵĞŶƚĞ͕�ŝŶǀĞĐĞ͕�y�ƌĂƉƉƌĞƐĞŶƚĂ�ƵŶ�ƉŝĂŶŽ�ƉĂƐƐĂŶƚĞ�ƉĞƌ�ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ĚĞŐůŝ�ĂƐƐŝ͘ 
Anche X gode delle proprietà di chiusura, pertanto sarà un sottospazio vettoriale di R3. 
 

Esempio: ଵܺ ؔ ൝࢞ א ଷȁ࢞ࡾ ൌ ߙ ൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ߚ ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩ ൅ ߛ ൥

ͳ
ͳ
Ͳ
൩ ǡ ǡߙ ǡߚ ߛ א  .ൡࡾ

/Ŷ�ƋƵĞƐƚŽ�ĐĂƐŽ͕�Ɛŝ�ŽƚƚŝĞŶĞ�ƵŶ�ƐŽƚƚŽƐƉĂǌŝŽ�ǀĞƚƚŽƌŝĂůĞ�ƵŐƵĂůĞ�Ă�y�ĚĞůů͛ĞƐĞŵƉŝŽ�ƉƌĞĐĞĚĞŶƚĞ͗�ƋƵŝ�ğ�
stato aggiunto un terzo vettore generatore che risulta dipendente rispetto agli altri due ed è 
pertanto inutile ai fini della definizione del sottospazio. 
 

 Esempio:�ܺଶ ؔ ൝࢞ א ଷȁ࢞ࡾ ൌ ߙ ൥
ͳ
ͳ
Ͳ
൩ ǡ ߙ א  .ൡࡾ

Si tratta di un insieme più piccolo rispetto al precedente, che va a identificare una retta 
ƉĂƐƐĂŶƚĞ�ƉĞƌ�ů͛ŽƌŝŐŝŶĞ. Si tratta comunque di un sottospazio vettoriale, dal momento che 
gode delle proprietà di chiusura. 
 

Esempio:�ܺଷ ؔ ൝࢞ א ଷȁ࢞ࡾ ൌ ߙ ൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ǡ ߙ א  .ൡࡾ

YƵĞƐƚ͛ƵůƚŝŵŽ�ĞƐĞŵƉŝŽ�ğ�ƵŶ�ĂůƚƌŽ�sottospazio vettoriale che identifica una retta coincidente 
ĐŽŶ�ů͛ĂƐƐĞ�ǆ1. 
 

N.B.: In R, sono sottospazi vettoriali o e lo stesso insieme R. 
          In R2, sono sottospazi vettoriali o, le rette passanti per o e R2 stesso. 
          In R3, sono sottospazi vettoriali o, le rette passanti per o, i piani passanti per o e R3 stesso. 
          In conclusione, un sottospazio vettoriale deve passare per o. 
 
Si può dare una definizione di sottospazio vettoriale anche da un punto di vista costruttivo: 
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x Siano dati i vettori x1, x2͕�͙�͕�xk ̿�Rn. Si dice SOTTOSPAZIO VETTORIALE di Rn generato dai vettori assegnati 
ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĐŽƐƚŝƚƵŝƚŽ�ĚĂ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�ůŽƌŽ�ƉŽƐƐŝďŝůŝ�combinazioni lineari. 
Tali vettori, quindi, si diranno GENERATORI o SOSTEGNO del sottospazio vettoriale. 
 

�ĞƚƚŽ�ƋƵĞƐƚŽ͕�Ɛŝ�ƉƵž�ƉĂƐƐĂƌĞ�Ă�ĚĞƚĞƌŵŝŶĂƌĞ�ƋƵĂůĞ�ƐŝĂ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ŵŝŶŝŵĂůĞ�Ěŝ�ŐĞŶĞƌĂtori di un generico sottospazio 
vettoriale, ovvero la sua Base: 

x Sia X un sottospazio vettoriale di Rn. Si dice BASE di X un insieme di vettori che gode di due proprietà: 
o I vettori generano X (sono sostegno di X). 
o I vettori sono linearmente indipendenti. 

 
Teorema (Proprietà della Base) 
Ogni sottospazio vettoriale X di Rn ammette una base finita (composta da un numero finito di elementi). 
Se una Base di X è composta da k vettori, allora tutte le Basi di X sono composte da k vettori. 
In tal caso, se si scelgono in X k vettori linearmente indipendenti, essi costituiranno una sua Base. 
 

x Si dice DIMENSIONE del sottospazio vettoriale X di Rn il numero di elementi che costituisce ogni sua Base. 
 

 
Teorema (Proprietà della Base) (continua) 
Sia X un sottospazio vettoriale di Rn e sia x1, x2͕�͙�͕�xk ̿�y�ƵŶĂ�ƐƵĂ��ĂƐĞ͘��ůůŽƌĂ͕׊� y ̿�y͕�ĞƐŝƐƚŽŶŽ�ĚĞŝ�WĞƐŝ�Đ1, c2͕�͙�͕�Đk ̿�R 
tali che: 

࢟ ൌ෍ ௝ܿ ή ࢞࢐
௞

௝ୀଵ
 

Ovvero, y può essere ottenuto come combinazione lineare degli elementi della base.  
Tale scelta dei pesi cj è unica. 
c1, c2͕�͙�͕�Đk ̿�R prendono il come di COORDINATE del vettore y rispetto alla base assegnata. 
 

Esempio: ܺ ൌ ൝࢞ ൌ ߙ ൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ߚ ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩ൡ.       ൥

ͳ
Ͳ
Ͳ
൩�e ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩sono le Basi di X. 

Si prende un vettore qualsiasi appartenente a X, ad esempio ൥
͵
െʹ
Ͳ
൩. 

Questo vettore appartiene a X perché esistono dei pesi che permettono di esprimerlo come 
combinazione lineare della base assegnata: 

൥
͵
െʹ
Ͳ
൩ ൌ ͵ ൥

ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ሺെʹሻ ൥

Ͳ
ͳ
Ͳ
൩ 

DĂ�ƉƌĞŶĚĞŶĚŽ�ƵŶ͛ĂůƚƌĂ�ďĂƐĞ͕�ĐŽŵĞ�൥
ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൥
ͳ
ͳ
Ͳ
൩, il vettore risulta sempre una combinazione 

lineare:  

൥
͵
െʹ
Ͳ
൩ ൌ ͷ ൥

ͳ
Ͳ
Ͳ
൩ ൅ ሺെʹሻ ൥

ͳ
ͳ
Ͳ
൩ 

Pertanto, si avrà che le coordinate del vettore per la 1° Base assegnata sono (3, -2) mentre, 
per la 2° Base assegnata, sono (5, -2). 
Le coordinate di uno stesso vettore cambiano se si cambia la Base. 
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Si può notare che, in Rn, esistono n vettori fondamentali (e1͕�͙�͕�en) che, essendo linearmente indipendenti, possono 
essere considerati generatori di Rn: sono in grado di generare qualsiasi vettore di Rn e, pertanto, e1͕�͙�͕�en è una Base di 
Rn. 
Quando si ha una base formata da vettori fondamentali, si parla di BASE CANONICA.  
Pertanto, si possono fare tre osservazioni: 

- Dim(Rn) = n 
- Se in Rn si scelgono n vettori linearmente indipendenti, si trova una Base di Rn. 
- Se una Base è canonica, le coordinate di un vettore sono uguali alle componenti del vettore stesso. 

 

4.3 Le Matrici 
 
4.3.1 Concetti Fondamentali 
Una MATRICE è una tabella di numeri ordinati su righe e colonne. 

ܣ ൌ ൤ ʹ ͵ Ͳ
െͳ ξʹ ͺ൨ è una matrice con 2 righe e 3 colonne: è quindi una matrice di ordine (2, 3) o anche 2x3. In generale, 

 .ሺ௠ǡ௡ሻ indica una matrice mxn, con m righe e n colonneܣ
/Ŷ�ƵŶĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�ğ�ĨŽŶĚĂŵĞŶƚĂůĞ�ů͛ŽƌĚŝŶĂŵĞŶƚŽ�ĚĞŝ�ŶƵŵĞƌŝ͗�ƐĞ�Ɛŝ�ĐĂŵďŝĂŶŽ�Ěŝ�ƉŽƐƚŽ�ĚƵĞ�ĞůĞŵĞŶƚŝ�Ěŝ�ƵŶĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ͕�Ɛŝ�
ottiene una matrice diversa. 
Una matrice può essere espressa anche come ܣ ൌ ൣܽ௜௝൧ǡ ݅ ൌ ͳǥ݉Ǣ ݆ ൌ ͳǥ݊, dove ܽ௜௝  ğ�ů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�Ěŝ���ĐŚĞ�ŽĐĐƵƉĂ�
riga i e colonna j. 
Un vettore, quindi, è un caso particolare di matrice con i = 1 oppure j = 1. Un vettore riga, tuttavia, non corrisponderà a 
un vettore colonna con gli stessi elementi: sono vettori uguali ma matrici diverse. 
 
Una SOTTOMATRICE ğ�ƵŶĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�ĐŚĞ�Ɛŝ�ƉƵž�ƚƌŽǀĂƌĞ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�Ěŝ�ƵŶĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ͘ 

Partendo, ad esempio, da ܣ ൌ ൤ ʹ ͵ Ͳ
െͳ ξʹ ͺ൨, saranno sottomatrici ܤ ൌ ቂ ʹ Ͳ

െͳ ͺቃ (si sono prese la 1° e la 3° colonna 

delle due righe) e ܥ ൌ ൣξʹ൧ (sottomatrice 1x1), ma non ܦ ൌ ቂ ʹ ͵
െͳ ͺቃ (non va bene perché sono stati presi dei numeri 

ĂůůĂ�ƌŝŶĨƵƐĂ͕�ƐĞŶǌĂ�ƐĞŐƵŝƌĞ�ů͛ŽƌĚŝŶĞ�Ěŝ�ƌŝŐŚĞ�Ğ�ĐŽůŽŶŶĞͿ͘� 
 
Una MATRICE QUADRATA è una matrice con lo stesso numero di righe e di colonne (m =n). Questa matrici si dicono di 
ordine n (e non nxn). 

In una matrice quadrata, come ad esempio ൥
͵ ͳ Ͳ
െͳ ξʹ ͺ
െͳ ʹ ʹ

൩, si possono individuare una diagonale principale (che va da 

nord-ovest a sud-est, quindi, nel nostro caso, da 3 a 2) composta dagli elementi ܽ௜௜ǡ ݅ ൌ ͳǥ݊ e una diagonale 
secondaria (che va da nord-est a sud-ovest, ovvero, nel nostro caso, da 0 a -1). 
 
Sempre limitatamente alle matrici quadrate, si può dire che una di esse sia: 

- SIMMETRICA, se ܽ௜௝ ൌ ௝ܽ௜ǡ ǡ݅׊ ݆ ൌ ͳǥ݊ 

Ad esempio, ൥
͵ Ͳ െͳ
Ͳ ξʹ ʹ
െͳ ʹ ͳ

൩͗�Đ͛ğ�ƵŶĂ�ƐŝŵŵĞƚƌŝĂ�ĚĞŐůŝ�ĞůĞŵĞŶƚŝ�ĚĞůůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�ƌŝƐƉĞƚƚŽ�ĂůůĂ�ĚŝĂŐonale principale. 

- DIAGONALE, se ܽ௜௝ ൌ Ͳǡ ݅׊ ് �݆. 
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Ad esempio, ൥
͵ Ͳ Ͳ
Ͳ ξʹ Ͳ
Ͳ Ͳ ͳ

൩: gli elementi sono tutti uguali a 0, a parte quelli della diagonale principale (che può 

comunque contenere 0). 

- TRIANGOLARE SUPERIORE o INFERIORE: ൥
૜ ૚ ૝
Ͳ ξ૛ Ͳ
Ͳ Ͳ ͳ

൩ oppure ൥
͵ Ͳ Ͳ
Ͳ ξ૛ Ͳ
െ૚ ૛ ૚

൩ 

 
4.3.2 Operazioni con le Matrici 

x La TRASPOSIZIONE di una Matrice consiste nel trasformare le righe della Matrice in colonne, e viceversa. Ad 

esempio, se ܣ ൌ ቂʹ െͳ ͵
Ͷ Ͳ ͹ቃ, ܣ

் ൌ ൥
ʹ Ͷ
െͳ Ͳ
͵ ͹

൩. 

Si nota anche che, se A è simmetrica, ܣ ൌ  .்ܣ
 

x La SOMMA di due Matrici A e B può essere svolta solamente se A e B hanno il medesimo ordine (m, n). In tal 
caso, si avrà che ܣ ൅ ܤ ൌ ሺ௠ǡ௡ሻ tale che ܿ௜௝ܥ ൌ ܽ௜௝ ൅ ܾ௜௝ǡ ݅ ൌ ͳǥ݉ǡ ݆ ൌ ͳǥ݊. 

Ad esempio, ൥
ʹ Ͳ
ͳ ͹
െ͵ Ͷ

൩ ൅ ൥
ͳ െʹ
ͺ െʹ
െ͵ െͶ

൩ ൌ ൥
͵ െʹ
ͻ ͷ
െ͸ Ͳ

൩. 

 
x Il PRODOTTO PER UNO SCALARE ɲ�੣ R di una Matrice A di ordine (m, n) sarà ߙ ή ܣ ൌ ሺ௠ǡ௡ሻ tale che ܾ௜௝ܤ ൌ ߙ ή

ܽ௜௝ǡ ݅ ൌ ͳǥ݉ǡ ݆ ൌ ͳǥ݊. 

Ad esempio, ሺെʹሻ ή ൥
ʹ Ͳ
ͳ ͹
െ͵ Ͷ

൩ ൌ ൥
െͶ Ͳ
െʹ െͳͶ
͸ െͺ

൩. 

 
x Il PRODOTTO TRA DUE MATRICI A x B si può svolgere solamente se il numero delle colonne di A è uguale al 

numero delle righe di B (ovvero, se A e B sono conformabili per il prodotto). Quindi, si avrà che ܣሺ௠ǡ௤ሻ ൈ
ሺ௤ǡ௡ሻܤ ൌ  ሺ௠ǡ௡ሻ. Da questo si evince che il prodotto tra due Matrici non gode della proprietà commutativa: A x Bܥ
sarà diverso da B x A e non sempre si potranno svolgere entrambe le operazioni. 
Il risultato di questa operazione, dunque, sarà una Matrice C tale che ܿ௜௝ ൌ ࢏ࢇ ή  ovvero al prodotto scalare ,࢐࢈
tra la i-esima riga di A e la j-esima colonna di B. 
 

Esempio: ܣ ൌ ൥
͵ െͳ
ʹ Ͳ
െʹ ʹ

൩ e B ൌ ቂെͳ ͳ
ʹ െ͵ቃ. 

Il numero di colonne di A è uguale al numero di righe di B: si può procedere, visto che A e B 
sono conformabili per il prodotto. 

Il risultato, la matrice C, avrà ordine (3, 2) e sarà ܥ ൌ ൥
ܿଵଵ ܿଵଶ
ܿଶଵ ܿଶଶ
ܿଷଵ ܿଷଶ

൩. 

Per fare il prodotto, si pensi ad ܣ ൌ ൦
૚ࢇ
૛ࢇ
૜ࢇ
൪, con ࢇ૚ ൌ ሾ͵� െ ͳሿǡ ૛ࢇ ൌ ሾʹ��Ͳሿǡ �૜ࢇ ൌ ሾെʹ��ʹሿ, e a 

B = [࢈૚࢈��૛ሿ, con ࢈૚ ൌ ቂെͳʹ ቃ e ࢈૛ ൌ ቂ ͳെ͵ቃ. 

Quindi, ܿଵଵ ൌ ૚ࢇ ή ૚࢈ ൌ ቂ ͵െͳቃ ή ቂ
െͳ
ʹ ቃ ൌ െͷ 
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ܿଵଶ ൌ ૚ࢇ ή ૛࢈ ൌ ቂ ͵െͳቃ ή ቂ
ͳ
െ͵ቃ ൌ ͸ 

�ĐĐĞƚĞƌĂ͙ 

Alla fine, si troverà che ܥ ൌ ൥
െͷ ͸
െʹ ʹ
͸ െͺ

൩. 

/Ŷ�ƋƵĞƐƚŽ�ĐĂƐŽ͕�ŶŽŶ�Ɛŝ�ƉŽƚƌă�ŝŶǀĞĐĞ�ƐǀŽůŐĞƌĞ�ů͛ŽƉĞƌĂǌŝŽŶĞ���ǆ��͘ 
 

Il Prodotto tra Matrici, oltre a non godere della proprietà commutativa, non segue neanche la legge di annullamento del 
prodotto. 
Inoltre, questa operazione si differenzia dal prodotto algebrico tra numeri, per il quale valgono le proprietà di unicità 
delů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�ŶĞƵƚƌŽ�;ϭͿ�Ğ�ĚĞůů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�ŝŶǀĞƌƐŽ�;ĐŚĞ͕�ƉĞƌ�ǆ͕�ğ�ƵŐƵĂůĞ�Ă�ϭͬǆͿ͘� 
WĞƌ�ƋƵĂŶƚŽ�ƌŝŐƵĂƌĚĂ�ŝů�ƉƌŽĚŽƚƚŽ�ƚƌĂ�ŵĂƚƌŝĐŝ͕�ŝŶĨĂƚƚŝ͕�ů͛elemento neutro è variabile da matrice a matrice: data una matrice 
��Ěŝ�ŽƌĚŝŶĞ�;ŵ͕�ŶͿ͕�ů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�ŶĞƵƚƌŽ�ƐĂƌă�In, ovvero la D�dZ/���/��Ed/d�͛ quadrata, di ordine n, che avrà 1 sulla 
diagonale principale e 0 altrove. 

Presa una matrice qualsiasi ܣ ൌ ൥
ʹ Ͷ
͵ Ͳ
െͳ ͳ

൩, il suo elemento neutro sarà ܫ௡ ൌ ൥
ͳ Ͳ Ͳ
Ͳ ͳ Ͳ
Ͳ Ͳ ͳ

൩, dal momento che ܣሺ௠ǡ௡ሻ ή ௡ܫ ൌ

௠ܫ�Ǥ Se invece il prodotto vede come primo fattorĞ�ů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�ŶĞƵƚƌŽ͕�Ɛŝ�Ăǀƌăܣ ή ሺ௠ǡ௡ሻܣ ൌ  .ܣ
>͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�ŶĞƵƚƌŽ�ğ�ǀĂƌŝĂďŝůĞ�ĂŶĐŚĞ�ƉĞƌĐŚĠ�ŽŐŶŝ�ŵĂƚƌŝĐĞ�Ăǀƌă�Ϯ�ĚŝǀĞƌƐŝ�ĞůĞŵĞŶƚŝ�ŶĞƵƚƌŝ�;ܫ௠ e ܫ௡); soltanto le matrici 
quadrate avranno un solo elemento neutro (perché m = n). 
 
WĞƌ�ƋƵĂŶƚŽ�ƌŝŐƵĂƌĚĂ�ů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ inverso, esso non può esistere per le matrici non quadrate, dal momento che hanno più 
di un elemento neutro. 
Se una matrice A è quadrata di ordine n, però, si dirà MATRICE INVERSA di A la matrice A-1 tale che AA-1 = A-1A = In. 
Per calcolare la matrice inversa, serve il calcolo del Determinante di una matrice quadrata. 
 
 
4.3.3 Determinante di una Matrice Quadrata 

x Si dice DETERMINANTE DI MATRICI QUADRATE un numero reale che si associa a ciascuna matrice quadrata. 

Il calcolo del Determinante ha procedure ĚŝǀĞƌƐĞ�Ă�ƐĞĐŽŶĚĂ�ĚĞůů͛ŽƌĚŝŶĞ�ĚĞůůĂ�ŵĂƚƌŝĐĞ�ƋƵĂĚƌĂƚĂ�Ěŝ�ĐƵŝ�ůŽ�Ɛŝ�ǀƵŽůĞ�ĐĂůĐŽůĂƌĞ͘ 
 
Se si ha ܣሺଵǡଵሻ ൌ ሾܽሿǡ ܣݐ݁݀ ൌ ܽ. 

Se si ha ܣሺଶǡଶሻ ൌ ቂܽଵଵ ܽଵଶ
ܽଶଵ ܽଶଶቃ, ݀݁ܣݐ ൌ ሺܽଵଵ ή ܽଶଶሻ െ ሺܽଵଶ ή ܽଶଵሻ: il determinante sarà uguale alla differenza tra il prodotto 

dei componenti sulla diagonale principale e il prodotto dei componenti sulla diagonale secondaria. 
 

Se si ha ܣሺଷǡଷሻ ൥
ܽଵଵ ܽଵଶ ܽଵଷ
ܽଶଵ ܽଶଶ ܽଶଷ
ܽଷଵ ܽଷଶ ܽଷଷ

൩, si dovrà applicare la Regola di Sarrus: si riportano sulla destra della matrice la prima e 

la seconda colonna, per poi sommare i prodotti tra i componenti che stanno sulla diagonale principale e sulle due 
diagonali ad essa parallele che si sono formate riportando a destra le due colonne. A questo punto, si sommano allo 
stesso modo i prodotti dei componenti che stanno sulla diagonale secondaria e sulle sue parallele, per poi fare la 
differenza tra le due somme ottenute. 
 

Esempio: si vuole trovare ݀݁ݐ ൥
͵ ͳ െʹ
Ͷ Ͳ ͳ
െͳ ʹ െʹ

൩. 
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Si riportano a destra della matrice le prime due colonne e si ottiene: ൥
͵ ͳ െʹ
Ͷ Ͳ ͳ
െͳ ʹ െʹ

൩
͵ ͳ
Ͷ Ͳ
െͳ ʹ

 

A questo punto, si sommano i componenti della diagonale principale e delle sue parallele: 
ൣ൫͵ ή Ͳ ή ሺെʹሻ൯ ൅ ൫ͳ ή ͳ ή ሺെͳሻ൯ ൅ ሺʹ ή Ͷ ή ʹሻ൧ ൌ ሾͲ െ ͳ െ ͳ͸ሿ ൌ െͳ͹. 
Si fa la stessa cosa con la diagonale secondaria e con le sue parallele: ൣ൫െʹ ή Ͳ ή ሺെͳሻ൯ ൅
ሺ͵ ή ͳ ή ʹሻ ൅ ൫ͳ ή Ͷ ή ሺെʹሻ൯൧ ൌ ሾͲ ൅ ͸ െ ͺሿ ൌ െʹǤ 
Il determinante della matrice di partenza sarà quindi uguale a -17 ʹ (-2) = -15.  
 

Se si ha ܣሺ௡ǡ௡ሻǡ ݊ ൒ Ͷ, si dovrà usare il I Teorema di Laplace͕�ƉĞƌ�ŝů�ƋƵĂůĞ�ƐĞƌǀĞ�ů͛ŝŶƚƌŽĚƵǌŝŽŶĞ�ĚĞŝ�ĐŽŶĐĞƚƚŝ�Ěŝ�minore 
complementare e di complemento algebrico. 
 

x Sia A una matrice quadrata di ordine (n, n), con n ൒ 2. Si dice MINORE COMPLEMENTARE ĚĞůů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�Ăij di A il 
determinante della sottomatrice di A ottenuta eliminando da A la riga i e la colonna j. 
 

Esempio: ܣ ൌ ൥
ʹ Ͳ െͳ
͵ ͳ െʹ
െ͵ െͳ ͳ

൩. Si vuole trovare il minore complementare di a12 = 0. 

Si ricava quindi la sottomatrice priva della riga 1 e della colonna 2: ቂ ͵ െʹ
െ͵ ͳ ቃ. Il minore 

complementare di a12 (indicato con m12) sarà ݀݁ݐ ቂ ͵ െʹ
െ͵ ͳ ቃ ൌ െ͵Ǥ 

Allo stesso modo, m22 = ݀݁ݐ ቂ ʹ െͳ
െ͵ ͳ ቃ ൌ െͳ; m32 = ݀݁ݐ ቂʹ െͳ

͵ െʹቃ ൌ െͳǤ 
 

x Sia A una matrice quadrata di ordine (n, n), con n ൒ 2. Si dice COMPLEMENTO ALGEBRICO ĚĞůů͛ĞůĞŵĞŶƚŽ�Ăij di A il 
numero ɲij = ሺെͳሻ௜ା௝ ή ݉௜௝, dove mij è il minore complementare di aij. 
^Ğ�ŝ�н�ũ�ğ�ƉĂƌŝ͕�ɲij = mij͖�ƐĞ�ŝ�н�ũ�ğ�ĚŝƐƉĂƌŝ͕�ɲij = -mij. 
 

Esempio: ܣ ൌ ൥
ʹ Ͳ െͳ
͵ ͳ െʹ
െ͵ െͳ ͳ

൩. 

ଵଶߙ ൌ ሺെͳሻଵାଶ ή ሺെ͵ሻ ൌ ሺെͳሻ ή ሺെ͵ሻ ൌ ͵ ൌ െ݉ଵଶ 
ଶଶߙ ൌ ሺെͳሻଶାଶ ή ሺെͳሻ ൌ ͳ ή ሺെͳሻ ൌ െͳ ൌ ݉ଶଶ 
ଷଶߙ ൌ ሺെͳሻଷାଶ ή ሺെͳሻ ൌ ሺെͳሻ ή ሺെͳሻ ൌ ͳ ൌ െ݉ଷଶ 
 
 

A questo punto, è possibile enunciare il teorema. 
I Teorema di Laplace.  
Sia A una matrice quadrata di ordine (n, n), con n ൒ 2. Il determinante di A coincide con il prodotto tra una linea (riga o 
colonna) di A e il vettore che raccoglie i complementi algebrici degli elementi di tale linea. 
 

Esempio:ܣ� ൌ ൥
ʹ Ͳ െͳ
͵ ͳ െʹ
െ͵ െͳ ͳ

൩. 

Prendendo la colonna 2, si avrà che ��� ܣ ൌ ൥
Ͳ
ͳ
െͳ

൩ ή ൥
͵
െͳ
ͳ
൩ ൌ Ͳ െ ͳ െ ͳ ൌ െ૛. 
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Dopo aver visto i metodi che si possono utilizzare per il calcolo del determinante, è opportuno ricordarne alcune 
proprietà: 

- ��� ܣ ൌ  ;்ܣ���
- Se A è una matrice diagonale, ��� ܣ ൌ ς ܽ௜௜௡

௜ஹଵ , ovvero sarà uguale al prodotto dei componenti che stanno sulla 
diagonale principale. 

- Teorema di Binet. Siano A e B due matrici quadrate di ordine n. ���ሺܤܣሻ ൌ ��� ܣ ή ���  .ܤ
Si può applicare questo teorema al caso della matrice inversa: ܣ ή ଵିܣ ൌ �ܫ ൌ൐ ���ሺܣ ή ଵሻିܣ ൌ ܣ��� ή
��� ଵିܣ ൌ ��� �ܫ ൌ ͳǤ 
Quindi, ��� ଵିܣ ൌ ଵ

ୢୣ୲஺. 

- ��� ܣ ് Ͳ (quindi A è non singolare) se e solo se A è invertibile, quindi se e solo se le colonne (o le righe) di A 
sono linearmente indipendenti. 
��� ܣ ൌ Ͳ (quindi A è singolare) se e solo se A non è invertibile, quindi se e solo se le colonne (o le righe) di A 
sono linearmente dipendenti. 

- �Ăů�ƉƵŶƚŽ�ƉƌĞĐĞĚĞŶƚĞ͕�ĚĞƌŝǀĂ�ĐŚĞ�ƐĞ�Đ͛ğ�ƵŶĂ�ůŝŶĞĂ�Ěŝ���ŶƵůůĂ͕���� ܣ ൌ Ͳ. 
Se due linee di A sono proporzionali, ��� ܣ ൌ Ͳ. 
Il calcolo del determinante può essere quindi usato per verificare la dipendenza o indipendenza lineare di 
vettori. 

 
 
4.3.4 Matrici Inverse 
Come già accennato, è possibile trovare una matrice inversa A-1 soltanto per una matrice A che sia quadrata. 
 
Teorema. 
Sia A una matrice quadrata di ordine (n, n). A è INVERTIBILE (ammette A-1) se e solo se ��� ܣ ് ͲǤ 
 
Teorema. 

La Matrice Inversa, se esiste, è unica ed è ିܣଵ ൌ ଵ
ୢୣ୲஺ ή  .dove Agg A è la matrice aggiunta di A ,ܣ�݃݃ܣ

 
Agg A (detta anche A+ oppure (A*)T) si dice MATRICE AGGIUNTA di A ed è la matrice che raccoglie i complementi 
algebrici degli elementi di A e che viene successivamente trasposta. 
 

Esempio: calcolo di una matrice inversa. 

Viene data ܣ ൌ ൥
ͳ ͵ ͳ
Ͳ ʹ ͳ
െͳ Ͳ െʹ

൩. 

Per verificare che A sia invertibile, si calcola il determinante. det A = - 5: è diverso da 0, 
quindi la matrice di può invertire. 

ଵିܣ ൌ ଵ
ୢୣ୲஺ ή  .bisogna ricavare Agg A, ovvero (A*)T :ܣ�݃݃ܣ

A* è la matrice di tutti i complementi algebrici di A. In questo caso, sarà uguale a 

כܣ ൌ ൥
െͶ െͳ ʹ
͸ െͳ െ͵
ͳ െͳ ʹ

൩. 

Questa matrice va poi trasposta: ሺכܣሻ் ൌ ൥
െͶ ͸ ͳ
െͳ െͳ െͳ
ʹ െ͵ ʹ

൩. 
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A questo punto, si può svolgere il prodotto: ିܣଵ ൌ ଵ
ୢୣ୲஺ ή ܣ�݃݃ܣ ൌ െ ଵ

ହ ή ൥
െͶ ͸ ͳ
െͳ െͳ െͳ
ʹ െ͵ ʹ

൩ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
െۍ

ସ
ହ

଺
ହ

ଵ
ହ

െ ଵ
ହ െ ଵ

ହ െ ଵ
ହ

ଶ
ହ െ ଷ

ହ
ଶ
ହ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
ൌ  .ଵିܣ

 
4.3.5 Rango di una Matrice 

x Sia A una matrice di ordine (m, n). Si dice RANGO di A ( r(A), rA, r ) il massimo numero di righe o di colonne 
linearmente indipendenti.  

Si può quindi dire che ݎ ൑ ݉݅݊ሼ݉ǡ ݊ሽ, ovvero avrà al massimo un valore pari al numero più piccolo tra numero di righe e 
numero di colonne. 
Quando ݎ ൌ ݉݅݊ሼ݉ǡ ݊ሽ, si parla di rango pieno. 
 
Per il calcolo del Rango si possono utilizzare 2 teoremi: 
Teorema. Sia A una matrice di ordine (m, n). r(A) = k se e solo se in A si ha una sottomatrice di ordine (k, k) con 
determinante non nullo e tutte le sottomatrici quadrate di A di ordine (k+1) hanno determinante nullo. 

x Si dice MINORE di A di ordine k un determinante di una sottomatrice (k, k) di A.  

Secondo il teorema precedente, quindi, perché il rango di A sia uguale a k, bisogna che un minore di ordine k sia non 
nullo e che tutti i minori di ordine (k+1) siano nulli. 
YƵĞƐƚŽ�ƚĞŽƌĞŵĂ�ğ�ƵƚŝůĞ�ƉĞƌ�ůĞ�ŵĂƚƌŝĐŝ�ĐŚĞ�ƐŝĂŶŽ�Ăů�ŵĂƐƐŝŵŽ�Ěŝ�ŽƌĚŝŶĞ�ϯ͘�ZŝƐƵůƚĂ�ƋƵŝŶĚŝ�Ɖŝƶ�ĐŽŵŽĚŽ�ů͛algoritmo di 
Kronecker. 
 
Teorema (Algoritmo di Kronecker). 
Sia A una matrice di ordine (m, n). r(A) = k se e solo se A possiede una sottomatrice (k, k) con determinante non nullo e 
tutte le sottomatrici quadrate di ordine (k+1) ottenute orlando la sottomatrice precedente con una riga e una colonna di 
A scelte a caso tra quelle escluse ha determinante nullo. 
 

Esempio: Algoritmo di Kronecker e calcolo del Rango 

ܣ  ൌ ൥
െͳ ͳ ͵
ʹ Ͳ െͳ
Ͳ ʹ ͷ

����
ʹ ͳ
ʹ ʹ
͸ Ͷ

൩. 

Prima di procedere, si nota che ݎ ൑ ͵, perché la matrice ha solamente 3 righe. 
Si sceglie un valore di k, ad esempio k = 2, e si cerca di verificare che r(A) = k. 

- Si verifica che esista una sottomatrice (k, k) (quindi una 2 x 2) il cui determinante sia 
diverso da 0. 

��� ቂʹ Ͳ
Ͳ ʹቃ ൌ Ͷ ് Ͳ. La condizione è verificata. 

Quindi, sappiamo che ݎሺܣሻ ൒ ʹ: r(A) sarà uguale a 2 oppure a 3. 
- A questo punto, si deve orlare questa sottomatrice in tutti i modi possibili, creando 

quindi delle sottomatrici di ordine (k+1) (quindi delle 3 x 3). 
Si dovranno aggiungere la riga 1 e, una alla volta, le colonne 3, 4 e 5, ovvero quelle 
escluse dalla sottomatrice di partenza. 
Si calcola poi il determinante di queste 3 x 3:  
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��� ൥
െͳ ͳ ͵
ʹ Ͳ െͳ
Ͳ ʹ ͷ

൩ ൌ Ͳ 

��� ൥
െͳ ͳ ʹ
ʹ Ͳ ʹ
Ͳ ʹ ͸

൩ ൌ Ͳ 

��� ൥
െͳ ͳ ͳ
ʹ Ͳ ʹ
Ͳ ʹ Ͷ

൩ ൌ Ͳ 

- Esiste una sottomatrice 2 x 2 con determinante diverso da 0 e tutte le possibili 3 x 3 
che si possono ottenere orlando la 2 x 2 hanno determinante uguale a 0: si può 
concludere che r(A) = 2. 

 

4.4 Sistemi Lineari 
 
4.4.1 Equazioni e Sistemi Lineari 
 
Si definisce Equazione Lineare nelle incognite x1, x2͕�͙�͕�ǆn ƵŶ͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ĚĞů�ƚŝƉŽ�ܽଵݔଵ ൅ ܽଶݔଶ ൅ ൅ڮ ܽ௡ݔ௡ ൌ ܾ. 
Le a vengono definite Coefficienti, mentre b è il Termine Noto. 
/Ŷ�ƵŶ͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ůŝŶĞĂƌĞ͕�ğ�ŶĞĐĞƐƐĂƌŝŽ�ĐŚĞ�ƚƵƚƚĞ�ůĞ�ŝŶĐŽŐŶŝƚĞ�ĂďďŝĂŶŽ�grado 1. 

In termini vettoriali, si può identificare ࢇ ൌ ሾܽଵ ǥܽ௡ሿ, ovvero un vettore dei coefficienti, e ࢞ ൌ ൥
ଵݔ
ǥ
௡ݔ
൩, ovvero un vettore 

delle incognite. Si avrà quindi che ࢇ ή ࢞ ൌ ܾ, e ogni vettore delle incognite che soddisfa questa relazione viene definito 
soluzione ĚĞůů͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ͘ 
 
Si definisce Sistema di Equazioni Lineari nelle incognite x1, x2͕�͙�͕�ǆn un sistema del tipo: 

൝
ܽଵଵݔଵ ൅ ܽଵଶݔଶ ൅ ൅ڮ ܽଵ௡ݔ௡ ൌ ܾଵ

ǥ
ܽ௠ଵݔଵ ൅ ܽ௠ଶݔଶ ൅ڮ൅ ܽ௠௡ݔ௡ ൌ ܾ௠

 

Questo sistema avrà quindi m equazioni e n incognite. 
ܽ௜௝  sarà un coefficiente del sistema che rappresenta il coefficiente assegnato a xn nella m-esima equazione. 

Si potranno quindi identificare, in questo caso, ܣሺ௠ǡ௡ሻ ൌ ൥
ܽଵଵ ǥ ܽଵ௡
ǥ ǥ ǥ
ܽ௠ଵ ǥ ܽ௠௡

൩, ovvero la matrice dei coefficienti, ࢞ ൌ ൥
ଵݔ
ǥ
௡ݔ
൩, il 

vettore delle incognite, e ࢈ ൌ ൥
ܾଵ
ǥ
ܾ௠

൩. 

Un sistema di equazioni lineari, dunque, sarà sempre tale che ࢞ܣ ൌ  .࢈
 
 
4.4.2 Possibilità e Determinazione di un Sistema Lineare 
 
Un sistema lineare può essere possibile oppure impossibile e, nel primo caso, potrebbe ammettere una oppure infinite 
soluzioni (ovvero, potrebbe essere determinato o indeterminato). 
Per verificare se un sistema è possibile, si può utilizzare il seguente teorema: 
 
Teorema di Rouché-Capelli. 
Sia dato il sistema lineare ࢞ܣ ൌ ࢈ con A di ordine (m, n) e ,࢈ א�  .௠ࡾ
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Il sistema è POSSIBILE se e solo se ݎሺܣሻ ൌ ܣሺݎ ڭ ܣ] ሻ, dove࢈ ڭ  ሿ�è la matrice orlata o aumentata, ottenuta aggiungendo࢈
ad A il vettore colonna dei termini noti.  
 

Dimostrazione (non in programma). 
Il sistema ࢞ܣ ൌ ࢞ܣ �possibile se e solo se esiste un vettore delle incognite x tale che°�࢈ ൌ
 .࢈

Quindi, se e solo se ࢞ܣ ൌ ଶࢇ��ଵࢇൣ �ǥࢇ��௡൧ ή ൥
ଵݔ
ǥ
௡ݔ
൩ ൌ ଵ൧ࢇଵൣݔ ൅ ௡൧ࢇ௡ൣݔ�൅ڮ ൌ �σ ௝௡ࢇ

௝ୀଵ ή ௝ݔ ൌ

 .࢈
Quindi, equivale a dire che questo è vero se e solo se esistono i pesi x1͕�͙�͕�ǆn che 
permettono di esprimere b come combinazione lineare delle colonne di A. 
Quindi, se e solo se b è linearmente dipendente dalle colonne di A. 
Quindi, se e solo se ݎሺܣሻ ൌ ܣሺݎ ڭ  ሻ: il rango di A è il numero delle colonne di A࢈
linearmente indipendenti. 
 

N.B.: In ሺܣ ڭ ܣሺݎ ,ሻ, si aggiunge una colonna ad A. Quindi࢈ ڭ ሻ࢈ ൒ ܣሺݎ ,ሻ; in particolareܣሺݎ ڭ  .ሻ = r(A) oppure = r(A) + 1࢈
 
Corollario. Sia ݎሺܣሻ ൌ ܣሺݎ ڭ ሻ. In tal caso, il sistema ammetterà λ௡ି௥ሺ஺ሻ soluzioni. Si considera in questo caso λ଴࢈ ൌ ͳǤ 
Il numero n - r(A) viene definito come i Gradi di Libertà del sistema e rappresenta il numero di parametri presenti tra le 
sue soluzioni.  
 
4.4.3 Calcolo delle Soluzioni  
Per quanto riguarda il calcolo delle soluzioni di un sistema (dopo aver dimostrato che esso sia possibile e aver 
determinato il numero delle soluzioni stesse), si può riscrivere il sistema in scrittura non matriciale e operare per 
sostituzione. 
In questa fase, sarà anche possibile depennare dal sistema una o più equazioni, se esse risulteranno linearmente 
ĚŝƉĞŶĚĞŶƚŝ�Ă�ƵŶ͛ĂůƚƌĂ�ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ĚĞů�ƐŝƐƚĞŵĂ͖�ƉĞƌ�ǀĞƌŝĨŝĐĂƌĞ�ĐŚĞ�ƋƵĞƐƚĂ�ŽƉĞƌĂǌŝŽŶĞ�ǀĞŶŐĂ�ĨĂƚƚĂ�ĐŽƌƌĞƚƚĂŵĞŶƚĞ͕�Ɛŝ�ǀĞƌŝĨŝĐĂ�
il rango: il rango della matrice ottenuta depennando una delle equazioni dovrà essere uguale al rango della matrice 
ሺܣ ڭ  .ሻ࢈
 
Si può inoltre effettuare il calcolo delle soluzioni di un sistema in forma matriciale. In questo caso, il procedimento sarà 
diverso a seconda delle caratteristiche della matrice dei coefficienti A: 

x A è quadrata e non singolare: A è una nxn e det A ് 0. 
In questo caso, la matrice A sarà invertibile (dal momento che il suo determinante è diverso da 0). Quindi, 
partendo dal sistema lineare ࢞ܣ ൌ  :si avrà ,࢈

࢞ܣ ൌ ࢈ ൌ൐ ࢞ܣଵିܣ ൌ  ࢈ଵିܣ
௡࢞ܫ ൌ  ࢈ଵିܣ
࢞ ൌ  ࢈ଵିܣ

/Ŷ�ƐŽƐƚĂŶǌĂ͕�Ɛŝ�ƉƌŽĐĞĚĞ�ĐŽŵĞ�ƐĞ�ĨŽƐƐĞ�ƵŶ͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ŶƵŵĞƌŝĐĂ͕�ŝŶ�ĐƵŝ�ܽݔ ൌ ܾ ൌ൐ ݔ ൌ ௕
௔. 

Questo procedimento, tuttavia, è scomodo per matrici di ordine elevato, perché trovare la matrice inversa 
richiede molti calcoli: si può utilizzare, quindi la Regola di Cramer. 
 
Teorema di Cramer. Sia ࢞ܣ ൌ ܾ׊ ,con A quadrata. Il sistema è possibile e determinato ࢈ א  se e solo se ,ࡾ
��� ܣ ് ͲǤ 
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Da questo Teorema deriva la REGOLA DI CRAMER: 
Sia ࢞ܣ ൌ ��� con A quadrata e ,࢈ �ܣ ് ͲǤ 
௜ݔ ൌ ୢୣ୲஺೔

ୢୣ୲஺ ǡ ݅ ൌ ͳǥ݊, dove Ai è la matrice che ha tutte le colonne uguale ad A tranne la i-esima, che è uguale al 

vettore b. 
 

x A è quadrata e singolare: det A = 0. 
Se det A = 0, il rango della matrice A sarà inferiore al numero delle sue colonne; pertanto, il sistema sarà 
possibile ma indeterminato. 
Per trovare le soluzioni, si potrà trovare una matrice equivalente ad A, eliminando una riga e una colonna e 
mantenendo lo stesso rango, per poi applicare la regola di Cramer: bisognerà quindi depennare una delle 
equazioni del sistema che sia combinazione lineare delle altre equazioni.  
Alla fine di questo procedimento, si troveranno le soluzioni del sistema, alcune delle quali saranno dei 
parametri. 
 

x A non è quadrata. 
In questo caso, si calcola r(A) e poi si procede risolvendo il sistema in forma algebrica oppure applicando la 
regola di Cramer. 
 

4.4.4 Sistemi Lineari Omogenei 
 
Un Sistema Omogeneo è un sistema lineare in cui b = o: ܣሺ௠ǡ௡ሻ࢞ ൌ  .࢕
Provando ad applicare il teorema di Rouché-Capelli, si nota che ݎሺܣሻ ൌ ܣሺݎ ڭ  ሻ per ogni matrice A, dal momento che il࢕
vettore nullo sarà sempre combinazione lineare di tutte le colonne di A: pertanto, un sistema lineare è sempre possibile 
(e potrà essere determinato o indeterminato, a seconda dei casi). 
Inoltre, x = o sarà sempre una delle soluzioni del sistema. 
 

�ƐĞŵƉŝŽ͗�dĞŵĂ�Ě͛�ƐĂŵĞ 
Verificare per quali valori di k il sistema è determinato o indeterminato. 

ܣ ൌ ൥
Ͳ ݇ െͶ
െͳ ͵ Ͳ
Ͳ െʹ െ݇

൩; b = o. 

Il sistema sarà sempre possibile perché è omogeneo. Sarà determinato quando r(A) = n = 3; 
se r(A) < 3, sarà indeterminato. 
Quindi, se det A ് 0, sarà determinato; altrimenti, sarà indeterminato. 
det A = -8 +12 ʹ k2 => Se k ് +2 e k ് -2, r(A) = 3 e il sistema è determinato. 
Se k = 2 V k = -2, r(A) < 3. In particolare, r(A) sarà = 2 perchè esiste una sottomatrice 2x2 di A 
con det ് 0. 
 
Soluzioni del sistema per k = -2. 

ܣ ൌ ൥
Ͳ െʹ െͶ
െͳ ͵ Ͳ
Ͳ െʹ ʹ

൩, che equivale al sistema lineare ൝
െʹݕ െ Ͷݖ ൌ Ͳ
െݔ ൅ ݕ͵ ൌ Ͳ
െʹݕ ൅ ݖʹ ൌ Ͳ

 

Si depenna quindi la prima equazione, ottenendo una matrice dei coefficienti 2x2, in questo 

modo: ൜ െݔ ൅ ݕ͵ ൌ Ͳ
ݔ െ ݕʹ ൌ െʹݖ => ൜ ݔ ൌ ݕ͵

ݕ͵ െ ݕʹ ൌ െʹݖ ൌ൐� ൜ݔ ൌ െ͸ݖ
ݕ ൌ െʹݖ. 

Il vettore delle soluzioni, quindi, sarà: ൥
െ͸ݖ
െʹݖ
ݖ

൩ ǡ ݖ׊ א  .ࡾ
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5. Derivate 
 

5.1 Concetti Fondamentali 
 
5.1.1 Rette Secanti, Tangenti e Derivata Prima 
Data una funzione f(x) che identifica sul piano cartesiano una curva, sarà possibile tracciare una retta detta secante che 
interseca la curva in due punti, detti P e Q. 
Per trovare, nella medesima situazione, una retta tangente alla curva nel punto P, si partirà dal fascio di rette di centro P 
e si noterà che ciascuna di esse intersecherà la curva, oltre che in P, in un punto Q che potrà avvicinarsi sempre di più a P. 
In particolare, la retta sarà tangente quando le 2 intersezioni che ha con la curva (ovvero P e Q) andranno a coincidere. 
La tangente, dunque, è una posizione limite della secante che presuppone che la curva sia continua per essere tracciata. 
 
Analiticamente, preso sul grafico della funzione un punto P di coordinate ൫ݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻ൯, supponendo che x0 sia un punto 
interno del dominio di f(x), si potrà trovare un numero ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ ĂŶĐŚ͛ĞƐƐŽ�ĂƉƉĂƌƚĞŶĞŶƚĞ�Ăů�ĚŽŵŝŶŝŽ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ͗�ĞƐŝƐƚĞƌă�ƋƵŝŶĚŝ�
un punto, detto Q, con coordinate ൫ݔ଴ ൅ ݄ǡ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ൯. 
Si può identificare, inoltre, il fascio di rette di centro P: ݕ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ݉ሺݔ െ  .଴ሻݔ
In particolare, la retta del fascio che passa per P e per Q, ovvero la secante, avrà questo coefficiente angolare: 

݉ ൌ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ
଴ݔ ൅ ݄ െ ଴ݔ

ൌ ݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ
݄ ൌ ொݕ െ ௉ݕ

ொݔ െ ௉ݔ
ൌ οݕ
οݔ 

Il coefficiente angolare della retta secante sarà detto RAPPORTO INCREMENTALE. Fissato x0, questo valore varierà in 
funzione di h. 
 
Come già anticipato, per trovare la retta tangente in P occorrerà avvicinare Q a P, fino a far coincidere i due punti. Questo 
equivale a dire che h deve tendere a 0. 

���௛՜଴
௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ

௛ : se questo limite esiste ed è finito, si dice che f(x) è DERIVABILE in x0. 

Il valore del limite, quindi, si dirà DERIVATA PRIMA in x0 di f(x) e si indicherà con Ĩ͛;ǆ0); corrisponderà quindi al valore del 
coefficiente angolare della retta tangente al punto P. 
>͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ĚĞůůĂ�ƚĂŶŐĞŶƚĞ͕�ŝŶĨĂƚƚŝ͕�ƐĂƌă͗ݕ� െ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ݂Ԣሺݔ଴ሻሺݔ െ  .଴ሻݔ
 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔʹ െ ͳǢݔ�଴ ൌ ʹǢ ݂�݉݋݀ ൌ  Ǥࡾ
Occorre calcolare f(x0) e f(x0 + h): ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ͹. 
݂ሺݔ଴ ൅ ݄ሻ ൌ ʹሺʹ ൅ ݄ሻଶ െ ͳ ൌ ʹ݄ଶ ൅ ͺ݄ ൅ ͹. 
Si calcola ora la derivata sfruttando la definizione di limite del rapporto incrementale: 

���௛՜଴
௙ሺଶା௛ሻି௙ሺଶሻ

௛ ൌ ���௛՜଴ ʹ݄ ൅ ͺ ൌ ͺ ൌ ݂Ԣሺʹሻ. 
>͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�ĚĞůůĂ�ƚĂŶŐĞŶƚĞ͕�ƋƵŝŶĚŝ͕�ƐĂƌă͗ݕ� െ ݂ሺʹሻ ൌ ݂ᇱሺʹሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ ݕ െ ͹ ൌ ͺሺݔ െ ʹሻ ൌ
൐ ݕ ൌ ͺݔ െ ͻǤ 
 

dĂůǀŽůƚĂ͕�ƉƵž�ĞƐƐĞƌĞ�ƵƚŝůĞ�ƉŽƌƌĞ�ů͛ĂĐĐĞŶƚŽ�ƐƵů�ƉƵŶƚŽ�ŝŶĐƌĞŵĞŶƚĂƚŽ�;ŽǀǀĞƌŽ�ů͛ĂƐĐŝƐƐĂ�ĚĞů�ƉƵŶƚŽ�YͿ ƉŝƵƚƚŽƐƚŽ�ĐŚĞ�ƐƵůů͛ĂƐĐŝƐƐĂ�
di P: si può quindi porre ݔ ൌ ଴ݔ ൅ ݄. In questo caso, la variabile sarà x e non più h. 
Dire che h tende a 0 significa dire che x tende a x0. Pertanto, la formula per trovare la derivata in x0 sarà: 

݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ���௫՜௫బ
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
, purché il limite esista e sia finito. 

 
5.1.2 Derivabilità di una Funzione 
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Una funzione non è derivabile in un punto se, per quel punto, il limite del rapporto incrementale è infinito oppure non 
esiste.  
 
Teorema. Se f(x) è derivabile in x0, allora f(x) è continua in x0. 
Dimostrazione.  
Ipotesi: f è derivabile in x0. Tesi: f è continua in x0. 

���௫՜௫బ ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ���௫՜௫బ
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
ή ሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ ���௫՜௫బ

௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ
௫ି௫బ

ή ���௫՜௫బሺݔ െ �଴ሻ͕�ƉĞƌ�ŝ�ƚĞŽƌĞŵŝ�ƐƵůů͛ĂůŐĞďƌĂݔ

dei limiti. 
Questo equivale a scrivere ݂ᇱሺݔ଴ሻ ή Ͳ ൌ Ͳ. 
Quindi, ���௫՜௫బ ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ: f(x) è continua. 
 
N.B.: La continuità nel punto è una condizione necessaria, ma non sufficiente: esistono funzioni continue ma non 
derivabili in un punto (ad esempio, ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔȁ�݅݊ݔ�଴ ൌ Ͳ). 
 
Se, per una funzione che risulta non derivabile in un punto, non esiste il limite in un punto ma esistono, in quello stesso 
punto, il limite destro e/o il limite sinistro, si parlerà di derivata destra o sinistra: 

x ���௛՜଴శ
௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ

௛ ൌ ା݂ᇱሺݔ଴ሻ, DERIVATA DESTRA di x0 (se tale limite esiste ed è finito); 

x ���௛՜଴ష
௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ

௛ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ, DERIVATA SINISTRA di x0 (se tale limite esiste ed è finito). 

Ovviamente, queste definizioni si possono porre con h ՜ 0 o con x ՜ x0, nella scrittura alternativa del limite. 
 
In conclusione, f è derivabile in x0 se e solo se ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ା݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ, ovvero se la derivata prima, la derivata sinistra e 
la derivata destra di x0 esistono, sono finite e coincidono. 
 
 
5.1.3 Punti di Non Derivabilità 

x Si dice PUNTO ANGOLOSO un punto in cui una funzione è continua e in cui ା݂ᇱ  e ݂ିᇱ non coincidono, ma esistono e 
sono finite. 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔȁǢݔ�଴ ൌ ͲǤ 
Il limite ���௫՜଴

ȁ௫ȁ
௫  non esiste. Si prova quindi a calcolare limiti destro e sinistro per trovare 

derivata destra e derivata sinistra nel punto. 

���௫՜଴శ
ȁ௫ȁ
௫ ൌ ���௫՜଴శ

௫
௫ ൌ ͳ ൌ ା݂ᇱሺݔ଴ሻ: la derivata destra esiste ed è finita. 

���௫՜଴ష
ȁ௫ȁ
௫ ൌ ���௫՜଴శ

ି௫
௫ ൌ െͳ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ: le derivata sinistra esiste, è finita ma non 

coincide con la derivata destra. 
Quindi, nella funzione f(x)=|x|, il punto x0 = 0 è un punto angoloso. 

 

x Si dice PUNTO DI FLESSO A TANGENTE VERTICALE un punto in cui una funzione è continua e in cui ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ േλ. 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ξݔయ Ǣݔ�଴ ൌ Ͳ 
Si tratta di una funzione il cui dominio coincide con R: si ha quindi la certezza che sia 
continua in ogni punto di R, compreso 0. 

Si calcola quindi la derivata: ௙ሺ௫ሻି௙ሺ଴ሻ௫ି଴ ൌ ξ௫య

௫ ൌ ଵ
ξ௫మయ Ǥ 
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���௫՜଴
ଵ
ξ௫మయ ൌ ଵ

଴ ൌ ൅λ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻ: la derivata nel punto esiste, ma è infinita. 

Quindi, nella funzione ݂ሺݔሻ ൌ ξݔయ , il punto x0 = 0 è un punto di flesso a tangente verticale. 
 

x Si dice CUSPIDE un punto in cui una funzione è continua e in cui ା݂ᇱ  e ݂ିᇱ sono infiniti di segno opposto. 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ξݔଶయ Ǣݔ�଴ ൌ Ͳ. 
Si tratta di una funzione il cui dominio coincide con R: si ha quindi la certezza che sia 
continua in ogni punto di R, compreso 0. 

Si calcola la derivata: ௙ሺ௫ሻି௙ሺ଴ሻ௫ି଴ ൌ ξ௫మయ

௫ ൌ ଵ
ξ௫య . 

���௫՜଴
ଵ
ξ௫య  non esiste: si calcolano quindi limite destro e limite sinistro. 

���௫՜଴శ
ଵ
ξ௫య ൌ ଵ

଴శ ൌ ൅λ ൌ ା݂ᇱሺݔ଴ሻ: la derivata destra è un infinito di segno positivo. 

���௫՜଴ష
ଵ
ξ௫య ൌ ଵ

଴ష ൌ െλ ൌ ݂ିᇱሺݔ଴ሻ: la derivata sinistra è un infinito di segno negativo. 

Risulta quindi che la derivata destra e la derivata sinistra sono infiniti di segno opposto: 
nella funzione ݂ሺݔሻ ൌ ξݔଶయ , il punto x0 = 0 è una cuspide. 
 
 

Esistono anche punti di non derivabilità non compresi in questa classificazione, ovvero quelli in cui il limite del rapporto 
incrementale non esiste. 
 
 
5.1.4 Funzione Derivata 

Data una funzione f(x) derivabile in un punto x0, si avrà che ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ���௛՜଴
௙ሺ௫బା௛ሻି௙ሺ௫బሻ

௛ . 

Applicando questa definizione e sostituendo a x0 una generica x, sarà possibile trovare la Funzione Derivata di f(x): 
sostituendo a x i valori delle ascisse del grafico della funzione, si potrà ottenere il valore della derivata in ciascun punto 

ĐŚĞ�ĂƉƉĂƌƚŝĞŶĞ�Ă�ƋƵĞƐƚ͛ƵůƚŝŵĂ�;݂ᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
௙ሺ௫ା௛ሻି௙ሺ௫ሻ

௛ ). 

 
La funzione derivata potrà essere a sua volta una funzione derivabile. In questo caso, sarà possibile ottenere la DERIVATA 

SECONDA della funzione di partenza: ݂ᇱᇱሺݔ଴ሻ ൌ ���௛՜଴
௙ᇲሺ௫బା௛ሻି௙ᇲሺ௫బሻ

௛ , se il limite esiste finito. 

Da qui si potrà analogamente ricavare la Funzione Derivata Seconda: ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
௙ᇲሺ௫ା௛ሻି௙ᇲሺ௫ሻ

௛ . 

Nel caso in cui anche questa risulterà derivabile, si otterrà una DERIVATA TERZA ݂ᇱᇱᇱሺݔ଴ሻ ൌ ���௛՜଴
௙ᇲᇲሺ௫బା௛ሻି௙ᇲᇲሺ௫బሻ

௛  (se il 

limite esiste finito), accompagnata da una Funzione Derivata Terza ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
௙ᇲᇲሺ௫ା௛ሻି௙ᇲᇲሺ௫ሻ

௛ . 

 

Il processo terminerà con ů͛ŝĚĞŶƚŝĨŝĐĂǌŝŽŶĞ�Ěŝ�ƵŶĂ�Derivata n-esima ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ൌ ���௛՜଴
௙ሺ೙షభሻሺ௫బା௛ሻି௙ሺ೙షభሻሺ௫బሻ

௛ , se questo 

limite esiste finito. 
 

Esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ ൅  ݔ͵
݂ᇱሺݔሻ ൌ ݔʹ ൅ ͵  
݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ ʹ͕�ŽǀǀĞƌŽ�ŝů�ĐŽĞĨĨŝĐŝĞŶƚĞ�ĂŶŐŽůĂƌĞ�Ěŝ�Ĩ͛;ǆͿ͗�ůĂ�ĚĞƌŝǀĂƚĂ�Ěŝ�ƵŶĂ�ƌĞƚƚĂ�ğ�ƵŐƵĂůĞ�Ăů�ƐƵŽ�
coefficiente angolare. 
݂ᇱᇱᇱሺݔሻ ൌ Ͳ, così come tutte le derivate di ordine successivo, in quanto derivate di funzioni 
costanti. 
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݂ሺ௡ሻሺݔሻ ൌ Ͳ. 
 

 

5.2 Differenziale e Differenziabilità 
 
Data una generica funzione f(x) come quella in figura, volendo approssimare il 
ǀĂůŽƌĞ�ĐŚĞ�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ĂƐƐƵŵĞ�ŶĞů�ƉƵŶƚŽ�W͕�Ɛŝ�ƉƵž�ƌŝĐŽƌƌĞƌĞ�Ăůů͛ƵƐŽ�ĚĞůůĞ�ƌĞƚƚĞ͘ 
Si può provare ad utilizzare una retta secante (come quella in rosso): in questo caso, 
dal momento che questa retta passa per P, avrà equazione ݕ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ
݉ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅  .ݍ
Esisterà, in questo caso, un errore di approssimazione, che sarà dato da ܧሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻ െ ݉ሺݔ െ ଴ሻݔ െ ݂ሺݔ଴ሻǤ Questo errore sarà dipendente dalla variabile x; inoltre, 
si nota che E(x) tenderà ad annullarsi quando ݔ ՜  .଴ݔ

 
Tra le rette del fascio di centro P, quella che si avvicina di più al valore di f(x) in P è la retta tangente al grafico della curva 
in tale punto. 
 
dŽƌŶĂŶĚŽ�Ă�ƌĂŐŝŽŶĂƌĞ�ƐƵůů͛ĞƌƌŽƌĞ�Ěŝ�ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ͕�ĞƐƐŽ�ĚŽǀƌă�ƚĞŶĚĞƌĞ�Ă�Ϭ�ƋƵĂŶĚŽ�ǆ�ƚĞŶĚĞƌă�Ă�ǆ0. Pertanto, si potrà dire 
che E(x) è un infinitesimo di ordine superiore a (x ʹ x0), che equivale a scrivere ܧሺݔሻ ൌ ݔሺ݋ െ  .଴ሻݔ
Pertanto, ���௫՜௫బ

ாሺ௫ሻ
௫ି௫బ

ൌ Ͳ. 

�ŚŝĞĚĞƌĞ�ĐŚĞ�ů͛ĞƌƌŽƌĞ�ƐŝĂ�ƵŶ�ŝŶĨŝŶŝƚĞƐŝŵŽ�Ěŝ�ŽƌĚŝŶĞ�ƐƵƉĞƌŝŽƌĞ�Ă�ǆ�ʹ x0 equivale a chiedere che la funzione sia differenziabile 
nel punto di ascissa x0. 

x Una funzione si dice DIFFERENZIABILE in x0 quando esiste un numero reale m ੣ R tale che  
݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݉ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ݔሺ݋ െ ଴ሻݔ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݉ሺݔ െ ଴ሻݔ ൅  .ሻݔሺܧ

 
Si può notare che una funzione è differenziabile in x0 se e solo se è derivabile in x0; inoltre, il numero reale m 
ƉƌĞĐĞĚĞŶƚĞŵĞŶƚĞ�ĐŝƚĂƚŽ�ƐĂƌă�ƵŐƵĂůĞ�Ă�Ĩ͛;ǆ0). 

Si avrà quindi: ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ െ ݔሺ݋ െ ଴ሻݔ ൌ ݉ሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ൐ ݉ ൌ ௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ
௫ି௫బ

െ ௢ሺ௫ି௫బሻ
௫ି௫బ

�ൌ൐�� 

���௫՜௫బ ݉ ൌ ݉ ൌ ���௫՜௫బ
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
െ ���௫՜௫బ

௢ሺ௫ି௫బሻ
௫ି௫బ

�ൌ൐ ��݉ ൌ ���௫՜௫బ
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
ൌ ݂Ԣሺݔ଴ሻ: si arriva, dunque, alla 

definizione di derivata prima. 
Quindi, se f(x) è derivabile è anche differenziabile, e viceversa. 
 
>͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ĚĞů�ǀĂůŽƌĞ�Ěŝ�ƵŶĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ĂƚƚƌĂǀĞƌƐŽ�ƵŶĂ�ƌĞƚƚĂ�ğ�ƵƚŝůĞ�ƉĞƌ�ĐĂƉŝƌĞ�ĚŽǀĞ�ƵŶa funzione è crescente o 
decrescente e aiuta anche a trovare eventuali punti di massimo o minimo. 
Tuttavia, una stessa forma di approssimazione tramite retta può individuare, a seconda della funzione su cui la si usa, 
diverse situazioni: si pensi alla retta di equazione y = 0, che può individuare un punto di massimo nella funzione f(x) = -x2, 
un punto di minimo nella funzione f(x) = x2 o un punto di flesso in f(x) = x3. 
Per ottenere risultati più precisi, sarà necessario approssimare utilizzando un polinomio invece di una retta. 
 
Tornando al calcolo precedente, si può definire ݉ሺݔ െ ݉ ଴ሻ differenziale della funzione in x0 (conݔ ൌ ݂Ԣሺݔ଴ሻ). 

x Si dice ࢌࢊሺ࢞૙ሻ ൌ ݉ሺݔ െ ଴ሻݔ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻ ή ሺݔ െ  .଴ሻ DIFFERENZIALE di f nel punto x0ݔ
 

Quindi, ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂݀ሺݔ଴ሻ ൅ ଴ሻݔሻ; questo equivale a dire che ݂݀ሺݔሺܧ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ െ ሻݔሺܧ ൌ ο݂ሺݔ଴ሻ െ  .ሻݔሺܧ

f(x
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/ů�ĚŝĨĨĞƌĞŶǌŝĂůĞ�ğ�ĚƵŶƋƵĞ�ĞƐƉƌŝŵŝďŝůĞ�ĐŽŵĞ�ů͛ŝŶĐƌĞŵĞŶƚŽ�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŵƵŽǀĞŶĚŽƐŝ�ĚĂ�ǆ0 Ă�ǆ͕�ŵĞŶŽ�ů͛ĞƌƌŽƌĞ�Ěŝ�
approssimazione. 
 

5.3 Calcolo delle Derivate 
 
5.3.1 Derivate di Funzioni Elementari 
Partendo dal presupposto secondo cui le funzioni elementari sono sempre continue e derivabili nel loro dominio (a parte 
le funzioni potenza con esponente compreso tra 0 e 1, ovvero le radici di x, che spesso contengono dei punti di non 
derivabilità), è possibile individuare una tabella con le derivate delle funzioni più comuni. 
 

 Ԣሺ࢞ሻࢌ ሺ࢞ሻࢌ
݇ 0 
 ఈିଵݔߙ ఈݔ
݁௫ ݁௫ 

�� ݔ �ሺ��ȁݔȁሻ ͳ
 ݔ

� ݔ�݊݁ݏ��  ݔ
� ݔ�݊݁ݏെ ݔ��

ଵ ݔ�݃ݐ
௖௢௦మ௫  o  ͳ ൅  ݔଶ݃ݐ

 
Per quanto riguarda ln x, bisogna ricordarsi di specificare che la sua derivata ha un dominio diverso rispetto alla funzione 
di partenza; è opportuno quindi specificare tramite la scrittura con valore assoluto. 
 
Nella tabella mancano due casi, che possono essere ricavati dalle regole di derivazione delle funzioni elementari: 

x ܦሾ���௔ ሿǡݔ ܽ ൐ Ͳǡ ܽ ് ͳ� ൌ൐ ሾ���௔ܦ�� ሿݔ ൌ ܦ ቂ୪୬௫୪୬௔ቃ ൌ
ଵ

୪୬௔ ή
ଵ
௫ ൌ

૚
࢞  .ࢇܖܔ

x ܦሾܽ௫ሿ ൌ ୪୬௔ೣ൧݁ൣܦ ൌ ௫݁ൣܦ ୪୬௔൧ ൌ ݁௫ ୪୬௔ ή �� ܽ ൌ ݁୪୬௔ೣ ή �� ܽ ൌ ࢞ࢇ ή   .ࢇܖܔ
 
 
5.3.2 Algebra delle Derivate 
 

x La derivata della somma/differenza di funzioni derivabili è uguale alla somma/differenza delle derivate delle 
funzioni: 
ሻݔ൫݂ሺܦ േ ݃ሺݔሻ൯ ൌ ݂Ԣሺݔሻ േ ݃Ԣሺݔሻ. 
 

x La derivata del prodotto di due funzioni derivabili è: ܦ൫݂ሺݔሻ ή ݃ሺݔሻ൯ ൌ ݂ᇱሺݔሻ ή ݃ሺݔሻ ൅ ݃Ԣሺݔሻ ή ݂ሺݔሻ. 
Inoltre, la derivata del prodotto tra una funzione e un coefficiente è: ܦሾ݇ ή ݂ሺݔሻሿ ൌ ݇ ή ݂Ԣሺݔሻ. 
 

x La derivata del quoziente tra due funzioni derivabili è: ܦ ቂ௙ሺ௫ሻ௚ሺ௫ሻቃ ൌ
௙ᇲሺ௫ሻή௚ሺ௫ሻି௚ᇲሺ௫ሻή௙ሺ௫ሻ

൫௚ሺ௫ሻ൯మ
, con ݃Ԣሺݔሻ ് Ͳ. 

 
x La derivata di una funzione composta necessita di un teorema. 

Teorema. Sia f: Aك RÆR e sia g: Bك RÆR, in modo tale che Im g ك dom f. Sia inoltre g derivabile in x0 ੣ int B e sia 
f derivabile in y0 = g(x0). 
Allora, la funzione composta f(g) sarà derivabile in x0 e la derivata sarà: ܦሾ݂ሺ݃ሻሿ௫ୀ௫బ ൌ ݂ᇱ൫݃ሺݔ଴ሻ൯ ή ݃ሺݔ଴ሻ. 
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Analogamente, sarà possibile trovare la funzione derivata. 
 

x La derivata della funzione inversa necessita di un teorema. 
Teorema. Sia f: (a, b) ك R Æ R, invertibile su (a, b) e derivabile in x0 ੣ (a, b), con ݂Ԣሺݔ଴ሻ ് Ͳ. 
Allora, la funzione inversa ݂ିଵሺݕሻ sarà derivabile in ݕ଴ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ e la sua derivata sarà: 

ሻሿ௬ୀ௬బݕሾ݂ିଵሺܦ ൌ
ଵ

௙ᇱሺ௫బሻ
. 

Analogamente, sarà possibile trovare la funzione derivata.  

 

5.4 Derivabilità, Ottimalità e Monotonia 

5.4.1 Punti Stazionari 

KƉĞƌĂŶĚŽ�ŶĞůů͛ĂŵďŝƚŽ�ĚĞůůĞ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�ĚĞƌŝǀĂďŝůŝ�ƐƵ�ƚƵƚƚŽ�ŝů�ůŽƌŽ�ĚŽŵŝŶŝŽ͕�Ɛŝ�ƉŽƐƐŽŶŽ�ƵƐĂƌĞ�ůĞ�ĚĞƌŝǀĂƚĞ�ƉĞƌ�ƚƌŽǀĂƌĞ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�
massimo o di minimo locali di queste funzioni. 
In questi punti, infatti, la retta tangente alla funzione sarà orizzontale: quindi, ݉ ൌ ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳ (non considerando i casi dei 
punti di non derivabilità). 
In particolare, questo concetto viene espresso nel Teorema di Fermat: 

Teorema di Fermat. Sia f: Aك RÆR e sia C ك A. Se f ha un punto di massimo o di minimo relativo su C nel punto x0 ੣ int C 
e se f è derivabile in x0, allora ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ. 
Dimostrazione: 
Sia x0 ƵŶ�ƉƵŶƚŽ�Ěŝ�ŵĂƐƐŝŵŽ�ƌĞůĂƚŝǀŽ�ƉĞƌ�Ĩ;ǆͿ�ƐƵůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ��͘�WĞƌ�ĚĞĨŝŶŝǌŝŽŶĞ͕�ĞƐŝƐƚĞƌă�ƋƵŝŶĚŝ�ƵŶ�ŝŶƚŽƌŶŽܫ�ሺݔ଴ሻ tale che 
݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺݔ଴ሻǡ ݔ׊ א ଴ሻݔሺܫ ת  .ܥ
^Ğ�ŝů�ƌĂŐŐŝŽ�ĚĞůů͛ŝŶƚŽƌŶŽ�ƐĂƌă�ƐƵĨĨŝĐŝentemente piccolo, si avrà che ܫሺݔ଴ሻ ك �, per la definizione di punto interno. 
Quindi, οݕ ൌ ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൑ Ͳǡ ݔ׊ א  .଴ሻݔሺܫ
Di conseguenza, il rapporto  ௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ௫ି௫బ

  sarà positivo quando il denominatore sarà negativo e viceversa. 

Calcolando i limite destro e sinistro per x tendente a x0 di questo rapporto, troviamo i valori della derivata destra e della 
derivata sinistra:  

x ���௫՜௫బశ
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
  esiste finito per ipotesi ed è ା݂ᇱሺݔ଴ሻ ൒ ͲǤ 

x ���௫՜௫బష
௙ሺ௫ሻି௙ሺ௫బሻ

௫ି௫బ
  esiste finito per ipotesi ed è ݂ିᇱሺݔ଴ሻ ൑ ͲǤ 

WĞƌ�ŝů�ƚĞŽƌĞŵĂ�ĚĞů�ĐŽŶĨƌŽŶƚŽ�Ğ�ƉĞƌ�ů͛ŝƉŽƚĞƐŝ�Ěŝ�ĚĞƌŝǀĂďŝůŝƚă�ŶĞů�ƉƵŶƚŽ�ǆ0, si avrà quindi che ݂ିᇱሺݔ଴ሻ ൌ ା݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ. 
 
I punti in cui ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳ si dicono PUNTI STAZIONARI. 
Va ricordato che la stazionarietà è una condizione necessaria ma non ƐƵĨĨŝĐŝĞŶƚĞ�ƉĞƌ�ů͛ŽƚƚŝŵĂůŝƚă�ůŽĐĂůĞ͗�ŶŽŶ�ƚƵƚƚŝ�ŝ�ƉƵŶƚŝ�
stazionari sono anche punti di massimo/minimo relativo. 
 
Tornando al Teorema di Fermat, le ipotesi (derivabilità in x0 e x0 interno a C) non sono superflue: 

x Se f non fosse derivabile in x0, ci potrebbe essere un punto di massimo o di minimo assoluto in un punto di non 
derivabilità (esempio: ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔȁ) e il teorema non sarebbe soddisfatto. 

x Se x0 ŶŽŶ�ĨŽƐƐĞ�ŝŶƚĞƌŶŽ�Ăůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ��͕�ůĂ�ĚĞƌŝǀĂƚĂ�ŶŽŶ�Ɛŝ�ĂŶŶƵůůĞƌĞďďĞ�ŶĞŝ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ŵĂƐƐŝŵŽ�Ž�Ěŝ�ŵŝnimo. 

Inoltre, si possono identificare due condizioni sufficienti di ottimalità: 
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x Se f è continua in x0 ੣ int C e f è crescente in (a, x0) e decrescente in (x0, b), allora x0 sarà punto di massimo 
relativo per f su C. 

x Se f è continua in x0 ੣ int C e f è decrescente in (a, x0) e crescente in (x0, b), allora x0 sarà punto di minimo relativo 
per f su C. 

^ŝ�ƉƵž�ƋƵŝŶĚŝ�ĐŽŶĐůƵĚĞƌĞ�ŶŽŶ�Đ͛ğ�ĂůĐƵŶĂ�ƌĞůĂǌŝŽŶĞ�ƚƌĂ�ŵŽŶŽƚŽŶŝĂ�Ğ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ŵĂƐƐŝŵŽͬŵŝŶŝŵŽ�ƌĞůĂƚŝǀŝ͗�la monotonia è una 
ĐŽŶĚŝǌŝŽŶĞ�ƐŽůƚĂŶƚŽ�ƐƵĨĨŝĐŝĞŶƚĞ�ƉĞƌ�ů͛ŽƚƚŝŵĂůŝƚà, ma non è necessaria.  
 
5.4.2 Derivate e Monotonia 
La derivata può essere utilizzata per verificare la monotonia di una funzione: 

x Sia f derivabile su (a, b). Se f è crescente su (a, b), allora ݂ᇱሺݔሻ ൒ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
x Sia f derivabile su (a, b). Se f è decrescente su (a, b), allora ݂ᇱሺݔሻ ൑ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
x Sia f derivabile su (a, b). Se f è costante su (a, b), allora ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 

 
N.B.: Questo vale per le funzioni crescenti e decrescenti, ma non vale per le funzioni strettamente crescenti o decrescenti: 
una funzione strettamente crescente su tutto il suo dominio (come ݂ሺݔሻ ൌ  ଷ) può avere anche un punto in cui laݔ
derivata è uguale a 0 (e sarà un punto di flesso a tangente orizzontale). 
 
 

5.5 Teoremi sulle Derivate 
 
5.5.1 Teorema di Rolle 
Nel paragrafo ƉƌĞĐĞĚĞŶƚĞ�Ɛŝ�ğ�ǀŝƐƚŽ�ĐŚĞ�ǀĂůĞ�ů͛ŝŵƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ͗�Ĩ�ĐƌĞƐĐĞŶƚĞ�ƐƵ�;Ă͕ďͿ�сх�݂ᇱሺݔሻ ൒ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
Per verificare se questa implicazione è invertibile, sono necessari il Teorema di Rolle e il Teorema di Lagrange. 
 
Teorema di Rolle. Se f è una funzione continua su [a, b], derivabile su (a, b) e tale che f(a) = f(b), allora esiste un punto c ੣ 
(a, b) tale che ݂ᇱሺܿሻ ൌ Ͳ. 
Dimostrazione. 
f è continua per ipotesi: vale quindi il Teorema di Weierstrass e, pertanto, esisteranno in (a, b) almeno un punto di 
massimo e un punto di minimo assoluti, detti xM e xm, tali che ݂ሺݔ௠ሻ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺݔெሻǡ ݔ׊ א ሾܽǡ ܾሿǡ ௠ǡݔ�݊݋ܿ ெݔ א� ሾܽǡ ܾሿ. 
A questo punto si possono verificare due casi: 

- Se ݔ௠ ൌ ܽ e ݔெ ൌ ܾ (o viceversa), si ha per la terza ipotesi che ݂ሺݔ௠ሻ ൌ ݂ሺݔெሻ. 
In questa situazione, si avrebbe che f(x) è costante su tutto [a, b] e quindi ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳݔ׊� א ሺܽǡ ܾሻ. 

- Se i punti di massimo e minimo non stanno entrambi sugli estremi di [a, b], almeno uno dei due starà in (a, b): ad 
esempio, si ponga che ݔெ א ሺܽǡ ܾሻ. 
Per la seconda ipotesi, si può applicare il Teorema di Fermat: quindi, ݂ᇱሺݔெሻ ൌ Ͳ. 
Da qui si ottiene dunque la tesi, con ܿ ൌ  .ெݔ
 

Anche in questo caso, si può dimostrare che le tre ipotesi del Teorema non sono superflue: 
x Se f non fosse continua in a e in b, si avrebbe un punto di discontinuità che impedirebbe la presenza di un punto 

stazionario. 
x Se f non fosse derivabile su (a, b), si avrebbero punti di non derivabilità che non possono essere punti stazionari, 

per loro definizione. 
x Se ݂ሺܽሻ ് ݂ሺܾሻ, potrebbero non esserci punti stazionari. 
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5.5.2 Teorema di Lagrange 
Teorema di Lagrange. Sia f una funzione continua su [a, b] e derivabile su (a, b). 

Allora, esiste un punto c ੣ (a, b) tale che ݂ᇱሺܿሻ ൌ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔  . 

Dimostrazione. 

Sia ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔ ή ሺݔ െ ܽሻ: il rapporto ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ௕ି௔  sarà quindi il coefficiente angolare della retta�௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ௕ି௔ ή ሺݔ െ

ܽሻ. 
Si può notare come, in questa situazione, si verifichino le tre ipotesi del Teorema di Rolle: 

- g(x) sarà continua su [a, b] perché somma di due funzioni continue su tale intervallo; 
- g(x) sarà derivabile su (a, b) perché somma di due funzioni derivabili su tale intervallo; 
- ݃ሺܽሻ ൌ ݂ሺܽሻ ൅ Ͳ ൌ ݂ሺܽሻ 

݃ሺܾሻ ൌ ݂ሺܾሻ െ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔ ή ሺܾ െ ܽሻ ൌ ݂ሺܾሻ െ ݂ሺܾሻ ൅ ݂ሺܽሻ ൌ ݂ሺܽሻ. 

Quindi, ݃ሺܽሻ ൌ ݃ሺܾሻ.  
Sarà quindi possibile applicare il Teorema di Rolle sulla funzione g(x) in [a, b]. 
Esisterà quindi c ੣ (a, b) tale che ݃ᇱሺܿሻ ൌ Ͳ. 

Ma ݃Ԣሺݔሻ ൌ ݂Ԣሺݔሻ െ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔ ͕�ƉĞƌ�ůĞ�ƌĞŐŽůĞ�ĚĞůů͛ĂůŐĞďƌĂ�ĚĞůůĞ�ĚĞƌŝǀĂƚĞ͘ 

Quindi, esisterà c ੣ (a, b) tale che ݃ᇱሺܿሻ ൌ ݂ᇱሺܿሻ െ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔ ൌ Ͳ. 

Quindi, ݂ᇱሺܿሻ ൌ ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔ , ovvero la tesi del Teorema di Lagrange. 

 

Ragionando graficamente, si nota che ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ௕ି௔  è il coefficiente angolare della retta che passa per i punti di ascissa a e b, 

ŽǀǀĞƌŽ�ƉĞƌ�Őůŝ�ĞƐƚƌĞŵŝ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
Ciò che afferma il Teorema di Lagrange è che, in tale intervallo, esisterà almeno un punto in cui la tangente alla funzione 
sarà parallela a tale retta. 
 
dŽƌŶĂŶĚŽ�ĂůůĂ�ƋƵĞƐƚŝŽŶĞ�ĚĞůů͛ŝŵƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�݂ᇱሺݔሻ ൒ Ͳݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ => f(x) crescente su (a, b), il teorema di Lagrange 
permette di verificare che tale implicazione (inversa di quella esposta al 5.5.1) è vera. 
Infatti, prendendo due punti x1 e x2 ŝŶƚĞƌŶŝ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�Ğ�ƚĂůŝ�ĐŚĞ�ܽ ൏ ଵݔ ൏ ଶݔ ൏ ܾ, e applicando poi Lagrange 

ƐƵůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�΀ǆ1, x2], si otterrà che esŝƐƚĞ�Đ�̿�;ǆ1, x2) tale che ݂ᇱሺܿሻ ൌ ௙ሺ௫మሻି௙ሺ௫భሻ
௫మି௫భ

�൒ Ͳ. 

Quindi, ݂ሺݔଶሻ ൒ ݂ሺݔଵሻ ƉĞƌ�ƋƵĂůƐŝĂƐŝ�ǀĂůŽƌĞ�ĚĞůůĞ�ĚƵĞ�ǀĂƌŝĂďŝůŝ�ƉƌĞƐŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͗�ƉĞƌƚĂŶƚŽ͕�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ƐĂƌă�
crescente su [a, b]. 
Si ottengono dunque le seguenti implicazioni: 

x ݂ᇱሺݔሻ ൒ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ Ù f crescente su (a, b) 
x ݂ᇱሺݔሻ ൑ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ Ù f decrescente su (a, b) 
x ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ Ù f costante su (a, b) 

 
Per quanto riguarda, invece, le funzioni strettamente crescenti, vale ݂ᇱሺݔሻ ൐ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ => f strettamente crescente 
su (a, b). Tuttavia, non vale la sua inversa, come già detto al 5.4.2. 
 
Corollario al Teorema di Lagrange. Sia f derivabile su (a, b) e sia g derivabile su (a, b). 
Se ݂ᇱሺݔሻ ൌ ݃ᇱሺݔሻǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ͕�ĂůůŽƌĂ�ĞƐŝƐƚĞ�ƵŶ�ŶƵŵĞƌŽ�Ŭ�̿�R tale che ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݇. 
Dimostrazione. 
Sia h(x) = g(x) ʹ f(x). 
h sarà derivabile su (a, b), in quanto differenza (somma algebrica) di funzioni derivabili su tale intervallo. 
Si avrà inoltre che ݄ᇱሺݔሻ ൌ ݃ᇱሺݔሻ െ ݂ᇱሺݔሻ ൌ Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ ƉĞƌ�ŝƉŽƚĞƐŝ�;Ő͛;ǆͿ�с�Ĩ͛;ǆͿͿ͘ 
Ma ݄ᇱሺݔሻ ൌ Ͳݔ׊� א ሺܽǡ ܾሻ se e solo se h(x) è costante su tutto (a, b): ݄ሺݔሻ ൌ ݇ א ǡࡾ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ, per il precedente 
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corollario al Teorema di Lagrange. 
Quindi, ݃ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻ ൌ ݇ ൌ൐ ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ൅ ݇ǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
 
 
ϱ͘ϱ͘ϯ�dĞŽƌĞŵĂ�Ěŝ�ĚĞ�ů͛,ŽƐƉŝƚĂů 
dĞŽƌĞŵĂ�Ěŝ��Ğ�ů͛,Žpital. Siano f e g due funzioni derivabili su (a, b), con ܽǡ ܾ� א ሻݔഥ, e sia ݃ᇱሺࡾ ് Ͳǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
Sia inoltre ���௫՜௔శ

௙ᇲሺ௫ሻ
௚ᇲሺ௫ሻ ൌ ݈ א  .ഥࡾ

Allora, avviene che: 

x Se ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ ൌ ���௫՜௔శ ݃ሺݔሻ ൌͲ, allora ���௫՜௔శ
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ݈. 

x Se ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ ൌ ���௫՜௔శ ݃ሺݔሻ ൌ േλ, allora ���௫՜௔శ
௙ሺ௫ሻ
௚ሺ௫ሻ ൌ ݈. 

 
N.B.: Il Teorema vale sia per a+ che per b-. 
 

Questo Teorema, dunque, serve per risolvere le forme di indecisione ଴଴ e ஶஶ, ma risulta inutile per altre F.I. 

In questi particolari casi, dunque, il limite del rapporto tra le derivate delle funzioni avrà il medesimo risultato del limite 
del rapporto tra le funzioni stesse.  
 
dƌĂŵŝƚĞ�ŝů�dĞŽƌĞŵĂ�Ěŝ�ĚĞ�ů͛,Žpital è possibile individuare alcune situazioni fisse: 

x Qualunque funzione logaritmica, per ݔ ՜ ൅λ, è infinito di ordine inferiore a qualunque potenza di x con 
esponente positivo. 
Esempio: per ߙ ൐ Ͳǡ ܽ ൐ Ͳǡ ܽ ് ͳ, si ha che 

���௫՜ାஶ
୪୭୥ೌ ௫
௫ഀ ൌ ���௫՜ାஶ

ౢ౤ೣ
ౢ౤ೌ�
௫ೌ ൌ ���௫՜ାஶ

భ
ೣౢ౤ೌ
ఈ௫ഀషభ ൌ ���௫՜ାஶ

ଵ
௫ ୪୬௔�ήఈ௫ഀషభ ൌ 

ൌ ���௫՜ାஶ
ଵ

୪୬௔�ήఈ௫ഀ ൌ
ଵ
േஶ ൌ Ͳ. 

 
x La funzione esponenziale ex, per ݔ ՜ ൅λ, è infinito di ordine superiore a qualunque potenza di x con esponente 

positivo.  

In generale, ���௫՜ାஶ
௘ೣ
௫ഀ ൌ ൅λǡߙ ൐ ͲǤ 

 
x Una funzione esponenziale con base > 1, per ݔ ՜ ൅λ, è infinito di ordine superiore a qualunque potenza di x con 

esponente positivo. 

In generale, ���௫՜ାஶ
௔ೣ
௫ഀ ൌ ൅λǡܽ ൐ ͳǡ ߙ ൐ ͲǤ 

 
�ŽŵĞ�Őŝă�ĚĞƚƚŽ͕�ŝů�dĞŽƌĞŵĂ�Ěŝ��Ğ�ů͛,ŽƉŝƚĂů�ğ�ƵƚŝůĞ�ƐŽůƚĂŶƚŽ�ŝŶ�ƉƌĞƐĞŶǌĂ�Ěŝ�ĂůĐƵŶĞ�ĨŽƌŵĞ�Ěŝ�ŝŶĚĞĐŝƐŝŽŶĞ͘ 
Nel caso in cui si dovessero trovare altre forme, come ሾͲ ή λሿ, prima di applicare il Teorema sarà necessario riportare il 
limite a una delle F.I. appropriate. 
 

Esempio: ���௫՜଴శ ݔ �� ݔ ൌ ሾͲ ή λሿ. 
Si cerca di riportare il limite a una forma ஶஶ:���௫՜଴శ

୪୬௫
భ
ೣ

 

A questo punto, si applica il Teorema:  ���௫՜଴శ
భ
ೣ

ି భ
ೣమ

ൌ ���௫՜଴శ െ ௫మ
௫ ൌ Ͳ. 
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/Ŷ�ƉƌĞƐĞŶǌĂ�Ěŝ�ĨŽƌŵĞ�ŝŶĚĞƚĞƌŵŝŶĂƚĞ�ĂĚĞŐƵĂƚĞ�Ăůů͛ĂƉƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�ĚĞů�ƚĞŽƌĞŵĂ͕�ŝŶ�ĂůĐƵŶŝ�ĐĂƐŝ�ƐĂƌă�ŽƉƉŽƌƚƵŶŽ�ŶŽŶ�ĂƉƉůŝĐĂƌůŽ͕�
per evitare di complicare il limite oppure di applicarlo inutilmente, ottenendo sempre delle forme indeterminate. 
 
In presenza di forme esponenziale-potenza͕�ŽǀǀĞƌŽ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�ĐŽŶ�ů͛ŝŶĐŽŐŶŝƚĂ�ƐŝĂ�ĂůůĂ�ďĂƐĞ�ĐŚĞ�Ăůů͛ĞƐƉŽŶĞŶƚĞ͕�ƐĂƌă�
ŽƉƉŽƌƚƵŶŽ�ƌŝĐŽŶĚƵƌƌĞ�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�Ă�ƵŶĂ�ĨŽƌŵĂ�ĞƐƉŽŶĞŶǌŝĂůĞ͗�ŝŶ�ƋƵĞƐƚŽ�ŵŽĚŽ�ů͛ĞƐƉŽŶĞŶƚĞ�ƐĂƌă�ƵŶĂ�ĨŽƌŵĂ�ŝŶĚĞƚĞƌŵŝŶĂƚĂ�
ሾͲ ή λሿ che si potrà sciogliere utilizzando il procedimento indicato in precedenza. 
 

Esempio: ���௫՜଴శሺͳ ൅ ��ଶ ሻ�௫ݔ ൌ ���௫՜଴శ ݁௫ ୪୬ሺଵା୪୬
మ ௫ሻ ൌ ݁ሾ଴ήஶሿ. 

^ŝ�ůĂǀŽƌĂ�ƋƵŝŶĚŝ�ƐƵůů͛ĞƐƉŽŶĞŶƚĞ͗� ���
௫՜଴శ

����ሺͳݔ ൅ ��ଶ ሻݔ ൌ ���
௫՜଴శ

୪୬�ሺଵା୪୬మ ௫ሻ
భ
ೣ

ൌ ቂஶஶቃ. 

^ŝ�ĂƉƉůŝĐĂ��Ğ�ů͛,ŽƐƉŝƚĂů͗� ���
௫՜଴శ

భ
భశౢ౤మ ೣ�ήଶ ୪୬௫ή

భ
ೣ

ି� భೣమ
ൌ ���

௫՜଴శ
ିଶ௫ ୪୬௫
ଵା୪୬మ ௫ ൌ ���

௫՜଴శ
ଶ ୪୬௫

୪୬మ ௫ା௢ሺ୪୬మ ௫ሻ ή ሺെݔሻ = 

ൌ ���
௫՜଴శ

ଶ
୪୬ ௫ ή ሺെݔሻ ൌ Ͳ. 

Quindi, ���
௫՜଴శ

݁଴ ൌ ͳ. 

 
 

5.6 Formula di Taylor 
 
5.6.1 Polinomio di Taylor 
Come già visto, la definizione di differenziabilità di una funzione stabiliva che ݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅
ݔሺ݋ െ ଴ሻǡݔ ݔ ՜  .଴ݔ
Con ܧሺݔሻ ൌ ݔሺ݋ െ ଴ሻݔ ՜ Ͳ, si ha quindi ݕ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ  .଴ሻ, ovvero la retta tangente alla funzione in x0ݔ
^ŝ�ƚƌĂƚƚĂ�ƉĞƌž�Ěŝ�ƵŶ͛ĂƉƉƌŽƐƐŝmazione spesso insufficiente: in alcuni casi, per ottenere risultati più precisi, si dovrà 
approssimare con un polinomio piuttosto che con una retta. Infatti, molte volte una stessa retta può individuare casi 
diversi (punti di massimo, di minimo o di flesso). 
 
A tale scopo, si utilizza il POLINOMIO DI TAYLOR di grado n: 

௡ܶሺݔሻ ൌ �݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅
݂ԢԢሺݔ଴ሻ

ʹ ሺݔ െ ଴ሻଶݔ ൅
݂ԢԢԢሺݔ଴ሻ

͵Ǩ ሺݔ െ ଴ሻଷݔ ൅ ൅ڮ ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ
݊Ǩ ሺݔ െ  ଴ሻ௡ݔ

 
In questa formula si utilizza il fattoriale: ݊Ǩ ൌ ݊ ή ሺ݊ െ ͳሻ ή ሺ݊ െ ʹሻ ή ǥ ή ͳ. 
 
Il Polinomio di Taylor varia a seconda del suo grado (n): ଵܶሺݔሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ  ଴ሻ, equivalente alla retta tangenteݔ
in x0. 

ଶܶሺݔሻ ൌ �݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ሺݔ െ  :଴ሻଶ equivale invece a una parabola che, nel punto x0, sarà uguale a f(x0)ݔ

infatti, ଶܶሺݔ଴ሻ ൌ �݂ሺݔ଴ሻ. 
La parabola ଶܶሺݔሻ, quindi, passerà per il punto ൫ݔ଴ǡ ݂ሺݔ଴ሻ൯. 
 

Se si calcola la derivata del polinomio di Taylor di secondo grado, si ottiene ܶԢଶሺݔሻ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൅ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ሺݔ െ  .଴ሻݔ

Ma, in x0, si avrà ܶԢଶሺݔ଴ሻ ൌ ݂ᇱሺݔ଴ሻ: anche la derivata del polinomio in questo punto è uguale alla derivata della funzione. 
Pertanto, ଶܶሺݔሻ è la parabola tangente alla funzione in x0. 
Proseguendo nei calcoli, si potrà notare che anche la derivata seconda del polinomio coincide con la derivata seconda 
della funzione in tale punto. 
 
In generale, dunque, si potrà dire che, se f è derivabile n volte in x0: 
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- ௡ܶሺݔ଴ሻ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ 
- ܶԢ௡ሺݔ଴ሻ ൌ ݂Ԣሺݔ଴ሻ 
- ܶԢԢ௡ሺݔ଴ሻ ൌ ݂ԢԢሺݔ଴ሻ 
- ͙ 
- ܶሺ௡ሻ௡ሺݔ଴ሻ ൌ ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ 

Si può esprimere il Polinomio di Taylor anche in funzione della variabile ݄ ൌ ݔ െ   :଴ݔ

௡ܶሺݔሻ ൌ �݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻ݄ ൅ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ݄ଶ ൅ ௙ᇲᇲᇲሺ௫బሻ

ଷǨ ݄ଷ ൅ ൅ڮ ௙ሺ೙ሻሺ௫బሻ
௡Ǩ ݄௡. 

 

Inoltre, quando x0 = 0, il Polinomio si dice Polinomio di Mc Laurin: ௡ܶሺݔሻ ൌ �݂ሺͲሻ ൅ ݂ᇱሺͲሻݔ ൅ ௙ᇲᇲሺ଴ሻ
ଶ ଶݔ ൅ڮ൅ ௙ሺ೙ሻሺ଴ሻ

௡Ǩ  .௡ݔ

 
5.6.2 Formula di Taylor 
Teorema di Taylor. Se f: Aك RÆR è derivabile n volte in x0 ੣ int A, allora ݂ሺݔሻ ൌ ௡ܶሺݔሻ ൅ ݔሺሺ݋ െ ଴ሻ௡ሻǡݔ ݔ ՜  .଴ݔ

Quindi, si può dire che ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ሺݔ െ ଴ሻଶݔ ൅ ௙ᇲᇲᇲሺ௫బሻ

ଷǨ ሺݔ െ ଴ሻଷݔ ൅ ൅ڮ ௙ሺ೙ሻሺ௫బሻ
௡Ǩ ሺݔ െ ଴ሻ௡ݔ ൅

ݔሺሺ݋� െ ଴ሻ௡ሻǡݔ ݔ ՜  .଴ݔ
Wŝƶ�Ŷ�ƐĂƌă�ĂůƚŽ͕�ŵĂŐŐŝŽƌĞ�ƐĂƌă�ŝů�ŐƌĂĚŽ�Ěŝ�ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ͗�ŝů�ŐƌĂĚŽ�Ěŝ�ŝŶĨŝŶŝƚĞƐŝŵŽ�ĚĞůů͛ĞƌƌŽƌĞ͕݋�ሺሺݔ െ ଴ሻ௡ሻǡݔ ݔ ՜  ,଴ݔ
infatti, aumenta, rendendolo più trascurabile. 
 
La formula ݂ሺݔሻ ൌ ௡ܶሺݔሻ ൅ ݔሺሺ݋ െ ଴ሻ௡ሻǡݔ ݔ ՜  ଴ espressa nel Teorema è detta Formula di Taylor e, per n = 1, coincideݔ
con la definizione di differenziabilità di una funzione. 
 
Le proprietà locali di una funzione nel punto x0 possono essere espresse anche dal polinomio di Taylor corrispondente alla 
funzione stessa: la formula, quindi, potrà essere utilizzata anche per la ricerca di punti di massimo o minimo locale della 
funzione. 
/�ƉŽůŝŶŽŵŝ͕�ƋƵŝŶĚŝ͕�ƐŽŶŽ�ůĞ�ƵŶŝĐŚĞ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�ǀĞƌĂŵĞŶƚĞ�ŝŵƉŽƌƚĂŶƚŝ�ŶĞůů͛ĂŵďŝƚŽ�ĚĞů�ĐĂůĐŽůŽ�ĚŝĨĨĞƌĞŶǌŝĂůĞ͘ 
 
Nel caso particolare in cui x0 = 0, si ottiene la cosiddetta Formula di McLaurin, che risulta utile nel calcolo di alcuni limiti 
notevoli; utilizzando le approssimazioni ed esprimendo le funzioni attraverso formule di McLaurin, infatti, è possibile 
dimostrare analiticamente i limiti: 

x ࢞ܕܑܔ՜૙
૚ି࢞ࢋ
࢞ ൌ ૚ 

݁௫ ൌ ݂ሺݔሻ ൌ ͳ ൅ ݔ ൅ ଵ
ଶ ݔ

ଶ ൅ ଵ
଺ ݔ

ଷ ൅ ൅ڮ ଵ
௡Ǩ ݔ

௡ ൅  .௡ሻݔሺ݋
Se n = 1, ݁௫ ൌ ͳ ൅ ݔ ൅ ሻݔሺ݋ ൌ൐�� ݁௫ െ ͳ ൌ ݔ ൅ ሻݔሺ݋ ൌ൐�� ௘

ೣିଵ
௫ ൌ ͳ ൅  .ሺͳሻ݋

 

x ࢞ܕܑܔ՜૙
૛࢞ି૚ି૛࢞ࢋ

࢞૛ ൌ ૛ 

Utilizzando la formula di McLaurin, si può dire che ݁ଶ௫ ൌ ͳ ൅ ݔʹ ൅ ସ௫మ
ଶ ൅  .ଶሻݔሺ݋

^ŽƐƚŝƚƵĞŶĚŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�ĚĞl limite, ���௫՜଴
ଵାଶ௫ାଶ௫మା௢൫௫మ൯ିଵିଶ௫

௫̰ଶ ൌ ʹ. 

N.B.: Qui è stato necessario utilizzare n = 2; se si usasse n = 1, il grado di approssimazione sarebbe insufficiente, 

perché si otterrebbe ���௫՜଴
௢ሺ௫ሻ
௫మ , non quantificabile. 

 

Si possono costruire formule di McLaurin per qualsiasi funzione elementare, a parte per le funzioni polinomiali, dove la 
formula risulterebbe identica alla funzione stessa. 
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5.6.3 Formula di Taylor e Punti Stazionari 

Supponendo di avere una funzione derivabile n volte in x0 (quindi tale che ݂ሺݔሻ ൌ ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ሺݔ െ

଴ሻଶݔ ൅ ݔሺሺ݋ െ ଴ሻݔ଴ሻଶሻ ) e supponendo che ݂ᇱሺݔ ൌ Ͳ, ovvero che x0 sia un punto stazionario, si avrebbe una situazione in 

cui ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൌ ௙ᇲᇲሺ௫బሻ
ଶ ሺݔ െ ଴ሻଶݔ ൅ ݔሺሺ݋ െ  .଴ሻଶሻݔ

Si può capire la natura di questo punto stazionario (ovvero se si tratta di un punto di massimo o di minimo) studiando il 
segno di ݂ԢԢሺݔ଴ሻ: nel caso in cui sia positivo, si avrebbe ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൐ Ͳ, quindi un punto di minimo locale in x0; 
viceversa, se la derivata seconda in x0 dovesse essere negativa, si avrebbe ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ ൏ Ͳ, quindi un punto di massimo 
locale sempre in x0. 
 
Si aprirebbe, inoltre, un caso di approssimazione non sufficiente se anche ݂ԢԢሺݔ଴ሻ dovesse essere uguale a 0: sarebbe 
necessario, in questo caso, aumentare il grado di approssimazione a n = 3 e andare a studiare ݂ԢԢԢሺݔ଴ሻ. 
Pertanto, si potrà dire che, se ݂ԢԢԢሺݔ଴ሻ ് Ͳ, il polinomio cambierà segno da sinistra a destra del punto x0, che quindi sarà 
un punto di flesso a tangente orizzontale. 
Invece, se ݂ᇱᇱᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ, sarà necessario andare a studiare il segno di ݂ூ௏ሺݔ଴ሻ e varranno le stesse regole definite per 
݂ԢԢሺݔ଴ሻ. 
 
Quindi, in generale: 

x Sia f: Aك RÆR, derivabile n volte in x0 ੣ int A, con ݊ ൒ ʹ. 
Siano inoltre ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ ݂ᇱᇱሺݔ଴ሻ ൌ ڮ ൌ ݂ሺ௡ିଵሻሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ e sia ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ് Ͳ. 
Allora: 

o Se n è dispari, x0 è punto di flesso a tangente orizzontale. 
o Se n è pari: 

� Se ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ൏ Ͳ, x0 è punto di massimo locale. 
� Se ݂ሺ௡ሻሺݔ଴ሻ ൐ Ͳ, x0 è punto di minimo locale. 

 

5.7 Convessità 
 
5.7.1 Funzioni Convesse 

x Un insieme Aك Rn si dice INSIEME CONVESSO quando, ࢞׊ǡ ࢟ א� ǡܣ ݐ׊ א ሾͲǡͳሿ, si ha che ࢞ݐ ൅ ሺͳ െ ሻ࢟ݐ א  .ܣ

Al variare di t tra 0 e 1, si considerano tutti gli elementi che vanno a formare il segmento che unisce x e y. 
Un insieme, quindi, si dice convesso se, unendo due punti qualsiasi con un semento, tutto il segmento è compreso 
ŶĞůů͛ŝŶƐŝĞŵĞ͘ 
In particolare, in R, un insieme è convesso se e solo se è un intervallo. 
 

x Una funzione f: Aك RÆR, dove A è un insieme convesso (ovvero un intervallo), si dice CONVESSA quando 
݂ሺݔݐଵ ൅ ሺͳ െ ଶሻݔሻݐ ൑ ଵሻݔሺ݂ݐ ൅ ሺݐ െ ͳሻ݂ሺݔଶሻǡ ݐ׊ א ሾͲǡ ͳሿǡ ଵǡݔ׊ ଶݔ א�  .ܣ

Presa un qualsiasi funzione f(x) e scelti arbitrariamente x1 e x2 Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�Ěŝ�ĚŽŵ�Ĩ�;ŝŶ�
questo caso dom f = R, quindi un insieme convesso), si trovano sul grafico della funzione 
i punti ܣ ൌ ൫ݔଵǡ ݂ሺݔଵሻ൯ e ܤ ൌ ൫ݔଶǡ ݂ሺݔଶሻ൯. 
La definizione prevede la presenza di una combinazione lineare convessa tra x1 e x2, 
ŽǀǀĞƌŽ�ŝů�ƐĞŐŵĞŶƚŽ�ĐŚĞ�ƵŶŝƐĐĞ�ƚĂůŝ�ƉƵŶƚŝ�ƐƵůů͛ĂƐƐĞ�ǆ͘�/Ŷ�ƚĂůĞ�ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͕�ƐƵů�ŐƌĂĨŝĐŽ�ĚĞůůĂ�
funzione, si identificherà la porzione di curva compresa tra A e B.  

Scaricato da Luigi Campana (luigirock@hotmail.it)

lOMoARcPSD|5060743



Luca Biglieri 

49 
 

È possibile prendere arbitrariamente un valore xt compreso tra x1 e x2, tale che ݔ௧ ൌ ଵݔݐ ൅ ሺͳ െ ଶ, con Ͳݔሻݐ ൑ ݐ ൑ ͳ. 

La retta passante per A e B avrà ݉ ൌ ௙ሺ௫మሻି௙ሺ௫భሻ
௫మି௫భ

 e avrà equazione ݕ ൌ ௙ሺ௫మሻି௙ሺ௫భሻ
௫మି௫భ

ή ሺݔ െ ଵሻݔ ൅ ݂ሺݔଵሻ, dal momento che fa 

parte del fascio di rette con centro in A. 

A questo punto, si può cercare il valore y della retta in ݔ௧ ൌ ଵݔݐ ൅ ሺͳ െ ݕ  :ଶݔሻݐ ൌ ௙ሺ௫మሻି௙ሺ௫భሻ
௫మି௫భ

ή ሺݔݐଵ ൅ ሺͳ െ ଶݔሻݐ െ ଵሻݔ ൅
݂ሺݔଵሻ, ponendo quindi x = xt. 
Svolgendo, si ottiene ݕ ൌ ൫݂ሺݔଶሻ െ ݂ሺݔଵሻ൯ ή ሺͳ െ ሻݐ ൅ ݂ሺݔଵሻ͗�ů͛ŽƌĚŝŶĂƚĂ�ĚĞlla retta in xt, ovvero in un punto qualsiasi 
preso tra x1 e x2, sarà ݕ ൌ ሺͳ െ ሻݐ ή ൫݂ሺݔଶሻ െ ݂ሺݔଵሻ൯ ൅ ݂ሺݔଵሻ ൌ ሺ࢞૚ሻࢌ࢚ ൅ ሺ૚ െ ࢚ሻࢌሺ࢞૛ሻ. 
^ŝ�ƚƌĂƚƚĂ�ĚĞů�ƐĞĐŽŶĚŽ�ŵĞŵďƌŽ�ĚĞůůĂ�ĚŝƐƵŐƵĂŐůŝĂŶǌĂ�ĚĞůůĂ�ĚĞĨŝŶŝǌŝŽŶĞ͕�ĐŚĞ�ĐŽƌƌŝƐƉŽŶĚĞ�ƋƵŝŶĚŝ�Ăůů͛ŽƌĚŝŶĂƚĂ�ĚĞůůĂ�ƌĞƚƚĂ�ĐŚĞ�
congiunge f(x1) e f(x2) in qualsiasi punto di [x1, x2]. 
Quindi, in conclusione, una funzione si dice convessa in un intervallo quando il suo grafico sta sempre sotto al segmento 
che congiunge gli estremi della funzione in tale intervallo. 
 
Una formulazione equivalente riŐƵĂƌĚĂ�ů͛epigrafico della funzione: una funzione, infatti, è convessa quando il suo 
epigrafico è ݂݁�݅݌ ൌ ሼሺݔǡ ሻǣݕ ݕ ൒ ݂ሺݔሻǡ ݔ א  .ሽܣ
>͛ĞƉŝŐƌĂĨŝĐŽ͕�ĚƵŶƋƵĞ͕�ĚĞǀĞ�ĞƐƐĞƌĞ�ƵŶ�ŝŶƐŝĞŵĞ�ĐŽŶǀĞƐƐŽ͗�Ĩ�ĐŽŶǀĞƐƐĂ�Ù epi f ك R2 è insieme convesso. 
  
Dalle definizioni precedenti, si nota come una retta non verticale sia una funzione convessa in tutto il suo dominio; questo 
vale anche per f(x) = |x|, mentre non è una definizione corretta per f(x) = x3.  
 
 
5.7.2 Funzioni Concave 

x Una funzione f: AكRÆR, dove A è un insieme convesso, si dice CONCAVA se ݂ሺݔݐଵ ൅ ሺͳ െ ଶሻݔሻݐ ൒ ଵሻݔሺ݂ݐ ൅
ሺݐ െ ͳሻ݂ሺݔଶሻǡ ݐ׊ א ሾͲǡ ͳሿǡ ଵǡݔ׊ ଶݔ א�  .ܣ
 

Si tratta di una semplice inversione della definizione di convessità. 
 
Esistono funzioni che non sono né convesse né concave in tutto il loro dominio, come la cubica, mentre, al contrario, 
esistono anche funzioni che sono sia convesse che concave: si tratta delle rette non verticali. 
In generale, una funzione è concava se e solo se il suo opposto è convesso, e viceversa. 
 
 
5.7.3 Funzioni Strettamente Convesse o Concave 

x f si dice STRETTAMENTE CONVESSA su un insieme AكR convesso quando ሺݔݐଵ ൅ ሺͳ െ ଶሻݔሻݐ ൏ ଵሻݔሺ݂ݐ ൅
ሺݐ െ ͳሻ݂ሺݔଶሻǡ ݐ׊ א ሺͲǡ ͳሻǡ ଵǡݔ׊ ଶݔ א� ǡܣ ଵݔ ്  .ଶݔ
f si dice STRETTAMENTE CONCAVA su un insieme AكR convesso quando ሺݔݐଵ ൅ ሺͳ െ ଶሻݔሻݐ ൐ ଵሻݔሺ݂ݐ ൅
ሺݐ െ ͳሻ݂ሺݔଶሻǡ ݐ׊ א ሺͲǡ ͳሻǡ ଵǡݔ׊ ଶݔ א� ǡܣ ଵݔ ്  .ଶݔ
 

La condizione di concavità o convessità stretta implica che la funzione non possa coincidere con il segmento che ne 
congiunge gli estremi. Le rette non verticali, dunque, non sono né strettamente convesse né strettamente concave. 
 
 
5.7.4 Derivata e Convessità di una Funzione 
Sia f: AكRÆR una funzione convessa derivabile su A aperto e convesso. 
Preso arbitrariamente un punto x0 su A, il grafico della funzione sarà maggiore rispetto alla retta tangente nel punto: si 
avrà quindi che ݂ሺݔሻ ൒ ݂ሺݔ଴ሻ ൅ ݂ᇱሺݔ଴ሻሺݔ െ ଴ሻǡݔ ǡݔ׊ ଴ݔ א  .ܣ
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Nel caso particolare di un punto stazionario, si avrà che ݂ᇱሺݔ଴ሻ ൌ Ͳ: in questo punto, quindi, ݂ሺݔሻ ൒ ݂ሺݔ଴ሻǡ ݔ׊ א
ǡܣ  .݋݅ݎܽ݊݋݅ݖܽݐݏ�݋ݐ݊ݑ݌�଴ݔ
Al contrario, se si fosse trattato di una funzione concava, ݂ሺݔሻ ൑ ݂ሺݔ଴ሻǡ ݔ׊ א ǡܣ  .݋݅ݎܽ݊݋݅ݖܽݐݏ�݋ݐ݊ݑ݌�଴ݔ
 
In una funzione convessa, quindi, il coefficiente della tangente cresce al crescere di x: quindi, la derivata prima di una 
funzione convessa è crescente su A. 
sĂůĞ�ƋƵŝŶĚŝ�ů͛ŝŵƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ͗�Ĩ�ĐŽŶǀĞƐƐĂ�ƐƵ���Ù Ĩ͛�ĐƌĞƐĐĞŶƚĞ�ƐƵ��͖�Ĩ�ĐŽŶĐĂǀĂ�ƐƵ���Ù Ĩ͛�ĚĞĐƌĞƐĐĞŶƚĞ�su A. 
/ŶŽůƚƌĞ͕�ƐĞ�Ĩ�ğ�ĚĞƌŝǀĂďŝůĞ�ĚƵĞ�ǀŽůƚĞ�ƐƵ���ĂƉĞƌƚŽ�Ğ�ĐŽŶǀĞƐƐŽ͕�ǀĂůĞ�ů͛ŝŵƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ͗�Ĩ�ĐŽŶǀĞƐƐĂ�ƐƵ���Ù ݂ᇱᇱሺݔሻ ൒ Ͳǡ ݔ׊ א  f ;ܣ
concava su A Ù ݂ᇱᇱሺݔሻ ൑ Ͳǡ ݔ׊ א  .ܣ
 
I punti in cui cambia la convessità, quindi, sono punti di flesso. 
x0 è un punto di flesso quando: 

x f è strettamente convessa/concava ݔ׊ ൏  ;଴ݔ
x f è strettamente concava/convessa ݔ׊ ൐  ;଴ݔ
x esiste una retta tangente alla funzione in x0. 
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6. Calcolo Integrale 
 
6.1 Primitiva e Integrale Indefinito 
�ĂƚĂ�ƵŶĂ�ŐĞŶĞƌŝĐĂ�Ĩ͛;ǆͿ͕�ğ�possibile risalire alla forma di f(x): il valore della derivata prima, infatti, permette di conoscere il 
coefficiente angolare della tangente alla funzione in ogni suo punto. 
In particolare, per un corollario al Teorema di Lagrange, se due funzioni hanno la stessa derivata prima su tutto un 
intervallo, allora differiscono per una costante. 
^Ğ�Ĩ͛;ǆͿ�ğ�ĐŽŶƚŝŶƵĂ͕�ŝŶŽůƚƌĞ͕�ƐĂƌă�ƐĞŵƉƌĞ�ƉŽƐƐŝďŝůĞ�ƌŝƐŽůǀĞƌĞ�ů͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�Ğ�ƚƌŽǀĂƌĞ�Ĩ;ǆͿ͘ 
 
�ĂƚĂ�Ĩ;ǆͿ͕�ƋƵŝŶĚŝ͕�ğ�ƉŽƐƐŝďŝůĞ�ƚƌŽǀĂƌĞ�ƵŶĂ�&;ǆͿ�ƚĂůĞ�ĐŚĞ�&͛;ǆͿ�с�Ĩ;ǆͿ͖�&;ǆͿ�Ɛŝ�dice FUNZIONE PRIMITIVA. 

x Data f: (a, b)كRÆR, si dice PRIMITIVA di f(x) su (a, b) una funzione F(x) derivabile su (a, b) tale che ܨᇱሺݔሻ ൌ
݂ሺݔሻǡ ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻǤ 

N.B.: Le primitive di f(x), se esistono, sono infinite: ܨሺݔሻ ൅ ܿǡ ܿ׊ א  .ࡾ
 
>͛ŝŶƐŝĞŵĞ delle primitive di f(x) su un intervallo (a, b) si indica con ݂׬ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሻݔሺܨ ൅ ܿ e si dice INTEGRALE INDEFINITO 
di f(x). 
 
 

ϲ͘Ϯ��ĂůĐŽůŽ�ĚĞůů͛/ŶƚĞŐƌĂůĞ�/ŶĚĞĨŝŶŝƚŽ 
 
6.2.1 Integrali Indefiniti Elementari 
 

f(x) F(x) 
ݔ݇ ݇ ൅ ܿ 

ఈାଵݔ ఈݔ
ߙ ൅ ͳ ൅ ܿǡ ߙ׊ ് െͳ 

ଵିݔ ൌ ͳ
ȁݔ��ȁ ݔ ൅ ܿǡ ݔ ് Ͳ 

݁௫ ݁௫ ൅ ܿ 
�െ ݔ�݊݁ݏ��  ݔ
���  ݔ�݊݁ݏ ݔ

 
Oltre alle regole elencate nella tabella, valgono due proprietà fondamentali: 

x ݂�݇׬ሺݔሻ݀ݔ ൌ ݇� ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ǡ ݇׊ א  ;ࡾ
x ݂׬ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ݀ݔ ൌ ݔሻ݀ݔሺ݂׬ ൅  .�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞůůĂ�ƐŽŵŵĂ�ğ�ůĂ�ƐŽŵŵĂ�ĚĞŐůŝ�integrali͗ݔሻ݀ݔሺ݃׬

 
6.2.2 Integrali Quasi Immediati 
 

f(x) F(x) 
݂Ԣሺݔሻ ή ݁௙ሺ௫ሻ ݁௙ሺ௫ሻ ൅ ܿ 

݂ᇱሺݔሻ ή ሾ݂ሺݔሻሿఈ 
ሾ݂ሺݔሻሿఈାଵ
ߙ ൅ ͳ ൅ ܿǡ ߙ׊ ് െͳ 
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݂ᇱሺݔሻ
݂ሺݔሻ  ��ȁ݂ሺݔሻȁ ൅ ܿ 

݂Ԣሺݔሻ ή �ሻሿ െݔሾ݂ሺ݊݁ݏ��ሾ݂ሺݔሻሿ 
݂Ԣሺݔሻ ή ����ሾ݂ሺݔሻሿ ݊݁ݏሾ݂ሺݔሻሿ 

 
 
6.2.3 Integrazione per Parti 
Per gli integrali nei ƋƵĂůŝ�ŶŽŶ�ďĂƐƚĂ�ů͛ĂƉƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�ĚĞůůĞ�ƌĞŐŽůĞ�Ěŝ�ĐĂůĐŽůŽ͕�ƉƵž�ƐĞƌǀŝƌĞ�ƌĂŐŝŽŶĂƌĞ�ƐƵůůĂ�ĨŽƌŵƵůĂ�Ěŝ�ĚĞƌŝǀĂǌŝŽŶĞ�
del prodotto tra funzioni. 
 
Date f(x) e g(x), infatti, si ha che ܦሾ݂ሺݔሻ ή ݃ሺݔሻሿ ൌ ݂ᇱሺݔሻ݃ሺݔሻ ൅ ݂ሺݔሻ݃Ԣሺݔሻ. 
Se entrambe le funzioni hanno derivata prima continua, allora anche ܦሾ݂ሺݔሻ ή ݃ሺݔሻሿ sarà continua; quindi, si avrà che 
ሻݔሾ݂ሺܦ׬ ή ݃ሺݔሻሿ ݔ݀ ൌ ሻݔሻ݃ሺݔᇱሺ݂׬ ൅ ݂ሺݔሻ݃ᇱሺݔሻ݀ݔ. 
Quindi, ݂ሺݔሻ ή ݃ሺݔሻ ൌ ሻݔሻ݃ሺݔᇱሺ݂׬ ൅ ݂ሺݔሻ݃ᇱሺݔሻ݀ݔ ൌ ݔሻ݀ݔሻ݃ሺݔᇱሺ݂׬ ൅  .ݔሻ݀ݔሻ݃ᇱሺݔሺ݂׬
Da qui si arriva alla formula di integrazione per parti: 
࢞ࢊᇱሺ࢞ሻࢍሺ࢞ሻࢌ׬ ൌ ሺ࢞ሻࢌ ή ሺ࢞ሻࢍ െ  .࢞ࢊሺ࢞ሻࢍᇱሺ࢞ሻࢌ׬
 
�ůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�Ěŝ�ƉĂƌƚĞŶǌĂ͕�ĚƵŶƋƵĞ͕�ǀĂŶŶŽ�ƐĐĞůƚŝ�ƵŶ�ĨĂƚƚŽƌĞ�ĨŝŶŝƚŽ�Ğ�ƵŶ�ĨĂƚƚŽƌĞ�ĚŝĨĨĞƌĞŶǌŝĂůĞ͕�ƉĞƌ�ƉŽƚĞƌ�ƵƚŝůŝǌǌĂre 
la formula; la scelta dei due fattori è fondamentale e, cambŝĂŶĚŽůĂ͕�ĐĂŵďŝĂ�ĂŶĐŚĞ�ů͛ĂƉƉůŝĐĂǌŝŽŶĞ�ĚĞůůĂ�ĨŽƌŵƵůĂ͕�ĐŚĞ�ƉŽƚƌă�
quindi risultare più o meno utile. 
Inoltre, va ricordato che la formula di integrazione per parti può essere utilizzata più volte consecutivamente, per 
semplificare gradualmente il calcolo. 
 
 
6.2.4 Integrazione per Sostituzione 
Data ݂׬ሺݔሻ݀ݔ, si può vedere ݔ ൌ ݃ሺݐሻ ൏ൌ൐ ݐ ൌ ݃ିଵሺݔሻ, in modo da ottenere ݂׬൫݃ሺݐሻ൯݃ᇱሺݐሻ݀ݐ ൌ ሻݐሺܨ ൅ ܿ. 
/Ŷ�ƋƵĞƐƚŽ�ŵŽĚŽ͕�Ɛŝ�ƉŽƚƌă�ƚƌŽǀĂƌĞ�ůĂ�ƐŽůƵǌŝŽŶĞ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�Ěŝ�ƉĂƌƚĞŶǌĂ͕�ŽǀǀĞƌŽ݂׬�ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሻ൯ݔ൫݃ିଵሺܨ ൅ ܿ. 
 
Bisognerà tenere conto che, ponendo ݔ ൌ ݃ሺݐሻ, cambierà anche il differenziale: ݀ݔ ൌ ݃ᇱሺݐሻ݀ݐ. 
>͛ŝŶƚĞŐƌĂǌŝŽŶĞ�ƉĞƌ�ƐŽƐƚŝƚƵǌŝŽŶĞ�ƉŽƚƌă�ĞƐƐĞƌĞ�ĐŽŵďŝŶĂƚĂ�ĐŽŶ�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂǌŝŽŶĞ�ƉĞƌ�ƉĂƌƚŝ͕�ƉĞƌ�ĂƌƌŝǀĂƌĞ�Ăů�ƌŝƐƵůƚĂƚŽ�ĨŝŶĂůĞ͘� 
 
 

6.3 Integrale Definito 
 
6.3.1 Scaloidi e Somme Integrali 
�ĂƚĂ�ƵŶĂ�Ĩ;ǆͿ�ůŝŵŝƚĂƚĂ�ƐƵ�;Ă͕�ďͿ͕�Ɛŝ�ƉŽƚƌă�ĐĂůĐŽůĂƌĞ�ů͛ĂƌĞĂ�ĐŽŵƉƌĞƐĂ�ƚƌĂ�ŝů�ŐƌĂĨŝĐŽ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ�Ğ�ů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ͕�ŶĞůů͛ŝŶƚĞrvallo [a, 
b], a patto che la funzione sia costante a tratti. 
Questo significa che, ponendo dei punti x1, x2͕�͙�͕�ǆn-1, interni all͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�;Ă͕�ďͿ͕�Ɛŝ�ƉŽƚƌă�ĐŽƐƚƌƵŝƌĞ�ƵŶŽ�scaloide, ovvero 
ƵŶĂ�ĨŝŐƵƌĂ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐĂ�ĐŽŵƉŽƐƚĂ�ĚĂ�Ɖŝƶ�ƌĞƚƚĂŶŐŽůŝ͕�ĐŚĞ�ǀĂĚĂ�ĂĚ�ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂƌĞ�ů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ͘� 
Si otterrà uno scaloide inscritto Ăů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ�ƐĞ�Ɛŝ�ƵƚŝůŝǌǌĂ�ƵŶ͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ƉĞƌ�ĚŝĨĞƚƚŽ͕�ĐŚe prenda quindi il valore 
minimo della funzione nei vari intervalli (area scaloide inscritto ൑ area trapezoide); viceversa, si otterrà uno scaloide 
circoscritto ƚƌĂŵŝƚĞ�ƵŶ͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ƉĞƌ�ĞĐĐĞƐƐŽ͕�ĐŚĞ�ƉƌĞŶĚĂ�ŝů�ǀĂůŽƌĞ�ŵĂƐƐŝŵŽ�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŶĞŐůŝ�ŝŶƚĞƌvalli (area 
scaloide circoscritto ൒ area trapezoide). 
/Ŷ�ĞŶƚƌĂŵďŝ�ŝ�ĐĂƐŝ͕�ĂŐŐŝƵŶŐĞŶĚŽ�ĚĞŐůŝ�ƵůƚĞƌŝŽƌŝ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ƐƵĚĚŝǀŝƐŝŽŶĞ�ŝŶ�;Ă͕�ďͿ͕�Ɛŝ�ŽƚƚĞƌƌă�ƵŶ͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ŵŝŐůŝŽƌĞ͘ 
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Generalizzando, se si individuano n-1 punti di suddivisione (e quindi n intervalli in (a, b) ), tali che ݔଵǡ ଶǡݔ ǥ ǡ ௡ିଵݔ א ሺܽǡ ܾሻ, 
si dirà PARTIZIONE ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ܲ ൌ ሼݔଵǡ ଶǡǥݔ ǡ  .௡ିଵሽݔ
 
EĞů�ĐĂƐŽ�ĚĞůůŽ�ƐĐĂůŽŝĚĞ�ŝŶƐĐƌŝƚƚŽ�Ğ�ĚĞůů͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ĞĨĨĞƚƚƵĂƚĂ�ƉĞƌ�ĚŝĨĞƚƚŽ͕�Ɛŝ�ƉƌĞŶĚĞƌĂŶŶŽ͕�ĐŽŵĞ�ǀĂůŽƌŝ�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�
generalmente chiamati ݈: ݈௜ ൌ ݅݊ ௫݂אூ೔݂ሺݔሻ, dove ܫଵ ൌ ሾܽǡ ଵሿǡݔ ଶܫ ൌ ሾݔଵǡ ଶሿǡǥݔ ǡ ௡ܫ ൌ ሾݔ௡ିଵǡ ܾሿǤ 
In questo modo, si otterrà una SOMMA INTEGRALE INFERIORE: ݏሺܲሻ ൌ ݈ଵሺݔଵ െ ܽሻ ൅ ݈ଶሺݔଶ െ ଵሻݔ ൅ ൅ڮ ݈௡ሺܾ െ  .௡ିଵሻݔ
Si può anche dire che ݏሺܲሻ ൌ σ ݈௞ሺݔ௞ െ ௞ିଵሻ௡ݔ

௞ୀଵ . 
In ogni caso, si intenderà ݔ଴ ൌ ܽǡ ௡ݔ ൌ ܾ e si avrà che ݏሺܲሻ ൑ ǡܣ  Ǥܲ׊
^ŝ�ŶŽƚĂ͕�ŝŶŽůƚƌĞ͕�ĐŚĞ�ůĂ�ƐŽŵŵĂ�ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ŝŶĨĞƌŝŽƌĞ�ğ�ĚŝƉĞŶĚĞŶƚĞ�ĚĂ�W͗�ƐĞ�Ɛŝ�ĂŐŐŝƵŶŐĞ�ƵŶ�ĂůƚƌŽ�ƉƵŶƚŽ�Ă�W͕�Ɛŝ�ŽƚƚĞƌƌă�ƵŶ͛ĂůƚƌĂ�
partizione, ܲᇱ ൌ ܲ ׫ ሼݔҧሽ, tale che ݏሺܲᇱሻ ൒  ሺܲሻǤݏ
 
EĞů�ĐĂƐŽ�ĚĞůů͛ĂƉƉƌŽƐƐŝŵĂǌŝŽŶĞ�ƉĞƌ�Ğccesso e dello scaloide circoscritto, invece, si prenderanno in esame i valori della 
funzione massimi negli intervalli: ܮ௜ ൌ ଵܫ ሻ, doveݔூ೔݂ሺא௫݌ݑݏ ൌ ሾܽǡ ଵሿǡݔ ଶܫ ൌ ሾݔଵǡ ଶሿǡǥݔ ǡ ௡ܫ ൌ ሾݔ௡ିଵǡ ܾሿǤ 
Si definirà SOMMA INTEGRALE SUPERIORE ܵሺܲሻ ൌ ଵݔଵሺܮ െ ܽሻ ൅ ଶݔଶሺܮ െ ଵሻݔ ൅ ൅ڮ ௡ሺܾܮ െ ௡ିଵሻݔ ൌ σ ௞ݔ௞ሺܮ െ௡

௞ୀଵ
 .௞ିଵሻݔ
Anche qui, si avrà ݔ଴ ൌ ܽǡ ௡ݔ ൌ ܾ e ܵሺܲሻ ൒ ǡܣ  Ǥܲ׊
Infine, anche questa somma integrale dipende dalla partizione adottata: se si utilizza ܲᇱ ൌ ܲ ׫ ሼݔҧሽ, si avrà che ܵሺܲᇱሻ ൒
ܵሺܲሻǤ 
 
Sarà dunque valida la legge ݏሺܲሻ ൑ ܣ ൑ ܵሺܲሻ, anche nel caso in cui si utilizzino due partizioni diverse: ݏሺܲכሻ ൑ ܣ ൑
ܵሺܲככ�ሻǡ ǡכܲ׊  .ככܲ
 
 
6.3.2 Area del Trapezoide 
dƵƚƚĞ�ůĞ�ƉŽƐƐŝďŝůŝ�ƉĂƌƚŝǌŝŽŶŝ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�;Ă͕�ďͿ�ĨĂŶŶŽ�ƐŞ�ĐŚĞ�ůĂ�ƐŽŵŵĂ�ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ŝŶĨĞƌŝŽƌĞ�ĂďďŝĂ�ƵŶ�estremo superiore finito 
e che, allo stesso modo, la somma integrale superiore abbia un estremo inferiore finito. 

x ݌ݑݏ௉ݏ�ሺܲሻ ൌ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ, INTEGRALE INFERIORE tra a e b di f(x). 

x ݅݊ ௉݂�ܵሺܲሻ ൌ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ, INTEGRALE SUPERIORE tra a e b di f(x). 

Come nel paragrafo precedente, varrà la legge ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑ ܣ ൑ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ. 

 

In particolare, si dirà che una funzione è integrabile secondo Riemann su [a, b] quando ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ. Da qui 

si arriva alla definizione di integrale indefinito: 

x Si dice INTEGRALE INDEFINITO secondo Riemann il numero ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ׬ �௕௔ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ . 

 
6.3.3 Interpretazione Geometrica 
Per costruzione, si avrà che, se ݂ሺݔሻ ൒ Ͳǡ ݔ׊ א ሾܽǡ ܾሿ, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ ൌ  Ǥܣ
 
Nel caso in cui ݂ሺݔሻ ൑ Ͳǡ ݔ׊ א ሾܽǡ ܾሿ, si dovrà invertire tutto: infatti, si avrà che ݏሺܲሻ ൌ ଵݔଵሺܮ െ ܽሻ ൅ ଶݔଶሺܮ െ ଵሻݔ ൅ ൅ڮ
௡ሺܾܮ െ ௡ିଵሻ e che ܵሺܲሻݔ ൌ ݈ଵሺݔଵ െ ܽሻ ൅ ݈ଶሺݔଶ െ ଵሻݔ ൅ ൅ڮ ݈௡ሺܾ െ  .௡ିଵሻݔ
Quindi, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ ൌ െ͗ܣ�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ�ĐŽƌƌŝƐƉŽŶĚĞ�Ăůů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ�ŝŶĚŝǀŝĚƵĂƚŽ�ĚĂůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ƐŝŵŵĞƚƌŝĐĂ�
rispetto all͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ͘ 
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Pertanto, ׬ െ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ  .ܣ

 
^Ğ�Ĩ;ǆͿ�ğ�ůŝŵŝƚĂƚĂ�Ěŝ�ƐĞŐŶŽ�ƋƵĂůƐŝĂƐŝ�ƐƵ�;Ă͕�ďͿ͕�ŽǀǀĞƌŽ�ƐĞ�ĐĂŵďŝĂ�ƐĞŐŶŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌŶŽ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͕�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ�
corrisponderà a una differenza di aree: si dovranno sommare le aree al di soƉƌĂ�ĚĞůů͛ĂƐƐĞ�ǆ͕�ƉĞƌ�ƉŽŝ�ƐŽƚƚƌĂƌƌĞ�ůĞ�ĂƌĞĞ�ĐŚĞ�
ne stanno al di sotto. 

In questo caso, prendendo in esame |f(x)|, si otterrà che ׬ ȁ݂ሺݔሻȁ݀ݔ௕
௔ ൌ ��ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ�ĚĞů�ŵŽĚƵůŽ�Ěŝ�Ĩ;ǆͿ͗ܣ

ƌĂƉƉƌĞƐĞŶƚĂ�ƐĞŵƉƌĞ�ů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ͘ 
 
 
6.3.4 Integrabilità secondo Riemann 
Esiste una condizione necessaria di integrabilità secondo Riemann: 

- f(x) deve essere limitata su [a, b], ovvero deve avere un maggiorante e un minorante. 

Trattandosi di condizione necessaria, va ricordato che non tutte le funzioni limitate sono integrabili (si pensi alla funzione 
di Dirichelet). 
 
Esistono, inoltre, dei criteri di integrabilità generali, ovvero delle condizioni sufficienti: 

- Se f(x) è monotona su (a, b), f(x) è integrabile su (a,b). 
- Se f(x) è continua su (a, b), f(x) è integrabile su (a, b). 
- Se f(x) ha un numero finito di punti di discontinuità su (a, b), f(x) è integrabile su (a, b). 

 
 
ϲ͘ϯ͘ϱ�WƌŽƉƌŝĞƚă�ĚĞůů͛/ŶƚĞŐƌĂůĞ��ĞĨŝŶŝƚŽ 

׬ - ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ ൅ ׬ ݃ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ . 

׬ - ݂݇ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ݇ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ . 

׬ - ௕ݔ݀�݇
௔ ൌ ݇ሺܾ െ ܽሻǡ ݇׊ א  .ࡾ

׬ - ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ െ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ ͗�Ɛŝ�ƉŽƐƐŽŶŽ�ƐĐĂŵďŝĂƌĞ�Ěŝ�ƉŽƐƚŽ�Ă�Ğ�ď͕�ĐĂŵďŝĂŶĚŽ�ƐĞŐŶŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ͘ 

׬ - ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௖

௔ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௖ ǡ ܿ׊ א  .proprietà di additività rispetto agli estremi di integrazione :ࡾ

- Se f(x) ൑ g(x) ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ e f(x) e g(x) sono integrabili, allora׬� ݂ሺݔሻ݀ݔ ൑௕
௔ ׬ ݃ሺݔሻ݀ݔ௕

௔ . 

׬ - ݂ሺݔሻ݀ݔ௔
௔ ൌ Ͳ. 

- ቚ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ቚ ൑ ׬ ȁ݂ሺݔሻȁ݀ݔ௕

௔ . 

 
 

6.4 Teorema della Media 
 
Teorema della Media nel Calcolo Integrale.  

Se f(ǆͿ�ğ�ĐŽŶƚŝŶƵĂ�ƐƵ�΀Ă͕�ď΁͕�ĂůůŽƌĂ�ĞƐŝƐƚĞ�Đ�̿�;Ă͕�ďͿ�ƚĂůĞ�ĐŚĞ׬� ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ݂ሺܿሻሺܾ െ ܽሻ ൌ൐ ݂ሺܿሻ ൌ ׬ ௙ሺ௫ሻௗ௫್

ೌ
௕ି௔ . 

Il valore f(c) si dice MEDIA INTEGRALE della funzione su [a, b]. 
 
/ů�ƚĞŽƌĞŵĂ�ƐŽƐƚŝĞŶĞ�ƋƵŝŶĚŝ�ĐŚĞ�ů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ�ŝŶĚŝǀŝĚƵĂƚŽ�ĚĂ�Ĩ;ǆͿ�ğ�ƵŐƵĂůĞ�Ăůů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƌĞƚƚĂŶŐŽůŽ�Ěŝ�ĂůƚĞǌǌĂ�Ĩ;ĐͿ�Ğ�Ěi 
base (b ʹ a), con c ŝŶƚĞƌŶŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�;Ă͕�ďͿ͘ 
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Si potrà quindi dire che ݂ሺܿሻሺܾ െ ܽሻ ൌ ׬ ݂ሺܿሻ݀ݔ௕
௔ , dove f(c) è una costante. 

Quindi, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ׬ ݂ሺܿሻ݀ݔ௕

௔ ͗�ŝů�ŶƵŵĞƌŽ�Ĩ;ĐͿ�ƌŝĂƐƐƵŵĞ�ůĞ�ƉƌŽƉƌŝĞƚă�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͕�ŝŶ�ĂŵďŝƚŽ�Ěŝ�ĐĂůĐŽůŽ�
integrale.  
 
Dimostrazione. 
f(x) è continua su [a, b] per ipotesi: vale quindi il Teorema di Weierstrass, quindi esistono un massimo assoluto e un 
minimo assoluto su [a, b] (verranno indicati con M e m). 
Pertanto, ݉ ൑ ݂ሺݔሻ ൑ ǡܯ ݔ׊ א ሾܽǡ ܾሿǤ 
WĞƌ�ůĞ�ƉƌŽƉƌŝĞƚă�ĚĞůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ͕�si avrà che ׬ ௕ݔ݀�݉

௔ ൑ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൑ ׬ ௕ݔ݀�ܯ

௔ . 
M e m sono due costanti, quindi il loro integrale definito sarà dato dalla costante stessa moltiplicata per la differenza tra 

gli estremi di integrazione. Quindi, ݉ሺܾ െ ܽሻ ൑ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൑ ሺܾܯ െ ܽሻ. 

Visto che (b ʹ a) > 0, si potrà dividere: ݉ ൑ ׬ ௙ሺ௫ሻௗ௫್
ೌ
௕ି௔ ൑  .ܯ

Il valore in mezzo, quindi, sarà un valore numerico compreso tra il minimo e il massimo assoluto della funzione 
ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
Dal momento che f(x) è continua su [a, b] (sempre per ipotesi), vale il Teorema di Darboux: la funzione assumerà tutti i 
valori compresi tra il minimo e il massimo assoluto, compreso il valore della media integrale. 

Quindi, ܿ׌ א ሺܽǡ ܾሻ tale che ݂ሺܿሻ ൌ ׬ ௙ሺ௫ሻௗ௫್
ೌ
௕ି௔ . 

 
 

6.5 Funzione Integrale 
��ƉŽƐƐŝďŝůĞ�ĞƐƉƌŝŵĞƌĞ�ů͛ŝŶƚĞŐƌale definito anche come una funzione, ad esempio ponendo come incognita uno degli 
estremi di integrazione. 
Si otterrà, quindi, una funzione del tipo ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௫

௔ , in cui la variabile è il secondo estremo di integrazione.  
 
Per risolvere un problema di questo genere e risalire alla funzione integrale relative a un integrale definito, sarà 
ŽƉƉŽƌƚƵŶŽ�ĐĂůĐŽůĂƌĞ�ŝů�ǀĂůŽƌĞ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�Ăů�ǀĂƌŝĂƌĞ�Ěŝ�ǆ͘ 
 

Esempio: ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐ௫
ଵ . 

Dal grafico della funzione si nota che, per x > 1, si ottiene un trapezio rettangolo 
ĐŽŵƉůĞƚĂŵĞŶƚĞ�ƉŽƐŝƚŝǀŽ͕�ƉĞƌ�Ъ�ф�ǆ�фϭ�ŝů�ƚƌĂƉĞǌŽŝĚĞ�ğ�ƐĞŵƉƌĞ�Ăů�Ěŝ�ƐŽƉƌĂ�ĚĞůů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�
ascisse, mentre, per x < ½, il trapezoide sarà negativo. 
Occorre esaminare i tre casi: 

ݔ׊ - ൐ ͳǡ ሻݔሺܨ ൌ ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐ௫
ଵ ൌ ሺଵାଶ௫ିଵሻሺ௫ିଵሻ

ଶ  (ovvero, formula per il calcolo 

ĚĞůů͛ĂƌĞĂ�ĚĞů�ƚƌĂƉĞǌŝŽͿ͘ 
Svolgendo, si otterrà ܨሺݔሻ ൌ ଶݔ െ  .ݔ

׊ - ଵ
ଶ ൏ ݔ ൏ ͳǡ ሻݔሺܨ ൌ ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐ௫

ଵ ൌ െ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐଵ
௫  (x ora è minore di 1). 

Si avrà quindi ܨሺݔሻ ൌ െ ሺଵାଶ௫ିଵሻሺଵି௫ሻ
ଶ ൌ ଶݔ െ  .ݔ

ݔ׊ - ൏ ଵ
ଶ ǡ ሻݔሺܨ ൌ ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐ௫

ଵ ൌ െ׬ ݐʹ െ ͳ�݀ݐଵ
௫  (x ora è minore di 1). 

Si dovrà operare ƵŶĂ�ĚŝĨĨĞƌĞŶǌĂ�ƚƌĂ�ů͛ĂƌĞĂ�ĐŽŵƉƌĞƐĂ�ƚƌĂ�Ъ�Ğ�ϭ�Ğ�ů͛ĂƌĞĂ�ĐŚĞ�ƐƚĂ�Ăů�Ěŝ�

ƐŽƚƚŽ�ĚĞůů͛ĂƐƐĞ�ĚĞůůĞ�ĂƐĐŝƐƐĞ͗ܨ�ሺݔሻ ൌ െቆଵସ െ
ቂቀభమି௫ቁήሺଵିଶ௫ሻቃ

ଶ ቇ ൌ ଶݔ െ  .ݔ
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Si può quindi  concludere che ܨሺݔሻ ൌ ଶݔ െ  una funzione che avrà il suo vertice ,ݔ
esattamente nel punto in cui ʹݐ െ ͳ ൌ Ͳ: infatti, ܨᇱሺݔሻ ൌ ݔʹ െ ͳ ൌ ݂ሺݔሻ. 

 
 

6.6 Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale 
 
Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale (o di Torricelli-Barrow). 
Se f(x) è continua su [a, b], allora ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௫

௔  è derivabile su (a, b) e ܨԢሺݔሻ sarà uguale a f(x), ݔ׊ א ሺܽǡ ܾሻ. 
 
Dimostrazione: 

Per la definizione di derivata, si ha che ܨᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
ிሺ௫ା௛ሻିிሺ௫ሻ

௛ . 

Si avrà dunque che ܨᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
׬ ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣశ೓
ೌ ׬�ି� ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣ

ೌ
௛ , dal momento che ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௫

௔  per ipotesi. 

Per la proprietà di additività rispetto agli estremi di integrazione, si potrà scindere il primo dei due integrali. Quindi, 

ሻݔᇱሺܨ ൌ � ���௛՜଴
׬ ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣ
ೌ �ା׬� ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣశ೓

ೣ ׬�ି ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣ
ೌ

௛ . 

Svolgendo i calcoli, resta ܨᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴
׬ ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣశ೓
ೣ

௛ . 

Per ipotesi, si sa che f(x) è continua su [a, b]; pertanto, sarà continua anche su [x, x+h], dal momento che è un intervallo 
contenuto in [a, b].  

Si può quindi applicare in [x, x+h] il Teorema della Media: esisterà ܿ� א ሺݔǡ ݔ ൅ ݄ሻ tale che ݂ሺܿሻ ൌ ׬ ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣశ೓
ೣ
௫ା௛ି௫ ൌ ׬ ௙ሺ௧ሻௗ௧ೣశ೓

ೣ
௛ . 

Quindi, esisterà ܿ� א ሺݔǡ ݔ ൅ ݄ሻ tale che ܨᇱሺݔሻ ൌ ���௛՜଴ ݂ሺܿሻ, mettendo insieme i passaggi precedenti.  
Tuttavia, si nota come, se ݄ ՜ Ͳ, allora ܿ ՜ ሻݔᇱሺܨ ,Quindi .ݔ ൌ ���௖՜௫ ݂ሺܿሻ. 
Visto che f è continua per ipotesi, il limite coinciderà con il valore della funzione nel punto. Quindi, si può concludere che 
ሻݔᇱሺܨ ൌ ݂ሺݔሻ. 
 
 
6.6.1 Formula di Torricelli-Barrow 
Un corollario al Teorema è la Formula di Torricelli-Barrow, che risulta utile ƉĞƌ�ĐĂůĐŽůĂƌĞ�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ͕�ƋƵŝŶĚŝ�ů͛ĂƌĞĂ�
del trapezoide. 
 
Posta ܨሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௫

௔ , si definisce G(x) come una primitiva di f(x) su [a, b]. 

Quindi, per il Teorema Fondamentale, si avrà che ܩሺݔሻ ൌ ሻݔሺܨ ൅ ܿ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௫
௔ ൅ ܿǡ ݔ׊ א ሾܽǡ ܾሿ. 

Ponendo ݔ ൌ ܽǡ ሺܽሻܩ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௔
௔ ൅ ܿ ൌ Ͳ ൅ ܿ ൌ ܿ. 

Quindi, sarà possibile sostituite G(a) alla costante, nella formula: ܩሺݔሻ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐሻ௫
௔ ൅  .ሺܽሻܩ

Ponendo ݔ ൌ ܾǡ ሺܾሻܩ ൌ ׬ ݂ሺݐሻ݀ݐ௕
௔ ൅  .ሺܽሻܩ

Si ottiene quindi la Formula di Torricelli-Barrow: ׬ ࢈࢚ࢊሺ࢚ሻࢌ
ࢇ ൌ ሻ࢈ሺࡳ െ ሻࢇሺࡳ ൌ ሾࡳሺ࢞ሻሿࢇ࢈. 

 
QuesƚŽ�ƐŝŐŶŝĨŝĐĂ�ĐŚĞ�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ�Ěŝ�ƵŶĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ĐŽŶƚŝŶƵĂ�ƉƵž�ĞƐƐĞƌĞ�ǀŝƐƚŽ�ĐŽŵĞ�ůĂ�ĚŝĨĨĞƌĞŶǌĂ�ƚƌĂ�ƵŶĂ�ƐƵĂ�ƉƌŝŵŝƚŝǀĂ�
in b e il valore della sua primitiva in a. 
WĞƌ�ŝů�ĐĂůĐŽůŽ�ĚĞůů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ�ĚĞĨŝŶŝƚŽ͕�ĚƵŶƋƵĞ͕�ƌŝƐƵůƚĂ�ĨŽŶĚĂŵĞŶƚĂůĞ�ů͛integrale indefinito, che viene usato per trovare le 
primitive della funzione. 
 
 

6.7 Integrale Generalizzato 
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Si parla di Integrale Generalizzato quando si ha una funzione integranda limitata in un intervallo di integrazione illimitato, 
oppure quando si ha una funzione integranda illimitata in un intervallo limitato. 
 
6.7.1 Funzione Limitata su Intervallo Illimitato 
In questo caso, si aprono tre fattispecie: 

x La funzione è limitata su ሾܽǡ ൅λሻǤ 
In questo caso, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶ

௔ ൌ ���௧՜ାஶ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௧
௔ . Se questo limite esiste finito, f(x) sarà integrabile 

ƐƵůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
Si dovrà quindi procedere utilizzando la Formula di Torricelli-Barrow, svolgendo ���௧՜ାஶሾܩሺݔሻሿଵ௧ , per poi 
sostituire ൅λ a t. 
N.B.: Perché il limite esista finito, ���௫՜ାஶ ݂ሺݔሻ ൌ Ͳ; se questo non avviene, f(x) non sarà integrabile 
ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ሾܽǡ ൅λሻǤ 
Avere il limite esistente è condizione necessaria, ma non sufficiente. 
 

x La funzione è limitata su ሺെλǡ ܾሿǤ 
In questo caso, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

ିஶ ൌ ���௧՜ିஶ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௧ . Se questo limite esiste finito, f(x) sarà integrabile 

ƐƵůů͛ŝŶƚĞƌǀallo. 
N.B.: Perché il limite esista finito, ���௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ ൌ Ͳ; se questo non avviene, f(x) non sarà integrabile 
ŶĞůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ�ሾܽǡ ൅λሻǤ 
Avere il limite esistente è condizione necessaria, ma non sufficiente. 
 

x La funzione è limitata su R = ሺെλǡ൅λሻ. 
In questo ĐĂƐŽ͕�Ɛŝ�ƉŽƚƌă�ƐĐŝŶĚĞƌĞ�ů͛ŝŶƚĞŐƌĂůĞ͗׬� ݂ሺݔሻ݀ݔାஶ

ିஶ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௖
ିஶ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔାஶ

௖ ǡ ܿ׊ א  applicando poi le ,ࡾ
regole viste in precedenza. 

 
6.7.2 Funzione Illimitata su Intervallo Limitato 
Anche qui, si aprono tre possibili casi: 

x ���௫՜௔శ ݂ሺݔሻ ൌ λ, la funzione ha ƵŶ�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ǀĞƌƚŝĐĂůĞ�ƉĞƌ�ů͛ĞƐƚƌĞŵŽ�ŝŶĨĞƌŝŽƌĞ�Ěŝ�ŝŶƚĞŐƌĂǌŝŽŶĞ͘ 

In questo caso, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ���௧՜௔శ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕

௧ ͘�^Ğ�ƋƵĞƐƚŽ�ůŝŵŝƚĞ�ĞƐŝƐƚĞ�ĨŝŶŝƚŽ͕�Ĩ;ǆͿ�ƐĂƌă�ŝŶƚĞŐƌĂďŝůĞ�ƐƵůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
 

x ���௫՜௕ష ݂ሺݔሻ ൌ λ͕�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŚĂ�ƵŶ�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ǀĞƌƚŝĐĂůĞ�ƉĞƌ�ů͛ĞƐƚƌĞŵo superiore di integrazione. 

In questo caso, ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ���௧՜௕ష ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௧

௔ ͘�^Ğ�ƋƵĞƐƚŽ�ůŝŵŝƚĞ�ĞƐŝƐƚĞ�ĨŝŶŝƚŽ͕�Ĩ;ǆͿ�ƐĂƌă�ŝŶƚĞŐƌĂďŝůĞ�ƐƵůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůŽ͘ 
 

x ���௫՜௖ ݂ሺݔሻ ൌ λǡ ܿ׊ א ሺܽǡ ܾሻ͕�ůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ŚĂ�ƵŶ�ĂƐŝŶƚŽƚŽ�ǀĞƌƚŝĐĂůĞ�ƉĞƌ�ƵŶ�ƉƵŶƚŽ�ŝŶƚĞƌŶŽ�Ăůů͛ŝŶƚĞƌǀĂůůo. 

In questo caso, si scinde: ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௕
௔ ൌ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ௖

௔ ൅׬� ݂ሺݔሻ݀ݔ௖
௕ . Si applicheranno poi nei due integrali le regole 

viste in precedenza. 
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7. Funzioni a più Variabili 
 
7.1 Concetti di Base su Rn 
Considerando una funzione f: A ك Rn Æ R, ovvero una funzione che associa un numero a un vettore di Rn, occorre per 
prima cosa definire la Struttura Metrica Ěŝ�ƋƵĞƐƚŽ�ŝŶƐŝĞŵĞ͕�ĐŽŵĞ�Ɛŝ�ĞƌĂ�ĨĂƚƚŽ�ŶĞŝ�ĐĂƉŝƚŽůŝ�ƉƌĞĐĞĚĞŶƚŝ�ƉĞƌ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�
numeri reali. In particolare, si studierà la struttura metrica di R2. 
 

x Si dice DISTANZA tra due vettori A (x1, y1) e B (x2, y2) il valore ܤܣതതതത ൌ ඥሺݔଵ െ ଶሻଶݔ ൅ ሺݕଵ െ  .ଶሻଶݕ

In generale, in Rn, avendo due vettori x e y, si avrà che la loro DISTANZA EUCLIDEA sarà pari a ݀ ቀ࢞ǡ ࢟ቁ ൌ
ඥሺݕଵ െ ଵሻଶݔ ൅ ሺݕଶ െ ଶሻଶݔ ൅ ൅ڮ ሺݕ௡ െ ௡ሻଶݔ ൌ ඥσ ሺݕ௞ െ ௞ሻଶ௡ݔ

௞ୀଵ . 
 

x Si dice INTORNO di un punto in Rn ܫ௥൫࢞૙൯ ൌ ൛࢞ א ǣ࢔ࡾ ݀൫࢞ǡ ࢞૙൯ ൏  .ൟݎ
In R2, si parla di intorni circolari, in Rn gli intorni sono definiti ipersfere. 
 

x Si dice PUNTO INTERNO di un insieme A, in Rn, ࢞૙ א ௥൫࢞૙൯ܫ׌ tale che ܣ ك �. 
 

x Si dice PUNTO DI ACCUMULAZIONE di un insieme A, in Rn, ࢞૙ tale che ܫ׌௥൫࢞૙൯ǣܫ�௥൫࢞૙൯ ת ࡭ ്  .׎
 

x In Rn, un insieme A si dice LIMITATO se ܯ׌ ൐ Ͳǣ ݀൫࢞ǡ ൯࢕ ൏ ǡܯ ࢞׊ א  .ܣ
 
 

7.2 Funzioni a n Variabili 
Si dice Funzione a n Variabili una funzione che associa a un vettore un numero; una funzione di questo genere si 
esprimerà come f: Aك Rn Æ R. 
 
7.2.1 Dominio e Grafico 
Per determinare il dominio di una funzione a più variabili, sarà necessario porre delle condizioni di esistenza per la 
ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ƌĞůĂƚŝǀĞ�ĂůůĞ�ĚŝǀĞƌƐĞ�ǀĂƌŝĂďŝůŝ�ŝŶ�ĞƐƐĂ�ĐŽŶƚĞŶƵƚĞ͘�/ů�ƌŝƐƵůƚĂƚŽ�ƐĂƌă�ƵŶ͛ĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�Ž�ƵŶĂ�ĚŝƐĞƋƵĂǌŝŽŶĞ�;Ž�ƵŶ�ƐŝƐƚĞŵĂ�Ěi 
equazioni o disequazioni) che forniranno le informazioni necessarie per determinare il dominio. 
Nel caso in cui non ci dovessero essere condizioni di esistenza da porre, il dominio sarà uguale a Rn. 
 
Il dominio di una funzione a più variabili è rappresentabile graficamente: si disegnano sul piano le equazioni delle funzioni 
trovate grazie alle condizioni di esistenza e si trovano le regioni di piano corrispondenti alle condizioni stesse. 
 
Il grafico di una funzione a più variabili, date ݖ ൌ ݂ሺ࢞ሻ e ࢞ א� ݂�݂ܽݎ݃ sarà ,࢔ࡾ ؔ ൛൫࢞ǡ ൯ݖ א ା૚ǣ࢔ࡾ ݖ ൌ ݂ሺ࢞ሻൟ. 
 
 
7.2.2 Insiemi di Livello 
Dal momento che il grafico di una funzione a 2 variabili sarebbe da esprimere in 3 dimensioni, la sua rappresentazione 
grafica risulta difficoltosa. Si usano, quindi, gli insiemi di livello, delle curve tracciate sul piano che esprimono la posizione 
nelle tre dimensioni dei punti della funzione che assumono un determinato valore. 
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/Ŷ�ŐĞŶĞƌĂůĞ͕�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�Ěŝ�ůŝǀĞůůŽ�ɲ�Ěŝ�ƵŶĂ�ŐĞŶĞƌŝĐĂ�ĨƵŶǌŝŽŶĞ�ƐĂƌă͗ݒ݁ܮ�ఈ݂ ൌ ൛࢞ א � ك ǣ�݂൫࢞൯࢔ࡾ ൌ ǡߙ ߙ א  .ൟࡾ
Si dovrà pertanto porre la funzione ƵŐƵĂůĞ�ĂĚ�ɲ�Ğ͕�Ă�ƐĞĐŽŶĚĂ�ĚĞŝ�ĐĂƐŝ͕�Ɛŝ�ƉŽƚƌĂŶŶŽ�ŽƚƚĞŶĞƌĞ�ƌŝƐƵůƚĂƚŝ�ĚŝǀĞƌƐŝ͗�ƐĞ�ɲ�ŶŽŶ�
appartiene al codominio di f, ad esempio, ݒ݁ܮఈ݂ ൌ ��ŵĞŶƚƌĞ͕�ƐĞ�ɲ�ĨĂ�ƉĂƌƚĞ�ĚĞů�ĐŽĚŽŵŝŶŝŽ͕�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĐŽŶƚĞƌƌă�ƵŶŽ�Ž�Ɖŝƶ͕׎
vettori. 
 
 

7.3 Regolarità delle Funzioni a Più Variabili 
 
7.3.1 Massimi e Minimi di una Funzione 
In Rn, data una funzione f: Aك Rn Æ R, si avrà che: 

x x0 ੣ A è PUNTO DI MASSIMO ASSOLUTO per f(x) quando ݂൫࢞൯ ൑ ݂൫࢞૙൯ǡ ࢞׊ א  .ܣ
x x0 ੣ A è PUNTO DI MINIMO ASSOLUTO per f(x) quando ݂൫࢞൯ ൒ ݂൫࢞૙൯ǡ ࢞׊ א  .ܣ

EĞůů͛ĂŵďŝƚŽ delle funzioni a più variabili, ci potranno essere anche più punti di massimo o minimo assoluto. 
Per quanto riguarda i massimi e i minimi relativi, si avrà che: 

x x0 ੣ A è PUNTO DI MASSIMO RELATIVO per f(x) su A quando ܫ׌௥൫࢞૙൯ǣ�݂൫࢞൯ ൑ ݂൫࢞૙൯ǡ ࢞׊ א ܣ ת  .௥൫࢞૙൯ܫ
x x0 ੣ A è PUNTO DI MINIMO RELATIVO per f(x) su A quando ܫ׌௥൫࢞૙൯ǣ�݂൫࢞൯ ൒ ݂൫࢞૙൯ǡ ࢞׊ א ܣ ת  .௥൫࢞૙൯ܫ

 
7.3.2 Continuità di una Funzione 

x Una funzione f: A ك Rn Æ R si dice CONTINUA in ࢞૙ א Ԣܣ ת �ĚŽǀĞ��͛�ğ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ĚĞŝ�ƉƵŶƚŝ�Ěŝ�ĂĐĐƵŵƵůĂǌŝŽŶĞͿ; ܣ
quando ���࢞՜࢞૙ ݂൫࢞൯ ൌ ݂൫࢞૙൯Ǥ 

Nel caso in cui il limite dovesse presentare una forma di indecisione, ad esempio ���ሺ௫ǡ௬ሻ՜ሺ଴ǡ଴ሻ
௬
௫ ൌ ቂ଴଴ቃ, si dovrà tenere 

ĐŽŶƚŽ�ĚĞů�ĨĂƚƚŽ�ĐŚĞ�ůĞ�ĚƵĞ�ǀĂƌŝĂďŝůŝ�Ɛŝ�ĐŽŵƉŽƌƚĂŶŽ�ŝŶ�ŵŽĚŽ�ŝŶĚŝƉĞŶĚĞŶƚĞ�ů͛ƵŶĂ�ĚĂůů͛ĂůƚƌĂ͘ 
In questo caso, operando graficamente, si disegnerà una retta di equazione ݕ ൌ  e ci si avvicinerà al valore 0 su tale ݔ݉
retta, ottenendo che ݂ሺݔǡ݉ݔሻ ൌ ௠௫

௫ ൌ ݉: il limite, quindi, sarà uguale al coefficiente angolare della retta scelta. 

Tuttavia, m è un valore che varia su tutto R, pertanto dipenderà dalla retta scelta: sarà quindi necessario avvicinarsi 
Ăůů͛ŽƌŝŐŝŶĞ�ƵƚŝůŝǌǌĂŶĚŽ�ĂůƚƌĞ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�Ɖŝƶ�ĐŽŵƉůĞƐƐĞ͘� 
 
 

7.4 Derivate di Funzioni a Più Variabili 
 
7.4.1 Derivate Parziali e Gradienti 
Operando in R2 su f(x, y), sarà possibile individuare una f(x0, y0) per definire un rapporto incrementale, incrementando 
però una variabile per volta: 

- ௙ሺ௫బା௛ǡ௬బሻି௙ሺ௫బǡ௬బሻ
௛ �՜ ���௛՜଴

௙ሺ௫బା௛ǡ௬బሻି௙ሺ௫బǡ௬బሻ
௛ ൌ ࢌࢊ

࢞ࢊ ሺݔ଴ǡ  ;଴ሻ, Derivata Parziale di f rispetto a x in (x0, y0)ݕ

- ௙ሺ௫బǡ௬బା௛ሻି௙ሺ௫బǡ௬బሻ
௛ �՜ ���௛՜଴

௙ሺ௫బǡ௬బା௛ሻି௙ሺ௫బǡ௬బሻ
௛ ൌ ࢌࢊ

࢟ࢊ ሺݔ଴ǡ  .଴ሻ, Derivata Parziale di f rispetto a y in (x0, y0)ݕ

Le derivate parziali esistono solo se il limite esiste finito. 
 

Generalizzando in Rn, una funzione avrà n derivate parziali e si avrà che ௗ௙ௗ௫೔
൫࢞૙൯ ൌ ���௛՜଴

௙൫࢞૙ା௛ࢋ೔൯ି௙൫࢞૙൯
௛  . 

Scaricato da Luigi Campana (luigirock@hotmail.it)

lOMoARcPSD|5060743



Luca Biglieri 

60 
 

Trovate le derivate parziali di una funzione in un punto, sarà possibile costruire un Vettore Gradiente in x0 che contenga 

tutte le derivate parziali:݂׏�൫࢞૙൯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ௗ௙
ௗ௫భ

ሺ࢞૙ሻ
ௗ௙
ௗ௫మ

ሺ࢞૙ሻ
ڭ

ௗ௙
ௗ௫೙

ሺ࢞૙ሻے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

�. 

 
Una funzione si dirà derivabile in x0 quando esisterà il gradiente in tale punto, ovvero quando esisteranno tutte le 
derivate parziali in x0. 
 
Per calcolare più agevolmente la derivata parziale senza utilizzare la definizione, si potrà individuare una funzione 

derivata parziale, uguale a ௗ௙ௗ௫೔
൫࢞൯ǣ ܦ ك � ك  �ĚŽǀĞ���ğ�ů͛ŝŶƐŝĞŵĞ�ŝŶ�ĐƵŝ�ůĂ�ĚĞƌŝǀĂƚĂ�ĞƐŝƐƚĞ�ĨŝŶŝƚĂ͕͘ܖ܀

Nel trovare tali funzioni derivatĞ�ƉĂƌǌŝĂůŝ͕�Ɛŝ�ĚŽǀƌă�ĐŽŶƐŝĚĞƌĂƌĞ�ůĂ�ǀĂƌŝĂďŝůĞ�ŝŶ�ĐƵŝ�Ɛŝ�ĐĂůĐŽůĂ�ůĂ�ĚĞƌŝǀĂƚĂ�ĐŽŵĞ�ů͛ƵŶŝĐĂ�ǀĂƌŝĂďŝůĞ�
presente nella funzione, considerando invece tutte le altre variabili come parametri numerici. 
Sarà possibile calcolare un gradiente ݂׏ሺ࢞ሻ che contenga tutte le funzioni derivate parziali. 
 
 
7.4.2. Derivate Seconde e Matrice Hessiana 
Nel caso in cui si abbia una funzione derivata parziale  ௗ௙ௗ௫೔

ሺ࢞ሻ: D ك Rn ÆR, si può calcolare anche la derivata parziale di 

questa funzione rispetto a tutte le sue variabili. 
In Rn, una funzione avrà n2 derivate seconde. 
 
La derivata seconda si indica con d2f al numeratore, mentre, al denominatore, va per prima la variabile, moltiplicata per il 
parametro.  

In R2, si avranno quindi 4 derivate seconde: ௗ
మ௙

ௗ௫మ ǡ
ௗమ௙
ௗ௫ௗ௬ ǡ

ௗమ௙
ௗ௬ௗ௫ ǡ

ௗమ௙
ௗ௬మ; inoltre, si ha che ௗ

మ௙
ௗ௫ௗ௬ ൌ

ௗమ௙
ௗ௬ௗ௫: questo avviene per il 

teorema di Schwartz. 

Teorema di Schwartz. Se le ݀ଶ݂ sono funzioni continue (ovvero se ݂ א ሻ), allora ௗమ௙ܣଶሺܥ
ௗ௫೔ௗ௫ೕ

ൌ ௗమ௙
ௗ௫ೕௗ௫೔

 . 

 

È possibile riunire tutte le derivate seconde di una funzione in una matrice hessiana, detta H o ௗ
మ௙

ௗ࢞మ; la struttura della 

matrice sarà la seguente: 

ଶ׏ ሺ݂௡ǡ௡ሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ ݀ଶ݂

ଵଶݔ݀
݀ଶ݂

ଶݔଵ݀ݔ݀
ǥ ݀ଶ݂

௡ݔଵ݀ݔ݀
݀ଶ݂

ଵݔଶ݀ݔ݀
݀ଶ݂
ଶଶݔ݀

ǥ ݀ଶ݂
௡ݔଶ݀ݔ݀

ڭ ڭ ڭ ڭ
݀ଶ݂

ଵݔ௡݀ݔ݀
݀ଶ݂

ଶݔ௡݀ݔ݀
ǥ ݀ଶ݂

௡ଶݔ݀ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Sulla diagonale principale della matrice si troveranno le derivate seconde pure. 
A seconda del punto in cui si vuole calcolare la matrice, si andranno a inserire le coordinate del punto nelle funzioni 
derivate contenute nella matrice stessa, ottenendo quindi una matrice numerica per ciascun punto. 
 
 

7.5 Punti Stazionari, di Massimo, di Minimo e di Sella 
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7.5.1 Punti Stazionari 
�ŶĐŚĞ�ŶĞůů͛ĂŵďŝƚŽ�ĚĞůůĂ�ĨƵŶǌŝŽŶŝ�Ă�Ɖŝƶ�ǀĂƌŝĂďŝůŝ͕�ǀĂůŐŽŶŽ�ĚƵĞ�ƚĞŽƌĞŵŝ�ŝŵƉŽƌƚĂŶƚŝ�ƉĞƌ�individuare massimi, minimi e punti 
stazionari. 
 
Teorema di Weierstrass. Se f: Aك Rn Æ R ğ�ĐŽŶƚŝŶƵĂ�ƐƵůů͛ŝŶƐŝĞŵĞك��� A chiuso e limitato, allora esistono un massimo e un 
minimo assoluti per f su C. 
Questo teorema sta alla base del concetto di insieme di livello. 
 
Teorema di Fermat. Sia f: Aك Rn Æ R e sia x0 ੣ int A tale che f sia derivabile in x0. Se x0 è un punto di massimo o di minimo 
relativo, allora ݂׏൫࢞૙൯ ൌ  .࢕

Quindi, per trovare un punto stazionario di una funzione in R2, si dovrà svolgere ቐ
ௗ௙
ௗ௫ ൌ Ͳ
ௗ௙
ௗ௬ ൌ Ͳ

 . 

 
7.5.2 Punti di Massimo, Minimo e di Sella 
>Ă�ƐƚĂǌŝŽŶĂƌŝĞƚă�ğ�ƵŶĂ�ĐŽŶĚŝǌŝŽŶĞ�ŶĞĐĞƐƐĂƌŝĂ�ƉĞƌ�ů͛ottimalità, ma non sufficiente: esistono infatti dei punti, denominati 
Punti di Sella, che, seppure siano punti stazionari, non sono né di massimo né di minimo. 
 
A questo proposito, vale la seguente regola generale. 
Sia f: Aك R2 Æ R una funzione di classe C2 (con derivata seconda continua su tutto il suo dominio), e sia x0 ੣ int A tale che 
൫࢞૙൯݂׏ ൌ  :Allora .࢕

- Se ׏����ଶ݂൫࢞૙൯ ൐ Ͳ e ௗ
మ௙

ௗ௫భమ
൐ Ͳ, f ha un punto di minimo relativo in x0. 

- Se ׏����ଶ݂൫࢞૙൯ ൐ Ͳ e ௗ
మ௙

ௗ௫భమ
൏ Ͳ, f ha un punto di massimo relativo in x0. 

- Se ׏����ଶ݂൫࢞૙൯ ൏ Ͳ, f ha un punto di sella in x0. 

Nei restanti casi, non è possibile determinare a priori la natura del punto. 
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