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esempio : «GIALLE nel piano»

y
^

Consideriamo la trasformazione del generico punto P che lo atleta e

pl •
lo porta in P' (quello che fa ad un punto lo fa a tutti )

§MDB
↳po

>
×

possiamo scrivere le coordinate di P come COORDINATE POLARI del piano

D= (× ; y) - (pcospsjgsenp) , per P
' cambierà l'angolo ma g sarà la stessa

← P' = ( ✗ ' jy
' ) - Cfcos capo) ; fsen Capo))

possiamo riscrivere lecoordinate utilizzando le formule di addizione :

fcos (✗+B) =pcosacosp -fseno seup

Isen(✗+B) =pseno cosps - 5 cosa senps

Ma noi sappiamo che X-jcospsey-gs.eupo , ora li sostituisco nelle eq . precedentemente trovate

✗ '
= fcos CatB) = ✗cosa - yseno ] y
y
'
= Isen (✗+B) = ✗seno -1 cgcosa posso scrivere ×

' e y' nel seguente modo

) =(cosa - seno → la rotazione è descritta da questa
sua cosa /( È ) matrice

ROTAZIONE = trasformazione del piano in se stesso che ruota i punti di un angolo × è descritta da una matrice che

dipende dall' angolo X .

R (d) = matrice di rotazione di un angolo ✗ = (cosa - Sento

Bena cosa )
Supponiamo di eseguire due successive rotazioni

Rcd) RCB)
P- (G) EEE Ra' (5)→ RCB' Ra'(f)→(cos cosa )

= RGB)

•

seconda

gaengg

-SLMP
gang

- seno
rotazione

µ cosa )( ✗

rotazione

finale >

R(✗+ B) = - cosasono - senpscosan - sen (dip)

smargiasso)
=

⇔a)senpscossn + cosasana seu CatB)

le matrici rappresentano ILLECITI nel piano
.

• prendiamo due vettori E ,
W-E.MN e una matrice a di tipo (me; n) e posso fareACN-i-WI-aei-ATV-gposs.no

farlo poiché un vettore in IRM è una colonna di M righe,quindi gli posso
applicare una matrice di tipo (min)

•

analogamente se prendo ✗ c- IR e un vettore DI EIRM otterrò una matrice

acarti-XAI-LE-JQves.ie
sono le proprietà che descrivono un' applicazione lineare

¥7 A è un' applicazione o mappa lineareche prende gli elementi di IRM e li porta in IRM
,
a : Pin→ IRM

Se la matrice di tipo Cui, n ) lavora su vettori di IRM da' come risultato rettori di IRM

La composizione di 2 applicazioni lineari è anch' essa un' applicazione lineare ed è rappresentata dalla matrice prodotto



Prendiamo A2
,an, NE ,

con fare la composizione intendo che prima prendo aree e ne faccio il prodotto

e al vettore prodotto applico la matrice A2 .

Oppure prima avrei potuto fare il prodotto delle matrici an.az e alla matrice prodotto avrei applicato il

vettore e .
Questi due procedimenti sono equivalenti .

•

DETERMINANTE della MATRICE :

È la caratteristica di una matrice quadrata che era la sua applicazione nel capire se la matrice è amo
'

applicazione lineare e se essa sia invertibile .

Utilizzeranno un PROCESSO RICORSIVO ( prima una matrice 1×1 , poi 2×2 , poi studiamo come si passa d'alta

matrice successiva alla precedente )

Consideriamo le matrici di ordine ( n ✗n )

☒ M= (a)
,
allaM= ai

*
M-2 M=(an an oletm= Ann - azz - an- Oran → moltiplico gli elementi della diagonale principale acui sottraggo il prodotto degli

an azz)
elementi sull' altra diagonale

ex: det(2 1) = 2-4 - C-3)
'1--8+3=11

-3 4

5-esima colonna
↓

&-....q
" I'¥

Supponiamo di avere a - cm;n) , a =
°" - - - - - •2m il MINORE complementare ai ai] , indicato con Mìj è il determinante dellai.:|
. . _ . . - an-

matrice ottenuta cancellando la I- esima riga e la 5- esima colonna .

COMPLEMENTO ALGEBRICO di Asj e ai] = C-1)
'

⇔
. Mi]

↓

Il segno dipende dal posto della matrice , il posto dipende dalla somma di iej

EX : a= per trovare Mnz cancello la prima riga e
la seconda colonna

Mhz = det⇐ } ) = -1.0 - C-312 = 0 -16=+6
A 12 = C-n )

""
. Mia = ftp.g = -6

M33 = olet § ) = - O - C- n) - 2=+2 e a33 = C-1)
°

- 2 = +2

Si chiama determinante dia la somma dei prodotti degli elementi di una qualunque rigor (o colonna) per i loro complementi algebrici .

EX : elementi della K-eri una riga → olet a = Qui Ann torna akzt . _ . . + Aumann

6

mi è comodo che sia ricorsiva perché per applicare questa allf . devo saper calcolare il detti altre matrici
di ordine 2×2

Esempio : calcolare il det della matrice a = {
^ 3

n I 3

§suggerimento : scegliere una riga o colonna con almeno uno O presente ( così si semplificano i calcoli)

alla (2%32) = 0 . Ann 1- 1 . Anz t 3 - an3 (prima riga) (oppure avrei potuto fare 3-an3 + 2023+ 0733
,
terza colonna)

^ 2 0 |
= o-12 C-i Pdetfi g) + 3- C- 1 Hotel(2 -1 ) = 0+(-2--2) + (3. 5) = 0+4+15=191 2

Al posto che scrivere olet ( ) posso scrivere solo la matrice tra due sbarre verticali | )



1 2 3 4

2 5 1•

dlt di una matrice di ordine 4 : | ° ◦ | = 2-a 31 +0 - Asa +3-as> +0 - ansa

2 O 3 I

0 -1 -2 1
=
2 ,_a)a |

= 3 &

2 5

→ → I / + ◦ + s'→ |? È % / +0--2-4 + 3-→ =

=
2 ( na -9+4) + 9 = 27

☒
SITUAZIONI PARTICOLARI :

◦matricediaa-onalem.net (§ § § ) = An . / '2
°

>2 0

• g, | = /^ . ✗2 ' >3

§ la matrice diagonale ha come olet . il prodotto dei termini sulla diagonale principale

◦

IEEEEIEEEEEe : matrice che non tutti i termini sotto la diagonale principale -0

( la matrice triangolare inferiore tra i termini sopra la diagonale principale = 0)

dlt ( § § )= a - | d e | - a -dif → anche in questo caso sono elementi della diagonale principaleo al e
0 f

•TEOREMA ( propL-aE.name) :

consideriamo una matrice a ali tipo (n; n)

a) se la matrice ha una riga o una colonna di elementi nulli ,
il |detca

b) se scambio tra loro due righe o due colonne il detta ) cambia segno

ex : | ! 22
] § / = - | § ] ] | Se faccio 2 scambi ripristino il segno ( se faccio un numero dispari di scambi il aeet cambia segno)^ 2 ^

C) se a tra due righe o due colonne uguali
'

A detta -0

2 1
ex:| ; ; :| - ◦

d) il dlt è unafunzione lineare delle righe o delle colonne

olet( a-notai÷ ) ≥ olet ( Fg ) + det ( ÌÌ)→ sono sommando solo la prima riga
il resto rimane invariatoE èin onore

olet della somma di 2matrici

se moltiplico E. io otterrò oeet(
"

ÈÈ ) - ✗ •et ( a?§ )
e) se una riga si aggiunge a una qualunque combinazione lineare di altre righe il determinante non cambia .

f) se le righe (o colonne) di a sono linearmente dipendenti , desta) =0 ( implicazione della e)

g) il detcta) = Indetta) (conseguenza della d)

µ) Se aè triangolare ( in particolare diagonale) , detta) =an - azz. Q»
.

. . . .

.

amm → e il prodotto dei termini della diagonale principale
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1 3 2 ) = se prendo la -1T riga e la moltiplico per 2 , inseguito la sottraggo alleni⇒ ^ : •*È :
ottengo una riga con due 0 .

| (è una delle proprietà che abbiamo visto)

ÈÈ= olet¥§) [ la matrice cambia man il det rimane muoviamo

4 -1 -2 I
C-5) (-113 | ^ ^

a → | = +5 (-2-4) = -30

a. o }É {} È ?} ⇒ ott -o poiché la Ieea # colonna sono linearmenteEXZ : out ?⃝ ? dipendenti
2

4 -2 4

HYE
• m vettori in IRM sono linearmente indipendenti ⇔ la matrice che ha per colonne gli M rettori tra determinante

non nullo .

•

TEOREMA di BINET : supponiamo di avere a, B matrici quadrate dello stesso ordine
,
il olet della matrice prodotto è

uguale al prodotto dei due out • detta . B) = Altea) - elettro)

nel caso in cui a =D avremo alla (A2) = ( alata )
≥

Vediamo qualche altro esempio di uso del det. :

prendiamo due vettori ne = (✗n , ✗2 , ✗ 3 ) e le = ( yn , ya , y} ) , abbiamo che E nel =/✗243 - ✗392) + (✗381 - ✗ny})≥ + (✗ruga- ✗281) 1
" " "

a- (÷ :) •a- ( I;) •%:L:)
≈ I ≤

quindi possiamo scriverlo come un dlt unico dlt (×, ✗a ×, ) .

yn YZ 93

EX : « verificare il Prodotto MISTO »

←⇔ . . -1 : : :|✗^ ✗2 ✗3 Con te = ( Zn i Zz ; 2-3 )

avendo già calcolato in precedenza In ll basta solo fare il prodotto tra il risultato e la

÷ : :|④zyrs - ✗392) + (✗381 - ✗ny})≥ + (✗ruga- ✗281) E] • (2-ne + 2-21 + 2-31 ) =/ ✗^ ✗a ✗3
→ T 9

Moltiplicherò nel seguente modo , è il diet della matrice

EX : « calcolare il detas con a = (7 ? ) »

olet (as) - detca.at ) = dei a- alex ( Aa ) = data - data . detta> ) = Caleta P
↓

per Teo Bonet Herter Poiret

più in generale ( an) = ( data )
"

⇒ nel nostro esempio data = 6 quindi det ( as ) = 65

FM
@ Quando faccio la potenza non cambia il tipo di matrice ⇒ As è una matrice di tipo 2×2

•

CARATTERISTICA di una MATRICE : ( non è necessario che la matrice sia quadrata)

-

TEO : consideriamo r vettori riga in IR
"

(r<n) oe , _ . . . .

,@r e consideriamo la matrice che si ottiene "sovrapponendo
" i vettori " ON"

a = (ÈÈ ) matrice del tipo (r; n)



Bisogna stabilire se i vettori sono linearmente dipendenti ⇔ ogni matrice quadrata di tipo Crise) estratta da A ha det . nullo

I vettori AI , _ . . . . , Eun sono linearmente indipendente se 3- almeno una matrice quadrata di ordine Crir) con dei≠0 .

E-× : a-̂ = ( 2 1 3)

, a ◦ )
a-n.ae sono linearmente dipendenti se tutte le matrici 2*2

⇒ a = (2 ^ 3
che si possono ottenere trauma alle = 0

.

ora = (-1 2 0 ) E
per ottenere le matrici 272 basta cancellare

,
volta in volta

,
una colonna

basta che una sola di queste matrici abbia dlt =/ 0 e i vettori sono linearmente indipendenti

Qui = ( n 2 0 -1 )

1 2 0

•

"

a-a = (-1 O 0 0) ⇒ a = O 0 ) mi basta avere una matrice estratta 3×3 con

4 olet =/ 0 affinché i vettori siano lire. indi p .

a-3 = ( 1 4 2 -1 )

dlf : 1) Supponiamo di avere una matrice a di tipo (me; n) e supponiamo di avere / K e nein (m; m) si dice MINORE QUADRATO

di ordine K estratto dalla matrice a il det di una qualsiasi matrice di ordine K ottenuta con gli

elementi comuni a Kringle e le colonne di A .

1 2 4 3

€-40 0 2 0} min di ordine 32 -1 ^ °

0 2 2 0
è il Minoli ordine 2
è il aletdi questa matrice

2) CARATTERISTICA di una matrice a (o RANGO di a)

è un intero a≥o t.ci : - 3 un minore di ordinar estratto da a e non nullo

- tutti i minori di ordine se-11 sono nulli

dal teorema : la ERETTILE(rkca) ) è dunqueil Max ma di righe o colonne di una matrice linearmente indipendenti .

EX : « determinare la caratteristica di a»

a-=(
}

la caratteristica
, in questo caso , potrà essere Max 2 . (sarà 0

,
1 o 2)

2

ao )
- ⊖ non può essere perché ho almeno un elemento =/ 0

-

1 sarà almeno uno poiché per avere 1 una matrice deve avere almeno di
elemento ≠ 0

- 2 devo avere a colonna linearmente indipendenti
- ↓

cancello la terza riga e trovo det (2 31 2)
21 ≠ 0

, quindi le colonne sono

lincoln. inali p.

-3 di conseguenza ricca ) = 2 → le righe non sono linearmente indipendenti
poi che 3 vettori in R2 non saranno mai lire . indi p.

iEV.nnd.SN,
il 3 sarà Comb. lineare dei primi due .

per questo abbiamo considerato come me Max 2 e non 3

e-✗ 2 : « determinare la caratteristica di A» (matrice quadrata)

: :
-

A =§ 3 ) sicuramente ricca ) ≥ 2 poiché ero un min di ordine a -1-0 , al Neox ricca) sarà 3

per scoprirlo calcolo il detto
cancello la 3 colonna detta) = C- 1) - 1 1- 1-6 = 51--0 ⇒ Ikea)=3

[ Se il det della matrice è-10 allora ricca) sarà mai



EX 3 : « determinare la caratteristica di A»

a-§ Io
,

il dettog) -0 e il detto f)⇒ quindi rucaseaemeuo a

◦ a ;)
↓ poiché ho trovato un mini ali ordine 2 #0 e le prime due rogne sono. lin. indip .

ark (a) ✗2 poiché ho una colonna di 0 e il det ca ) =0

• TEOREMA KRONECKER : ma condizione necessaria e suff. poiché una matrice abbia nrk =@ è che] un minore di

(dei minori orlati )

ordine K¥0 e siamo nulli tutti i minori. di ordine Kia ottenuti da quello ≠ O ORLANDOv0

~

con qualsiasi altra riga o colonna prendere il min =/ O gli si accosta una riga o una

colonna e si ottiene un num di ordine van che

deve essere =O

EX 1 : a = (
^ 2 3 a

2 0 3 5

2 , g g
) rula) sarà ≤ 3 ( ricca ) sarà 0

,
1
, 2,3)

ricca) -10 poiché la matrice non è identicamente nelle

anca) -11 poiché ho almeno un elemento ≠0

det (I} ) = - a ≠0 quindi il rkca ) è almeno 2

Ora guardo tutti i minori di ordine 3 ,
con il Teo di Kronecker guardiamo i min di ordine 3 ottenuti ORLANDO A

Considero ( E } ) e la area con la 3 riga e la 3 colonna / ai | = | ? È } | = -2 (12-12)+3 ( a-4 ) -02 4
g

,laz | = |
^ & &

/ = -2 (16-16)+5 (a - 4) = 0 . \
2 0 5

2 4 8
E li ho calcolati tenendo fissa la matrice di cui avevo calcolato

il olet

orlo con la 3 riga e la 4 colonna all' inizio

⇒ _KCa) = 2


