Dimostrazione: esercizio.

e Quindi, il punto a € R & 'estremo superiore di A C R se e solo se (i) & il maggiorante
di A e (ii) in ogni intorno sinistro di A ci sono elementi di A.

e ii) significa che Ve > 0,z € A: z € (a—¢,al.

e Una simile caratterizzazione vale per gli estremi inferiori sostituendo gli intorni
destri con gli intorni sinistri.

Dimostrazione: Compito

Esempio:

Dato A= {0,1). Quindi l =supAeVe>0dzcA:z>1—e¢
Fissiamo ¢ = 0.2 e consideriamo z =099 € 4, allora x > 1 — e = 0.8.
Simile risultato per 0 = inf A.

R™
Dato A BC R —

e Ax B={(x,y):xz¢ Ay B}
e AxA={(z,y):x € Aye A},

s RxR=R>={(z,y) :x € R,y € R}
Dove (z,y) sono coppie ordinate:

(z,y) # (v, 7)

Definizione. 47 Dati due insiemi Ay e Ag, il prodotto cartesiane Ay x Az ¢ linsieme
di tutte le coppie ordinate (ay,ay) con a; € Ay, ag € As.
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Interpretazione geometrica: piano (grafico)

P f,lz

. (_’9‘!\

A

Una coppia ordinata (z,y) € R? & un vettore. Possiamo anche scrivere z = (z1, ) € R2

Sottoinsiemi di R?

e ACR?: A={(z,y) € R?: z = 0}, asse verticale:

N
‘ ™
o
Questo puo essere scritta come A = {(0,y) : y € R} C R?
e B ={(z,y) € R?: y = 0}, asse orizzontale
e 5 e e . _P
(]

Questo pud essere scritta come B = {(z,0) : z € R} C R?
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o C={(z,y) eR?: 2 <0,y <0} CR?

)

-

\ 7 - B =~ —

(o

”~ i
P

»3

e D={(z,y) eR?: 2% + > <1} £
ii{\
~,
A7

- 41@ Zi/// /A

-A

La "sfera chiusa", centrata all’origine di raggio 1.

e E = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} il cerchio unitario.

e F={zeR%:|z |<4,|z,|< 3} .tr

” - . I
,[”// . ¥ ol .
-4/ = 0
: /

i
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e G={zeR’:z >0,z > /71}

(0,0 Y& G

(o) H

e

p /s !
f/ ,,// / //{/
7

\Q
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n—3

Dato A, B, CCR =

AxBxC={(zy2): €A yeB zeC}

Quando A = B = C = R allora

= RxRxR=R%

e (2,7, z) ¢ R® & una tripletta ordinata (vettore).

Interpretazione geometrica: Spazio.

E O

; V’-\)
|

Definizione. 48 Dati n insiemd, Ay, Ay, -+, Ay il loro prodotto Cartesiano A x Ay X
.- Ay definito da [[, Ai (0 da X}, A;) & Uinsieme di tutte le n-uple ordinate (a1, ag,

v, ap) conay € Ay, a2 € Ay, oo, an € Ap.
Quando 4, = Ay = --- = R abbiamo R", e le n-uple sono composte da numeri reali.
z = (21, %2, - ,Zn) € R™ & definito vettore.

Per n > 3 non abbiamo una interpretazione geometrica.

Nota: Definiamo con z € R”® un vettore di R™ e con z; le sue componenti.
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Sottoinsiemi di R?

e ACR3: A={z € R®: 23 = 0}; . =) xeR : (xox

e ACR: A={z e R3: 2? + 22 + 22 = 1} (sfera vuota):

K.

\ -
A

Operazioni in R3

1. Somma: dato 2,y ER® = z+y = (21 + 41,22 + yo, -
Esempio: z = (3,-2,0) e R?, y = (—v2,0,7) € R® =
z+y=0B-v2-2+0,0+7)=(3—-+2,-2,7) €R"
(azy, Qz2,- - , Q1)

Esempio: a = -3, z=(-2,3,5) €¢R®=
az = (6,—9,—15)

27
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Prodotto tra un vettore e uno scalare: dato a € R, z € R* = oz

X

0, 1 € |

)

K (



e 0={0,0,--+,0) rappresenta "origine.

Proposizione. 49. Siano z, y, z € R™. L'operazione di addizione soddisfa le sequenti
proprietd:

i) z+y=y+z (commutativa);
i) (z+y)+z=2x+{y+z) (sessociativa);
i) x +0 =z (esistenza dell’elemento neutro per Uaddizione)

w) z+ (—z) =0 (esistenza dell’opposto di ogni vettore)

Proposizione. 50. Siano z, y € R", o, € R. L'operazione del prodotto tra un vellore
e uno scolare soddisfa le sequenti operazioni:

i) a(z +y) = az + ay (distributivita della somma di vettori)
i) (o + Bz = ax + ag (distributivita dello somma di scalari)
i) lg = z (esistenza dell’elemento neuiro)

w) a(Bz) = (af)z (associativa)

R™ con tutte le proprieta della somma e del prodotto tra un vettore e uno scalare ¢ detto
spazio vettoriale {0 spazio lineare).

L’'ultima. operazione in R™: il prodotto scalare.

Dato z, y € R*, il prodotto scalare definito da. -y @ lo scalare definito da
i
QQ'Q:Z%% =Y+ Talin

=1

Esempio: z=(3,2,1) y=(~2,3,1) = z-y=3(-2)+2(3) +1=1
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Proposizione. 51. Siano z, y, z € R* ¢ a € R. Abbiamo:

i) x-y=y-z (commutativa)
i) (z+y)-z=z 2+y- 2z (distributiva)

i) ax -z = a(z - z) (distributiva)

Remark: ii)tiii) = (az + fy) -2 = a(z - 2) + B(y - 2)

Struttura d’ordine in R"

Dato z, y € R, allora definiamo

Esempio:

13

=(2,0,1), y = (2,3,¢) == z<y

Signiﬁcache&@,geR”‘, ser<yey<z=z=y.

z = (0,1)y = (1,0) = z e y non sono confrontabili. Quindi 'ordine di relazione
= in R" non é completa. Definiamo > in R" un ordine parziale.

Anche in R" la relazione di ordine < soddisfa le proprieta viste in R: riflessivita, transiti-
vita, indipendenza e separazione ma non completezza (due vettori non sono sempre

confrontabili). i

Disuguaglianze Strette/Forti

Dato z, y € R™. Definiamo:
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e Disuguaglianza Stretta: se z; < y; con almeno un indice j tale che x; < yj;
definiamo & < y (diciamo z & strettamente piti piccolo di y).

e Disuguaglianza Forte: z; < y; Vi = 1,--- ,n; definiamo z << y (diciamo z &
fortemente pit piccolo di y);

Esempio:
0 |
e T = —4 5 y = 5
6 8

z <<y, z fortemente pil piccolo di y.

0
yy=12
4

e
|&
Il
ERESES

|18

z <y, ¢ strettamente pitt piccolo di y.

—2 —2
ez=|0],y=1|-1
3 4

e y non sono comparabili.

Significa che

Dato z, 0 € R™. 1l vettore z &
1) positivo z > 0 (z; > 0;Vi)

2) strettamente positivo se z > 0 (almeno un indice j tale che z; > 0;)

3) fortemente positivo se z >> 0 (z; > 0;V5)

Intervalli in R"
Dato a, be R™
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Intervalli limitati e chiusi;

2. (eb)={zeR"ia<<z<<b}={zeR":q; <z < b}
intervalli limitati e aperti;

3. (b ={zeR":a<<z<b}={zeR":q; <x; < b}

[a,0) ={z€R*:a<z<<b}={z€R":q; <m < b},
intervalli limitati e semi chiusi (semi aperti)

4. [a,+00) ={z €R*: z > a}
(a,+00) = {z €R™ : 2 >> a}
(—o0,a] ={z €R": z < a}
(—00,a) = {z €R™: £ << a},

intervalli illimitati

Esempio:

Or= 3 |—— i-—l n—/,ﬁ’

L - o '
| ”
) = 1 r iy, /_“’// ]
|
4 A D
O A O
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(a,b) ={z € R*:a <<z < b}
:{£€R2:Gi<$igbi}
={zeR*:1<2,<2,2<z,<3}

Osservazione. Intervalli in R™ possono essere espressi come prodotto cartesiano di

intervalli di R.

[a,b] = H [ai, bi]) = X7y [as, bil-

Esempio:




L] (Qab] = X?:l(a'i'nbi] = (alﬂbl] X (0'2162] = (1: 2] X (2a3]

»
L e W
| v ;
v
t L fa— |
|
]
|
, | »
A g
n=3
(1,2] = (1,2] x (1,2] x (1,2] (limitato e semi chiuso),
N
L
Mg
L
n—2 Ka
(—00,3) = (—00,3) x (—o0, 3) (illimitato e aperto),
1[! X1
— o= =g
ot £ =
|
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Insiemi Convessi

Introduciamo prima la combinazione lineare di vettori.

Definizione. 77. Un wvettore ¥ € R™ ¢ una combinazione lineare di vettor:
{zb, 2%, --- 2™} di R™ se esistono m scalari {ay, 0, -, am} tali che

=0z + ooz + -+ anz™ (€ RM).

{a;}™, sono definiti coefficienti della combinazione lineare.

Esempio:
z=(3,812) cR®

y=(2,0,1) € R,
t=(4,0,0) € R?

z2=(0,2,2) €R3,

051:1,0{2:2,053:1,&4:1:}

3 2 4 0 11
s=1|8|+2|0]+1[{0|+1[2]=[10] €R?
12 1 0 2 16

& una combinazione lineare di vettori z,y,t, z.

Combinazione convessa lineare di n vettori in R™:

n
E T = 4 T1 + Qe + + - Ay

i=1

n
SeaiZUeZai=1.

=1
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Per n =2, (due vettori) oy =a ey =1—a con a € [0,1].

In questo caso la combinazione lineare convessa

az+ (1 —a)y

rappresenta tutti i punti del segmento

{az+(1—-a)y:ae0,1]}

che unisce z e y.

Esempio:

2 3 :
= (0) y Y= (4), 2 vettori. - \f(

b,
v

Va € [0, 1], {az+ (1 —a)y} rappresenta i punti che appartengono al segmento che unisce
Z eY:

e per a =0= 0z + (1 —-0)y =y € segmento;

1:>1 +1 (5 2) € t

® T oy = — o —y = (= g : .

per 5 =gt su=1{5; egmento;
1 1 2 8

epera=gz= ggng 3u= (E’E) € segmento ;

Definizione. 767 Un insieme C di R" & detto convesso se, per ogni coppia di punti z,
yeC,az+(1-a)ye C,Vae[0,1].
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Graficamente:

n—=2

A & un insieme convesso: V coppia di z, y € A, il segmento che unisce z e y € A.

Esempio:
L ]
A={zc R*:22+1) £1}
¢ Ly
| ,J} 5
Voo l |
/ /
N i .
Quindi A & convesso.
®
A={zecR?: 22 +¢y* 21}
a—
-+
~ E i f’\ ,
A wow . convesso. .I >
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A:{QERS::B?-FJ:g—I—:BgSl}

Vz,y € A= az+ (a)y € A. A ¢ convesso.

e Ciambella: il miglior esempio di inseme non convesso in R®.

o n=1 A= (-3,51U(7,10]

£ = . il n
|} R, X I}
--_5 5 I | O

A non é convessa.

e In R, gli unici insiemi convessi sono gli intervalli (limitati o illimitati).

® Be(z) ={y € R": ||y — z|| < €} di R" sono convessi. Infatti, siano y', y> € B.(z) e
a € [0,1]. Per le proprieta della norma vale:

|z — (ay' + (1 = a)p?)|| = llaz + (1 — &)z — (ay’ + (1 — a)y?)|]
=|la(z - y") + (1 —a)(z — )|
< €

= ay' + (1 — @)y® € B.(z) implica che B.(z) & convesso.

Proposizione. 770 L’intersezione di insiemi convessi & ancora convessa.

37



Esempio:

basta immaginare una famiglia di intorni di R? .

Norma e Distanza

Norma in R™: generalizza la nozione di | - | in R.

Vz €R" lanormadiz ¢ datada ||z]| = yZ- 2= ai+a23+ - +22 “2\

!

InR,VeR

z| = Va?=|z
Jal B
Proposizione. 108 Sia x € R" e a € R. Allora

1) |zl = 0

2) llzl =0 <= z=0

3) llozl| =[ e | |lz]

Proposizione. 109 (Cauchy-Schwarz)

Siano z, y € R". Allora

lz -y < llzll - Iyl

Vale la uguaglianza quando se e solo se i vettori sono collinears.
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Corollario. 110 Disuguaglianza Triangolare

Risulta Vz, y € R" che

Iz +yll < llzll + [yl

Dimostrazione: esercizio. Il risultato é ben noto per n = 2.

In R?

Esempio:

1. z=(3,-2,4), |z]| =/32+ (-2)2+42 =0+ 1+ 16 = v/29

2.

&
Il

(750 25:0) llzll = /5 +3+0=vI=1

e Un vettore di norma 1 & chiamato versore.

Esempio: Dato

V2 V3

_§:(2;2):
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e Vettori

ﬂ=(1,0,0,--- ,0) e R"
2:(0:11010:“' )O)GRTL

e, =(0,0.---,1) €R”

sono versori e sono definiti come i vettori fondamentali di R™ (piu avanti).

Ortogonalita

Due vettori z e y del piano possono essere considerati perpendicolari quando il loro
prodotto scalare e zero, cioe, z -y =0 .

fal

k.

Definizione. 112 Due vettori z,y € R"™ sono detti ortogonali (o perpendicolari), e st
scrive z Ly, se
z-y=0.

Ne deriva che z | y ¢ equivalente a y L z dalla proprieta commutativa del prodotto
scalare.
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Esempio:

e Considera I'insieme dei versori in R™: {ej, e3,...,€,}. Allora e; L e; per ogni i # j
sono ortogonali. per esempio, per e; € e; € R?, aﬂlorag-_c_z =(1,0,0)-(0,1,0) = 0.

e Dato z=(1,-4,1),y = (0,1,4), allora z - y = 0, quindi z e y sono ortogonali.

Un risultato molto importante ¢ la seguente versione generale per R™ del ben noto
Teorema di Pitagora:

——

Teorema. 114, Pitagora Siano z,y € R*. Sex | y, allora

llz + ylI> = llz]|* + ||yl[>

Dimostrazione: a casa come esercizio. Il risultato & ben noto per n = 2.

D

L’ortogonalita si estende in maniera naturale agli insiemi di vettori.

Definizione. 115 Un insieme di vettori {z;}}_, di R™ ¢ detto ortogonale se i suoi elementi
sono_a coppie (s due a due) ortogonali. S B

L'insieme {ej,ey,...,e,} dei versori é il piil classico esempio di un insieme ortogonale.
Infatti, come abbiamo visto, e; - e; = 0 per ogni ¢ # j.
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Un insieme ortogonale di vettori con norma unitaria é detto ortonormale. Di nuovo,
I'insieme {ey, ey, ..., e, } € il pitl classico esempio di un insieme ortonormale.

In generale, dato un insieme ortogonale di vettori {z;, z,, ..., z, } di R", I'insieme

()
12 |-

ottenuto dividendo ogni elemento per la sua norma é ortonormale. E’ facile infatti
dimostrare che

=
T il =1 ¥
HHQH H_ZH
e per ogni ¢ # j vale
Z; z, 1 )
leall Ty~ Tl 115~
Distanza
Siano z € R? e 0 € R?
£
i) ,( \
| 7 - _ o =7 2
o)
ME 2
-~ <# ;l D
2 !

d(z,0) = /(21— 0)* + (22 — 0)2 = /o + 2§ = ||z
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quindi ||z|| rappresenta la distanza di z dall’origine.

Dati z, y € R?, d(z, y)?

P Y.

\/?’

i

d(@,y) = v/ (y1 — 21)> + (y2 — z2)? = [ly — z|

Quindi ||y — z|| rappresenta la distanza di z da Y

Definizione. 121 Si dice dzstanza Euclzdea d( ) tra due vettori z e y in R™ la norma
della loro differenza — sl

(I y) Iz =yl

1 1
3 2
Let z = ol ¥=1_1 =
4 5
diz,y)=|lz—y|l=v0+1+1+1=+3
3
Letz=1| 7 =

V2
d(z,0) = |l = /32 + 72 + (V)2 = VO T 89 12 = VB0 = 2/T5
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In R vale d(z,y) =]z —y |

Proposizione. 122 Siano z, y € R". Allora
i) d{z,y) >0
i) diz,y) =0 &= z=y

i) d(z,y) = dly. z)

i) dlz,y) < d(z,2) +d(z,y) Vz € R* (disuguaglianza triangolare)

In R? La distanza Euclidea tra il punto (-3,4,2) e l'origine &:

dlz, 0) = llff = (=32 +42 + 22 = V29
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