Lezione 14

14.1 Combinazioni lineari

Definizione 14.1. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K = R,C e siano
vy, ..., U, €V vettori fissati.

Un vettore v € V si dice combinazione lineare di vy,...,v, se esistono scalari
ai,...,a, € K tali che

n

v=oqur 4+ o, = 5 Qv;.
=1

e [l sottoinsieme di V costituito dai vettori che sono combinazione lineare di

V1, ...,y siindica con L(vy, ..., v,).

e L’insieme L(vy,...,v,) si dice generato da vy, ..., v, ed i vettori vy, ..., v, si
dicono generatori di L(vy, ..., v,).

e Se esistono vy,...,v, € V tali che V.= L(vy,...,v,), V si dice finitamente
generato.

Per capire meglio il concetto di combinazione lineare prendiamo in considerazione
alcuni esempi.

Esempio 14.2. Sia V uno spazio vettoriale su K = R,C e vq,...,v, € V vettori
fissati. Allora

Oy = 0vy + - - - + Ov,,

ovvero il vettore nullo ¢ sempre combinazione lineare di un qualsiasi insieme di
vettori. o

Esempio 14.3. Fissato nello spazio ordinario S3 un sistema di riferimento ij%,
per la Proposizione 7.12 ogni vettore geometrico ¢’ € V3(O) si pud decomporre come

7= ai'+ bj+ ck

per opportuni a, b, ¢ € R. Quindi lo spazio V3(O) coincide con L(7, 7, k), ovvero 7, 7,
k sono generatori di V3(O): in particolare V3(O) é finitamente generato. [ ]
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Esempio 14.4. In R? si considerino i vettori e; = (1,0,0) ed ey = (0,1,0). Al-
lora v = (3,2,1) & L(ey,e2), cioé v’ non & combinazione lineare di eq,es. Infatti
dall’equazione vettoriale

(3,2,1) = v = aey + Bes = a(1,0,0) + 3(0,1,0),

confrontando le componenti nelle stessa posizione dei vettori al primo ed al secondo
membro otteniamo il sistema

a=3
=2
0=1,

che, ovviamente, non ammette soluzioni. Quindi e; ed e, non sono generatori di R3.
Invece v’ = (3,2,0) € L(ey, es) cioé v & combinazione lineare di e;, e5. Infatti
) 7 ? 7
I’equazione vettoriale

(3,2,0) =v" = aey + fes = a(1,0,0) + 5(0,1,0),

si traduce nel sistema

o =
B=2
0=0,

avente soluzione («, ) = (3,2).

Pit in generale gli elementi di L(ey,es), cioé i vettori che sono combinazione
lineare di e; ed ey, sono tutti e soli i vettori del tipo («, £,0) al variare di «, 5 € R,
cioe

L(ey,ez) =1 (z1,29,23) €ER® | 23 =0 }.

Verificare per esercizio che L(e1, e3) ¢ un sottospazio vettoriale di R3. [

Esempio 14.5. In R3 si considerino e; = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0,1).
Ogni vettore di R? & combinazione lineare di ey, s, e3: infatti

(x17$27 1’3) = 1’1(1, 07 0) + 1'2(0, 17 O) + 373(07 07 1)7

quindi R3 = L(ey, ey, e3), cioé e1, e, €3 generano R3, che risulta essere R? ¢ finita-
mente generato.

Pit in generale, sia K = R,C, e si considerino i vettori eq,...,e, in K" cosi
definiti: e; ha tutte le componenti nu nne la i—esima che vale 1. Allora e, ..., e,
sono generatori di K™. Infatti scelto x = (x1,...,x,) € K" si ha
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21(1,0,0,0,...,0,0)+
25(0,1,0,0,...,0,0)+
25(0,0,1,0,...,0,0)+

2,-1(0,0,0,...,1,0)+
xn<0;07070,...,0’1) =

(gjl) Ly L3y ooy Tp—1, In)

cioé r = €1 + -+ + xpe,. Quindi K™ = L(ey, ..., e,) ¢ finitamente generato.

Esempio 14.6. In C?? si considerino i vettori

1 0 0 1 0 0 0 0
E1,1—(0 0), E1,2—<O O)’ E2,1—(1 O)’ E2,2—(0 1)-

Si ha che

11 G121\ 1 0 01 00 0 0
i) R ) A L) A W AR

quindi C*? = L(Ey 1, E19, Fa1, F23), ovvero Ej 1, 12, Ea1, Ea o sono generatori di
C22?, che risulta essere C%? finitamente generato.

Pit in generale, in K™" si consideri per ogni coppia di indici (4, j), con 1 <7 < m
e 1 < j < n, la matrice F;; avente tutte le entrate nulle tranne quella in posizione
(4,7) che vale 1. Allora le matrici E; j con 1 < i< me 1< j < nsono generatori di
K™" cioé K™™ = L(E;;]1 <i<m,1<j<n). In particolare K" & finitamente
generato. ®

Osservazione 14.7. In tutti gli esempi presi in considerazione finora la scrittura
di un fissato vettore come combinazione lineare di generatori dati & unica. Non é
detto che questo accada sempre, cioé uno stesso vettore puo essere scritto in pitu di
un modo come combinazione lineare di un fissato insieme di vettori.

Per esempio, se consideriamo v; = (1,1, —1), v, = (2,-3,0), v3 = (—3,2,1) in
R3, allora,

0'U1+O'U2+0'1)3:(0,0,0) :1'U1+1'U2+1'U3.

Il lettore verifichi per esercizio che il vettore Ors si scrive in infiniti modi come
combinazione lineare dei vettori vy, v, v3.

Vediamo adesso che non tutti gli spazi vettoriali sono finitamente generati.

Esempio 14.8. Si consideri l'insieme K|[x] dei polinomi nella variabile x a coeffi-
cienti in K = R, C. Si ricordi che ogni polinomio si puod scrivere in maniera unica
come

p(z) = ag + a17 + asx® + azx® + - F a4 ... (14.1.1)
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dove gli esponenti della variabile x sono ordinati in maniera strettamente crescente
(in particolare sono tutti diversi) e i coefficienti a; € K. Tale scrittura viene detta
forma ridotta del polinomio.

Mostriamo che K|[x] & uno spazio vettoriale su K con 'usuale operazione di
somma di polinomi e di prodotto di un polinomio per una costante in K.

Infatti K[z] # 0 poiché contiene tutti i polinomi costanti, in particolare il poli-
nomio nullo. Inoltre le operazioni di somma e prodotto si possono definire a partire
dalla successione dei coefficienti del polinomio, utilizzando le operazioni di somma
e prodotto definite in K. Per esempio, se il polinomio p(z) ha forma ridotta data
da (14.1.1), allora

ap(z) = aag + aar + aar® + aasr® + -+ aa,a™ + ...

Poiché la somma ed il prodotto di elementi di K soddisfano gli otto assiomi della
definizione 13.1, anche le operazioni di somma e prodotto in K[z| soddisfano le stesse
proprieta.

Si noti che in K|[x] si possono considerare polinomi formati da un solo addendo,
cioé polinomi della forma p(z) = az”, dove a € K ed n € Z, n > 0: tali polinomi
particolari si dicono monomi nell’indeterminata x.

Se a # 0, si definisce grado di az™ il numero deg(az™) = n, mentre se a = 0 si
pone deg(0) = —oo. Un polinomio nell’indeterminata x ¢, dunque, una qualsiasi
somma finita di monomi: il grado deg(p) di un polinomio p(x) ¢ il grado massimo dei
monomi con coefficiente non nullo che compaiono quando ¢ scritto in forma ridotta.
Si noti che

deg(p + ¢) < max{ deg(p),deg(q) },  deg(ap) < deg(p)

per ogni a € K e per ogni p(z), q(z) € K[z].
Verifichiamo che Kz] non ¢ finitamente generato. Consideriamo un qualsiasi
insieme finito di polinomi py(z),...,p,(x) € Klz| e sia

d = max{ deg(p;) i =1,....,n }.

Allora se p(z) € L(p1(x),...,pa(z)) C KJ[z]| segue che deg(p) < d, dunque, comun-
que si scelgano py(z),...,p,(z) € K[z], 1 polinomi di grado strettamente maggiore
di d non sono loro combinazione lineare.

Altri esempi di spazi non finitamente generati sono gli spazi di funzioni RY, CP([),
p = 0, ove I C R ¢ un intervallo aperto. Infatti, per esempio, si consideri R[z]
come sottospazio di R®,CP(R) con la naturale identificazione di un polinomio con
la funzione polinomiale corrispondente: vedremo pitt avanti che se V' & uno spazio
vettoriale finitamente generato allora tali sono tutti i suoi sottospazi. Poiché R[z]
non ¢ finitamente generato allora né R®, né CP(R) possono esserlo. [

In tutti gli esempi presi in esame sopra, l'insieme generato da un certo numero di
vettori di uno spazio vettoriale V' viene ad essere, di fatto, un sottospazio vettoriale
di V, eventualmente coincidente con V' stesso: questo ¢ un fatto del tutto generale.
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Proposizione 14.9. Sia V' uno spazio vettoriale su K = R,C e vy,...,v, € V
vettori fissati. Allora l'insieme L(vy,...,v,) & un sottospazio vettoriale di V', inoltre
L(vi,...,v,) = L(v1) + -+ L(vy). (14.1.2)

Dimostrazione. Iniziamo a verificare la prima parte dell’enunciato nel caso n = 1. In questo caso
le combinazioni lineari di v; sono esattamente i vettori della forma ajv; al variare di a; € K, cioé
i multipli di v;. In particolare Oy = Ov; € L(v1). Se poi consideriamo vy, afvy € L(vy), si ha

ajvr + v = (o) + af)vy € L(v1).
Infine, se consideriamo o € K e ayvy € L(v1), si ha
alaqvr) = (aar)vr € L(v1).

Concludiamo che £(v1) € un sottospazio vettoriale di V.

Osserviamo che gli elementi di £(v1,...,v,) sono tutti e soli i vettori della forma ajv; +
-+ 4 apu,: poiché ayv; € L(v;) per ogni ¢ = 1,...,n, segue l'identita (14.1.2). Poiché, quindi,
L(vy,...,v,) ¢ somma di sottospazi vettoriali di V', esso ¢ a sua volta sottospazio vettoriale di V'
per la Proposizione 13.27. O

Per tale motivo, d’ora in avanti chiameremo L(v1, ..., v,) il sottospazio vettoriale
di V' generato dai vettori vy, ..., v,.

Mostriamo adesso che se conosciamo gli insiemi di generatori di due sottospazi,
siamo anche in grado di determinare un insieme di generatori per la loro somma.

Proposizione 14.10. Sia V' uno spazio vettoriale su K = R, C e siano W/, W" C

\

V' sottospazi finitamente generati. Allora anche il sottospazio somma W'+ W" ¢é
finitamente generato. Inoltre se

W'= L(wl,...,w,), W" = L(w],...,wl),

n//
allora
! 1 / !/ " "
W'+ W" = L(wy,...,w,,,w),...;w).

n

Dimostrazione. Utilizzando ripetutamente la formula (14.1.2) si ottiene

L(wy, ... wh) + L, ... wh,) = Lw)) + -+ L(w),) + L(w) + -+ L(w])

!/ / 1 1
= L(w], ... W, wy .. W),
e cio dimostra completamente 1’enunciato. O

Concludiamo che un insieme di generatori per la somma di sottospazi finitamente
generati ¢ I'unione di insiemi di generatori per ciascuno dei sottospazi.

14.2 Dipendenza lineare

Definizione 14.11. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K = R,C e si
considerino vy, ..., v, € V vettori fissati.
I vettori vq,...,v, si dicono linearmente dipendenti se esistono aq,...,qa, € K

non tutti nulli tali che
a1 + - + a,, = 0y (14.2.1)

In caso contrario i vettori vy, ..., v, si dicono linearmente indipendents.
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Quindi dei vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti se, per ogni scelta di
scalari aq, ..., a, € K non tutti nulli, risulta

a1v1 + -+ Uy %OV

Un altro modo per definire la nozione di indipendenza lineare ¢ il seguente: i
vettori vy, ..., v, sono linearmente indipendenti se l’equazione in V'

vy + -+ apv, = Oy

ha (ay,...,a,) = 0gn € K™ come unica soluzione, mentre sono linearmente dipen-
denti se ha soluzioni non nulle.

Esempio 14.12. Sia V' uno spazio vettoriale su K = R, C e si considerino vettori

v1,...,0,. Allora
1-0V—|'01)1—|—002+"'+0Un:()v,

cioé Oy, vy, v9,...,v, sono linearmente dipendenti. In particolare, un qualsiasi in-
sieme di vettori che contiene il vettore nullo é costituito da vettori linearmente
dipendenti.

Piu in generale siano vy,...,v, € V linearmente dipendenti e aq,...,qa, € K
non tutti nulli tali che ayv1+- - -4+ a,v,, = Oy: pertanto nella relazione di dipendenza
lineare

oy + - apvy, + 00Uy + oo 4 O0vp, = Oy
non tutti gli scalari sono nulli, quindi anche vy, ..., v,, Vi1, ..., Uy sono linearmente
dipendenti, qualsiasi sia la scelta dei vettori v,41,...,v, € V. [

Esempio 14.13. Fissato nello spazio ordlnarlo S3 un sistema di riferimento carte-
siano ortogonale Ofk i tre versori 7, 7, k sono linearmente 1nd1pendent1 in V3(0):

infatti vale che 0 = a7+ b7+ ck se e solo se 0 = |O] = |ar'+ bj~|—ck:| =Va?+ b+ 2,
ovvero se e solose a =b=c=0. [

Esempio 14.14. I tre vettori v; = (1,1,—1), vo = (2,-3,0), v3 = (—3,2,1) sono
linearmente dipendenti in R? poiché

1(1,1, 1) + 1(2,-3,0) + 1(—3,2,1) = (0,0,0).

Invece i vettori e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) sono linearmente indipen-

denti poiché
(1 0 O) + CKQ(O 1 O) + 063(0 0 1) (Oél,OéQ,Ckg)

che é nullo se e solo se a; = oy = a3 = 0.

Pit in generale, in K" i vettori eq,...,e, sono linearmente indipendenti. Lo
stesso vale per i vettori F;;, 1 <t <m, 1 <j<nin K™ ®

Osservazione 14.15. Le definizioni di dipendenza ed indipendenza lineare non
dipendono dall’ordine dei vettori: se dei vettori sono linearmente dipendenti od
indipendenti in un fissato ordine, lo sono in qualsiasi altro.
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Sia V' uno spazio vettoriale su K = R, C e siano vy,...,v, € V. Ci domandiamo
cosa significhi che uno, due o tre vettori siano linearmente dipendenti.

e Dire che il vettore v; é linearmente dipendente equivale ad affermare che esiste
a; € K\ {0} tale che ayv; = Oy. Per la legge di annullamento del prodotto
cio significa che v; = Oy: quindi un vettore é linearmente dipendente se e solo
se e nullo.

e Dire che v; e vy sono linearmente dipendenti equivale ad affermare che esistono
scalari ayq, s € K non contemporaneamente nulli tali che

a1V + Qe = Ov.

Supponiamo che sia as # 0. Allora, sommando ad ambo i membri delle
relazione sopra l'opposto di a;jv; e moltiplicando quindi ambo i membri per
ay ! (che esiste perché ay # 0), si ottiene

aq

Vg = —— U,

&%)
cio¢ uno dei vettori ¢ multiplo dell’altro (cio¢ ¢ sua combinazione lineare).
Viceversa, se cio accade, diciamo

Vo = )\Ul

per qualche A € K, allora sommando ad ambo i membri 'opposto di Avy si
ottiene la relazione di dipendenza lineare

(—A)Ul + 11}2 = Ov,

i cui coefficienti non sono tutti nulli (infatti 1 # 0): quindi due vettori sono
linearmente dipendenti se e solo se uno dei due ¢ multiplo dell’altro.

e Dire che vy, v e v3 sono linearmente dipendenti equivale ad affermare che
esistono aq, s, g € K non contemporaneamente nulli tali che

a1V + QU + igV3 = Ov.

Supponiamo che sia a3z # 0. Allora sommando ad ambo i membri delle re-
lazione sopra 'opposto di a1v1 + asve € moltiplicando quindi ambo i membri
az ! (che esiste perché az # 0), si ottiene

aq &%)

V3 = —— U1 — — Uy,

as as
cioé uno dei vettori &€ combinazione lineare dei rimanenti. Viceversa, se cio
accade, diciamo

V3 = )\11)1 + AQUQ

per qualche Ay, Ay € K, sommando ad ambo i membri I'opposto di Ajv; + Aavs
si ottiene la relazione di dipendenza lineare

(=A)v1 + (=A2)vg + 1vg = Oy,
i cui coefficienti non sono tutti nulli (infatti 1 # 0): quindi tre vettori sono

linearmente dipendenti se e solo se uno di loro é combinazione lineare dei
rimanenti.
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Esempio 14.16. In R? consideriamo i vettori v; = (1,1,—1), vo = (2,-3,0) e
v3 = (—3,2,1) dell’Esempio 14.14: i tre vettori sono linearmente dipendenti e si ha

(=1)(1,1,=1) + (=1)(2,-3,0) = (=3,2,1). 'Y

Il ragionamento che abbiamo appena fatto, con le modifiche del caso, € alla base
della dimostrazione del risultato seguente.

Proposizione 14.17. Siano V uno spazio vettoriale su K =R,C evy,...,v, € V
vettori fissati, n > 2.

(1) I wvettori vy,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se uno di loro é
combinazione lineare det rimanents.

(ii) I wvettori vy,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se uno di loro é
combinazione lineare di quelli che lo precedono nell’ordine fissato.

Dimostrazione.
(i) I vettori vq,...,v, sono linearmente dipendenti se e solo se esistono scalari ay,...,a, € K
non contemporaneamente nulli tali che

a1vr + -+ apvp = 0y

se, per fissare le idee, a,, # 0 si ottiene

_ aq Qp—1
Vp = ——— V] — +++ —
Qo Qp

cioé uno dei vettori ¢ combinazione lineare dei rimanenti.

Viceversa, se cio accade, diciamo
Up = A1+ -+ Apm1Un—1

per qualche \1,...,\,_1 € K, si ottiene la relazione di dipendenza lineare

(=A)vi+ -+ (= An1)vp—1 + lu, =0y,

i cui coefficienti non sono tutti nulli, quindi v4, ..., v, sono linearmente dipendenti.
(ii) E chiaro che se esiste m tale che v,, € L(v1,...,v;,—1) allora i vettori sono linearmen-
te dipendenti dalla parte (i) dell’enunciato. Viceversa, supponiamo che vy,..., v, siano

linearmente dipendenti e sia
Uy + -+ antn = Oy
una loro relazione di dipendenza lineare a coefficienti aq,...,a, € K non tutti nulli.
Poniamo )
m=max{ie€{1l,...,n}|a #0}:
cio significa che nella relazione di dipendenza lineare a; = 0 per i > m + 1. Quindi tale
relazione di dipendenza lineare € del tipo

QU+ A Um = Oy

con «,;, # 0: per quanto visto sopra

0 QA —1
'Um—fifl)l*"'f
Om Om

OVVero vy, € L(v1,...,Um_1). O



