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La funzione f è la 
funzione integranda

Il simbolo dx indica la 
variabile rispetto cui si 
effettua l’integrazione

Il risultato del calcolo 
di un integrale definito 
è un numero reale

È il secondo 
estremo di 
integrazione

È il primo 
estremo di 
integrazione

INTEGRALI DEFINITI
SOMMA DI RIEMANN
sia f : fa , b) → R

. Consideriamo i punti :

A = Xo
,
Xi
,
Xz

,
. . . , Xn -1 , Xn

= b

Che suddividono l' intervallo fa , b) in n intervalli aventi la stessa ampiezza , Uguale a AX = b¥
Scelto in ciascuno degli n intervalli [Xi . . . Xi) un punto arbitrario ci

,
chiamiamo somma di Riemann

della funzione f nell' intervallo fa , b) la somma : sn = È f(i ) A ×

INTEGRALE DEFINITO
Sia f :[a. b) → IR una funzione continua . Si chiama integrale definito della funzione f
nell' intervallo fa , b) il Info sn

,
Essendo sn una somma di Riemann della funzione f nell' intervallo

[Q , b) . L' integrale definito della funzione f nell' intervallo [a. b) VIENE Indicato con il SIMBOLO :

% HX ) DX
,
che si legge

"

integrale da a a b di flx ) in DX
"

-

bi

{ flx ) DX =

-
a
11

PROPRIETÀ DELL' INTEGRALE DEFINITO
• LINEARITÀ

• additiVita Rispetto all' intervallo di integrazione :

PER ogni a , b , C E IR Risulta :

[ flxidx.fi flxldx +{
'

flxldx

Document shared on https://www.docsity.com/it/schemi-sugli-integrali-definiti-parte-1/5465414/

https://www.docsity.com/it/schemi-sugli-integrali-definiti-parte-1/5465414/?utm_source=docsity&amp;utm_medium=document&amp;utm_campaign=watermark


Valore medio di una funzione
Data una funzione f , continua nell' intervallo fa , b) , definiamo valore medio della funzione f nell' intervallo fa ,b) il numero :

⇐ [ fcx ) DX

TEOREMA DEL VALORE MEDIO

SE f è continua in [a. b) ,
esiste un numero C E fa , b) tale che f (c) è uguale al valore medio della funzione in

[a.b) ,
ossia TALE CHE :

f- (c) =# [ fcxldx cioè [ flxldx = f- (c) (b- a)

FUNZIONE INTEGRALE
sia f Una funzione continua in fa , b) ; si chiama funzione INTEGRALE di f (Relativa al punto a)

la funzione F :[a , b) → IR definita da :

FCXI flttdt

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE
sia F Una funzione continua in fa ,b) Ed F : fa ,b) → IR la funzione integrale associata a f

(Relativa al punto a) , definita da :

FG ) = Htt dt

Allora la funzione F è derivabile (Quindi anche continua) in [a. b) , E Risulta :

f-
'

il = fa ) per ogni XE [a. b)

ESEMPIO

flx) =/; e - " dt =
-

= (fYX)=e_
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funzione integranda

variabile di integrazione

primitiva della funzione f

estremi di 
integrazione

notazione sintetica per 
indicare la differenza tra 
F(b) e F(a)

CALCOLO DELL' INTEGRALE DEFINITO
Sia FCX ) una funzione continua in fa , b) E sia FCX ) una sua qualsiasi primitiva in [a. b)

.
Allora : % HX ) di = F (b) - Flo )

Tenendo conto che per indicare la differenza Flb) - Fca) si usa di solito il simbolo (HXD ! , possiamo così

SCHEMATIZZARE QUESTO TEOREMA :

%Fayqx.FI - Ita ) effe) ;
-

ESEMPIO

• [ xrdx . III. = : -o.FI

'[ Fax = % ( x - est = (Ef -at ) ; =3 - È - § - i. 3. 8- § =

•% di =
ex = E

× = Int

dx - f- dt
DOBBIAMO STABILIRE A QUALE

intervallo di integrazione t

corrisponde l' intervallo di

INTEGRAZIONE in X :

X = O ⇒ t = lo = 1

X = 1 ⇒ t = e ' = e

Quindi all' intervallo (0,1)
corrisponde

,
nella nuova

VARIABILE t , l' intervallo E ,
e]

[È . fatele a- =/:(f-È ) d- = finiti - Intende =

Tthe - In ceti) - In 1- In 2=11.info/n2-/-/
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APPLICAZIONI GEOMETRICHE DEGLI INTEGRALI
IL CALCOLO DELLE AREE

AREA della Regione di piano limitata dal grafico di una funzione e dall' asse X :

f- ( X ) = X
'
- 4×2+3 × ; asse X

Dobbiamo TRACCIARE UN GRAFICO QUALITATIVO
.

la zona colorata è
quella di cui dobbiamo IN QUESTO caso non SERVE STABILIRE LE ascisse

calcolare l'area .

DEI PUNTI di ESTREMO RELATIVO O di FLESSO ;

CI SERVE PERÒ SAPERE le ascisse dei punti di

• ° °

INTERSEZIONE della funzione con l' ASSE X :

× = 0
,

X = 1
,
X =3

.

• nell' intervallo [0,1] la funzione è positiva →
{
"

HXI DX

• nell' intervallo G.3 ] la funzione è negativa →
-[

'

flx ) DX

Quindi
,
l' area della REGIONE RICHIESTA È data da :

% FCXIDX -[ fcxlctx =/! ( x' -4K + sx )di - [ (K - 4K -13×7 DX =

=L - + ¥? -1¥ - ¥+79 : .FI - Ita ) - II - '¥:# - ¥ : - It # Effetti

AREA della REGIONE limitata dal grafico di due funzioni :

siano f e g due funzioni continue in fa , b) , tali che flx) e gcx ) per ogni × E fa ,b) . Allora l'area della Regione

di piano limitata dai grafici di f e g nell' intervallo fa , b) è data da : ↳
"

fflx) - 94 )) DX

ESEMPIO

siano A e B i due punti di INTERSEZIONE , nell' intervallo chiuso [0,27) ,
delle DUE CURVE y = FCX) - SINX e

y
= gcx) = cosi . Calcoliamo l' area della Regione di piano limitata dagli archi delle due curve aventi come ESTREMI A e B.

DETERMINIAMO le ascisse dei punti d' INTERSEZIONE :

± y = SMX
f- cosx È Yesin " (y = cosa, ⇒

= ⇒ tante 1 ⇒ X = + KE

ao of •

Il
g

SI
2

•

ÌÉ Quindi le ascisse dei due punti d' INTERSEZIONE nell' intervallo [0,2ft] sono X = ¥7 e X = %

TENENDO CONTO CHE nell' intervallo [¥ , 5¥) il grafico della funzione SINX è
"
al di sopra

"

di Quello di cosi (Quindi fcxlzgcx )) , l'area della REGIONE colorata sarà data da :

↳ÌÌMX - cosxidx = f- cosi - sinx ) - cosÌ _ sin + COSI + sine =part

Document shared on https://www.docsity.com/it/schemi-sugli-integrali-definiti-parte-1/5465414/

https://www.docsity.com/it/schemi-sugli-integrali-definiti-parte-1/5465414/?utm_source=docsity&amp;utm_medium=document&amp;utm_campaign=watermark


IL CALCOLO DEI VOLUMI

Consideriamo un solido limitato da due piani perpendicolari all' asse X
, passanti PER i punti di coordinate (a , 0 ) e ( b. 0) .

Supponiamo inoltre di conoscere l' area 54) della SEZIONE del solido ottenuta conducendo il piano perpendicolare

all' asse X
, passante per il punto di coordinate (X. 0) .

PER calcolare il VOLUME di QUESTO solido DOBBIAMO :

1) consideriamo ANZITUTTO i punti X. = a , Xi , Xa , . . . , Xn
= b che dividono fa , b) in N intervalli , ciascuno di ampiezza DX =b .

2) suddividiamo il solido in n fette
,
ciascuna di

"

SPESSORE
"

uguale a Ax , conducendo i piani perpendicolari all' asse X passanti PER i

PUNTI Xo
,
. . . , Xi - e , Xi , . . . , Xn .

3) scegliamo in ogni intervallo [Xi - e ,
Xi ) un punto ARBITRARIO ci .

Nell' IPOTESI che AX sia infinitesimo , possiamo pensare di approssimare ogni
"

fetta " in cui il solido è stato suddiviso con un

CILINDRO AVENTE COME altezza AX E Basi EQUIVALENTI alla SEZIONE del solido OTTENUTO con il piano passante

per lei , 0 ) .

IL VOLUME di QUESTO CILINDRO È 5 ( ci) AX E la somma dei volumi delle varie fette è data da :

SCGIAX +5 (G) Ax +
. . .

+ 5 (Cn ) Ax = È sccitax

Volume di un solido

Consideriamo un solido limitato da due piani perpendicolari all' asse X ,
CHE Intersecano l' asse X stesso nei punti di ascissa

a e b. Sia inoltre SCX) l' area della sezione del solido ottenuta con un piano perpendicolare all' asse X passante per (X. 0) ;

allora il VOLUME V del solido è dato dalla formula : Il=] S ( X) DX ⑦

ESEMPIO - calcolo del volume di un solido con il metodo delle sezioni

DETERMINIAMO IL VOLUME del solido che ha COME BASE IL SEGMENTO PARABOLICO LIMITATO dalla parabola di

EQUAZIONE X = 42- 4 E dall' asse X
,
le cui sezioni con piani perpendicolari all' asse X sono SEMICERCHI .

• calcolo dell' area di Lina SEZIONE

¥

µ PER POTER applicare ④ DOBBIAMO ANZITUTTO TROVARE l' area della sezione del solido

e

.
Ottenuta con un piano perpendicolare all' asse X passante per ( X ,

0) . sappiamo
0

CHE QUESTA SEZIONE È UN SEMICERCHIO
.
Indichiamo con AB il suo diametro

.

-2

RISOLVENDO l'EQUAZIONE X = y
'
-4 RISPETTO a y ,

si Ricava : y =
± F-4 , QUESTE sono le

coordinate di A e B.

Raggio del SEMICERCHIO di diametro AB è allora : r = È ATT = ¥ (zitta ) = TÉ

GRECI del SEMICERCHIO : S ( X ) = ¥ tra = ? (x -14)

• calcolo del volume del solido

in Base alla formula ⑦ : Ve [ ¥ (Xt 4) di = ¥ (¥+4 = ¥ . (-8+16) = 8
'

=/
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SOLIDI DI ROTAZIONE

CONSIDERIAMO IL TRAPEZOIDE

LIMITATO nell' INTERVALLO fa , b)
dal grafico di una funzione

Y = FCX ) che supponiamo ESSERE

POSITIVA O nulla ;

facendo RUOTARE TALE TRAPEZOIDE
in Un giro completo intorno all'asse X

SI OTTIENE un solido , le cui sezioni
con piani perpendicolari all' asse X
SONO CERCHI .

PER DETERMINARE IL VOLUME del solido DOBBIAMO applicare Il =% SCX) DX
,
tenendo conto CHE l'area

SCX) della SEZIONE del solido con il piano passante per (X , 0 ) È data da : SCX ) = TI [FCX) )
?

IL VOLUME PUÒ Quindi ESSERE ESPRESSO ANCHE COME : V = % (FG))
?

DX

ESEMPIO - calcolo del volume di un solido di Rotazione

consideriamo la Regione finita di piano limitata dagli assi cartesiani e dal grafico della funzione

Y e TÈ DETERMINIAMO IL VOLUME del solido CHE si OTTIENE facendo RUOTARE TALE REGIONE in un giro

completo intorno all'asse X
.

• Il grafico della funzione y = TEX È un arco di parabola Ed INTERSECA gli assi cartesiani

D=Ex
42

nei punti A (0,2) , B ( 4,0)

B • IL solido di cui vogliamo calcolare IL VOLUME È QUELLO GENERATO dalla ROTAZIONE INTORNO all' asse X
0

•

¢

della parte di piano limitata dagli assi cartesiani e dall' arco Apt
.

il volume del solido Quindi è : V'
"

(F)
'

DX = Tl !
"

( 4 - X ) di = tfix - ¥) ; =
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Somma di Riemann relativa alla 
funzione        f(x) nell’intervallo [a, b]

ponendo 2 - y = t

Consideriamo il caso in cui le sezioni siano ottenute con piani perpendicolari all'asse y :

SE 5 (y ) È l'area della generica SEZIONE passante per il punto di coordinate (o , y) , il VOLUME del solido È : Il S (Y ) dy

Analogamente ,
il VOLUME del solido GENERATO dalla ROTAZIONE intorno all' asse y del TRAPEZOIDE limitato dalla curva di

EQUAZIONE X - Fly ) PER aeyeb È dato dalla formula : Ve

"

(Hy ))
"

dy ⑦

METODO DEI GUSCI CILINDRICI
data una FUNZIONE NON NEGATIVA di EQUAZIONE yefcx) , consideriamo il Trapezoide delimitato dal suo

grafico nell' intervallo fa ,b) E il solido GENERATO da una ROTAZIONE completa attorno all' asse y di TALE TRAPEZOIDE
.

È POSSIBILE GIUNGERE ad una formula CHE CONSENTE di calcolare IL VOLUME di TALE SOLIDO integrando RISPETTO alla

VARIABILE X INVECE CHE Y .

VIII.È = !:* #idx ⇒ V ' 2T [ xflxldx ⑦
(ZTLX)

Il Vantaggio di questa formula È che non RICHIEDE di ESPLICITARE l' EQUAZIONE della funzione RISPETTO alla VARIABILE X
,

nel caso in CUI non FOSSE POSSIBILE O CONVENIENTE
.

ESEMPIO - solido generato da una Rotazione intorno all' asse Y

consideriamo la PARTE di piano limitata dal grafico della funzione ye 2- TX E dagli assi

Cartesiani . Qual è il VOLUME del solido generato dalla Rotazione completa di Tale REGIONE di piano intorno

all' asse X ?
1° Modo :

z @ Esplichiamo l' EQUAZIONE della funzione Rispetto alla variabile x :

y» - ti y = 2- TX
⇒ TX = 2 - y ⇒ X = (2 - y )

'

con y E 2

• • ORA possiamo applicare ⑦ :

-4 2 ° ? "

y.rs?la-yIdy + [ t' a- = tif ! ): 3¥74
=

2° modo :

Utilizzando il METODO dei gusci cilindrici (⑦ ) ABBIAMO :

V' 27 !
"

X (2- rx ) DX = 27/+2 X - XI di = 2a . 2!
"

Xdx - %
"

XÈ di = 2a ( x2 - fi) ; =

-

= 27 . ( 6- ¥) - 0=24 -

¥ =f3¥
-
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