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INTEGRAL| DEFINITI

SOMMA DI RIEMANN

S0 ](1 [a,b] — R . (onsideriamo i punt :

A= Xo, X, Xz, .y Xper, Xa =b

che suddividono I'mteevalld [0,5] W h intervali oventi g STessa  ampiezza, uguale a Ax=b;_"L

Scelto n clascuno degli n nTervalli [xi_“xi] un puntd arbitrario ¢, chlamamo somma ol Riemann

della furzione f nell meavatlo [a,h] la somma : Sh - > fe) Ax
=1

INTE GRALE DEFINITO

Sia f: [a,b]ﬁ R una funzione commnua. Si chioma mregrale definmo della funzione )(

rell’ mtervallo [a,b] il lim s, €ssendo Sn una somma di Riemann della funzione f nell'intervalio
n—+00

[n,b]. L imegrale definito della. funzione )f nell' inte rvallo [a,b] viere Indicoto con 1L Smeow :

b
J F(X) dx , the si legge “lr\'regruie do aab di £(x) m dx”
a

E il secondo

estremo di \ La funzione f & la

integrazione b funzione integranda
E il primo a Il simbolo dx indica la
estremo di variabile rispetto cui si
integrazione effettua l'integrazione

PROPRIETA DELL INTEGRALE DEFINITO

-« LINEQRITAC
+ addiTIviTal RISpetto ol intepNallo dil InTegrazione :

Per ogni a,b,c € R misua:

Lbf(x)dxf%)dx +JE\C(X)dx

Il risultato del calcolo
di un integrale definito
& un numero reale
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Valore medio di una funzione

Data una funziore f, Conminua. NEW ntevalio (a,6], defmiamo valore medio della funzione f nel” ntervallo [a/b] 1L numeeo:

b
1 d
—— L £(x) dx

TEOREMA DEL VALORE MEDIO

Se £ € commnua m [ab], esiste un numero ¢ € [a,6) tale cre f(c) € uguale al volore medio della furione in

[q,b], ossia Tale CHE :

b b
f(c) - b{a J FoOde g J Fdx = £(c) (b-a)
a a

FUNZIONE INTEGRALE

sia £ ung funzione conminua n [a,b] j st ciiama funzione INTEGRALE di £ (relamva Gl punto o)
la funzione F:[a,b]— R definta da-:

F(x)'—J f(e) dt

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CAL(OLO INTEGRALE

Sia £ una funtione contnua th fab] ed F:lab] =R la funitlone MTEgROLE associoTa o £

(relaTiva od punto @), definrta da:

Allora la funione F & derivabile (auindi anche Continua) i [a/b), € Risura:

ESEMPIO
F- " e gt -

= ') = e
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CALCOLO DELL INTEGRALE DEFINITO

Sia F(x) una funzione conmnua n [a,b] € sio F() una sua qualsiost pemmiva i [a,5). Aflora:
. . b
TENEndo conto che per Indicaee o differenza F(b) -F(a) SI usa di souro It simeolo [”"]q , possiamo  Cost
SCHEMOTZZORE QUESTO TEOREMA -
primitiva della funzione f

Y
F(b) - F(a) -

/ b /, funzione infegranda
estremi di d
integrazione

Il

ESEMPIO

'f:xzdx - [

=

dOBBIOMO STABILIZE O QUALE
InTeRvallo i INTegea2ione &
coreisponde I'nteRvallo di
INTEQROZIONE 1IN X:

Quindi all' intervollo (04]
CoRRISPONGE , NEUA NUONG
VarIaBiLe &, I'intervallo (1,e]

€ 9 ‘idt=e_']__ei_4 - .
1+t t ) T 9 - e t+4) = [Inltl—!nltMlL -

=lne-In(ex1)-In1-1n2= 1-In(e+1)+ In2
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APPLICAZIONI GEOMETRICHE DEGLI INTCGRALI

[L CALCOLO DELLE AREE

OREO. della. gegione di pano limitaka dod  grafico du uno fun2ione & douL QssE X
F(x) = K®-4x*+3x ; asse x

DoBBIOMO TRacciore UN gROFICO QUAUTATIVO.

quella di cw dobblamo

(@ zona colorata €
N QUESTO CAKO NON SERVE STABILEE LS OSUSE
calcolare I'area. |

der punti ch ESTEEMO RElATIVO © d\ FLESSO;
"\ / Q1 sEeve Pers samre le ascisse del punu dh

INTERsE2I0NE CeUA funrone  con [ ossex:

~—wt

x=0, x=4, x=3 <
*NEW nTeevauo 041 W fumione € posiig —»J: o) dx
“nel nteevowo (1,37 L funzione € negatva — [1 ;rmdx
Quindi, ' agea della Regione eickiesTa € data da-

1 . 3
J, Fonax- [Trooan = 7 e-ae s - [ (0o e e300 =

P
3

N W

-5 .8 _ 3
) 7 T3 |

_a 3\ _ (8 w1
3772 4 3 9 4

ENES

3
S S Sl
3 2 |,

A%

_ Y\_‘_4‘_’\1+3_‘1]4 _[
4 3 Z o

UREQ  deua Reqore ImTata dal geafico di due funmon
Siano fe g due funzioni contnue n [a,b],tali che f(0=z gx) pee ogni x € [Gb,b]. Allora I'oza defla eegione

di piano limmata doi geafici di f e g nell infervalio (a,b) € data da: [((X)-qm] dx
a

ESEMPIO

Siano A e B i dug punm d inersezione , relW mevalo  chiuso [0,21], deu€  cue wueve y=FO) =snx e

N= g(x\: cosx_ Calcoliomo (area della eqione di piano [immata dagli archi delle due urve aventt come esteem A e B.

deteemimomo [€ ascisse det punm d IntERSERIONE:

ik ) Y = Sinx -+
S N\ s = SNX = Cosx => ftanx=1 = X= KL

3 Y = cosx

Y= cosx

Quindi € osasse det due punti d'imTersezione rel mtervallo (0,2%] sono x=%x e x=l:‘

TenendO ONTO cHE nell’ inTeevallo [% -541] IL gRAFIO della fumione Sink € "al di Sopra”

di auello di wosx (aumdi £x)>9x) , larea della regione wlorata soed darta da:

ks
J (snx -cosx)dx = [— Cosx — smx]

g

oAy

= —cosBt _sN3t +cosT L snT _
3 4 4 r 4 e

A
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IL CALCOLO DEI YOLUMI

Consideriamo un solido limTato da due piani perpendicolari all asse x , Passantt pER i punm di coordinate (a,0) e (b,0).

Supponnamo InouTeE di conoscere |'agea S(X) della SE2io0ne del Solido oTTenuTaL (onducendo 1L plano  perpendicola

all asSE X, passante per il punto di ordinaTe (x,0).

PER calcolore L VOWUME O QUESTO SOLICO  doBBIOMO:

1) CoNSIAERIOMO  GNZITUTIO | PUNTI Xo= &, X+, Xs,, Xn =b chE duidono [a:b] n A nteavalli, cioscuno di ompiE2za Ax=¥ .

Z) suddwidiomo 1 soudo n n fette, uascuna AL "SpESSORE" uguale o Ax  conducendo | pani perpendicolari all'asse X PaAssaNTl P
PUNTL Xo, -y Xicay Xi) ooy Xn.

3) Scegh’amo n ogm Intfevalio [x;_,, x,i] un punTto orBITRORO (.

NelWl ipotesi che DAk sia nfnmesmo, possiamo pensags di OPPROSSIMARE ogni “fetta” m cui L soudo € SO suddiviso con un

clundro averte come atezza AX € Bosi €QUaLENT alld Sexione del Solido OTTENUTa Con It prano  passante

per (Ci, o).

IL VOLUme di QUESTO aunden € S(c)Ax € la somma der voLumi delle varie fette & data da

SCebx+ (G Ak + .+ S (@) dx = 2 S(Cdx

volume di un solido

Consideriomo un solido limtoto da due prani perpendicolari all'asse x, cHe IMERSECANO ['asse X stesso ner punT di asassa
G e b. Sia inoltre S(x) I'area della sc2ione del solido otenuta. con un pano pERpendicolare GUk’ OsSE X passante per (X(9)

b
allora L vowme N del Solido € doto dalla foemula: \I:j S(x) dx ®
a

ESEMP@ — calcolo del volume di un solido con ® Mefodo deUe sezioni

determniomo 1L vowume del soudo che ha come Base 1L SEQMENTO. PORABOLICO LIMTGTO - dalla parago\a di

EQuOzIoNE X = y*-4 € dodk OSse X, [€ Gk SE210ni Con plani perPendicolaz QUL ASE X SONO  SEMICERCHI.

~r

* CaLOW  deW area diunG Se2I0NE

PER POTER appLicare (P DOBBIOMO anzitutio TRovore | area della sezione del solido
otenutar con un pano perpendicolare ok assE X passante pee (X,0). SaPPIamo
CHE QUESTA SEZIONE € UN SEMICERCHIO _ Indichiamo con AB il suo diameTeo_

RISOLVENdO [€QUAZIONE X= y*-4 RISPETIO Q y, St Ricava: y= * [X+4 , QUESTE sono &

Coordinate di A e B.
Raggio del semicercHio di diomeTeo AB € auora: (- —; AB = %l (20x+4) = {x+a
area del semicercHio:  S(x) = ‘zlri =T (x+4)
* caLcowo - del- volume - del-solido

o
cy=| T (X . LT et
in Base ola formula ®: \V L 2(“4) dx = Z[’L +4x} -7 (-8+16) =T 4t

-4
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SOLIDI DI ROTAZIONE

T yat) oNSIdeRIAMO L TROPEZOIDE

| umitato nel intervano (a,b)
dal geafico di una funzione
Y= F(x) che supPONIOMO €SSERE

positva O nulla j

intorno all'asse X.

b. Le sezioni con plani

pery ri all‘asse x

del solido che sl ottiene . Solido ottenuto dalla

sono cerchi. rotazione.
facendo euoTaRE TOLE TROPEZOCE
N Un gIRO complETo INTORNO all'aSSE X
SI OTTIERE UNn S0UdO, & L SE2loni
Con piani perpendicolarl all’aisse x
SONO  CSRCHI.

b

PER CEETERMINORE (L VOLUME el soudo dosglamo applicare V= S(X) dr , tENENTO CONTo  CHE Carca

o 2
S(x) della scone del soudo con L piono passonte per  (%,0) € dota da:  S(x)= T[[f(x\]

b 2
(L VOLUME PUC SUINCI ESSERE ESPRESSO  ONCHE come = V= th’ [F(*)J dx
a

ESEMPIO — calcolo del volume di un solido di Rotaone

Consideriamo | eegione  fimta di piano  limmata dagli assi cartesiani € dal geafico della  funzione

¥ = J4-x- Deteeminiamo 1L voume del solido cHe si OTTEne faendo euOTORE TAE REGIONE 1N UN QRO

completo  intorno all‘osse x.

°iL QRAFICO della funaone Y= {4-X € un OrCO di PAROBOIA €d INTERSECA GLI OSSI CARTESIONI
nel punti A (0,2), B(4,0)
° It soudo di cui vogliamo calcolare 1L vOLUME € QUEUO generato dalla ROTGZIONE  InToRno ol asse %

della parte di pano mTata dogli assi Cagresiant € doliarco AB_

4 4
274
L vowme del soudo auind € : \/= T(J (\|4—x)1 dx = T(f (4-x) dx = TL[M—‘;J = &
0 )
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(onsideromo L cASO In i |E Se2ioni QN0 OTTeNUTE Con PIaNI peRpendicolort all'assE -
b
Se S(y) € l'area dello gengrica s€210ne  possante peER (L punto di coordinate  (0,y), L voLume del Solido €: V= [ S(y) dy
Qq
Arclogamente, 1L voume OEl SOUDO gEneRaTO dallo eoTrione NMORNO all'asse y ck! Teapeaoide fimtoro dallo weva di

b 2
Eavozone %= F(y) pee asys<b € dato dalla formula: V=th [F(y)] dy ®

METODO DEI GUSC!I CILINDRICI

data una funZionE non NEQOTINGL i €QuUaRIONE y= F(v), Consideriamo L Teopezode delimmro dal suo
Qrafico rell'intervallo [a/b) € (L soudo QEMERGTO da Una ROTaZoNE CompleTa aTiorno alf asse y di Tae Teargz0idE.
€ POSSIBILE glungere ad una foemulo CHE CONSENTE i CALCOIGRE L VOLUME di TOLE SOUCO MTEQRANMO RisPETTO alla

VORIOBILE X IWECE HE Y.

. b
N = [im Z (2mc) f(e) Ax =f mx fWdx = \/ = 1T J X f(x) dx ©
nN— 400 14 a a

Somma di Riemann relativa alla
funzione (2T x) f(x) nellintervallo [a, b]

IL vantoggio di questa formula € che non RICHIEdE d ESPLiciTaRE 'equazione della Funzione RISPETO allo VORIOBIE X

NEl €Caso N Cul NOn fOSK POSSIBILE O CONVENIENTE.

ESEMPIO - salido generoTo da una ROTGAONE INTORNO alf’ aSsE Y
Consideriamo. la poRTE di Pono liniTata dol grafico della funzione Y= 2-{X € dogl assi

caortesiani - Qual e iL volume del solido GEneraTo dalla ROTazONE  Completa Oi TalE rEqione di piano inTorno

altasse x?

1° MOdo:

esplicmamo  {'ceuazione della funzione Rispetto alla varabile x:
y=2-1x=> &-2-y 5 x= (2-y)°  con y<2

Ora possiamo  opplicore @ :

Vo[ ety s n et [E] - R

o
ponendo 2 -y =t

2° modo:

uTn220ndo L METOAO der gust cunduci (@) oBsiamo :

1 4 4 LY s ]4
\I=2nf X (2-4x) dx = mf 2x-x% gy = 21'2£Xd><—£ X* dx = ZK[XZ—%X’*J *
0

o

=2n (16-62) -0= 2u 16 - B2x
5 5
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