Lezione 17

17.1 Applicazioni lineari

Definizione 17.1 (Applicazioni lineari). Siano V e W spazi vettoriali su un
campo K =R, C.
Un’applicazione f: V — W si dice K-lineare se:
(AL1) per ogni v,vy € V si ha f(vy +va) = f(v1) + f(ve);
(AL2) per ogni a € K ev € V si ha f(av) = af(v).

Nel caso sia chiaro dal contesto quale sia il campo K, si parla semplicemente di
applicazione lineare.

Siano V' e W spazi vettoriali su K = R,C. Sia f: V — W un’applicazione
K-lineare. Allora per ogni v € V si ha

f(Oy) = f(0-0v) = 0f(0Oy) = Ow,

Piu in generale, un’applicazione f: V — W é& K-lineare se e solo se per ogni
n—upla di scalari aq,...,a, € K e per ogni n—upla di vettori vy,...,v, € V, si ha

flavy + -+ anvy) = arf(vr) + -+ + anf(vg). (17.1.1)

Infatti se vale (17.1.1) allora (AL1) ¢ verificata prendendo n = 2 e a; = g = 1,
mentre (AL2) ¢ verificata prendendo n = 1 ¢ a3 = a. Viceversa, se f ¢ K-lineare
allora possiamo verificare (17.1.1) per induzione sun > 1: se n = 1 allora f(ajv1) =
aq f(v1) per la proprieta (AL2). Se n > 2 allora ponendo w' = vy + - -+ 4 Q10,1
e w" = a,v, abbiamo
f(alvl + .o+ anvn) — f(w/ 4 U}”)

= (W) + f(w")

= arf(vr) + -+ a1 f(vnr) + f(w")

= alf(vl) + -+ anf(vn)a

dove le uguaglianze seguono rispettivamente dalla definizione di w’ e w”, dalla
proprieta (AL1), dallipotesi induttiva e dalla proprieta (AL2).
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Se U C V ¢ un sottospazio del dominio della funzione, allora fi;: U — W ¢

lineare. Se W C U ¢ un sottospazio del codominio, allora I'applicazione f: V = U,
ottenuta componendo f con l'inclusione W C U, ¢ lineare.

Il lettore verifichi che ’applicazione nulla Oy : V' — W, definita da v — Oy, €
I’applicazione identita idy : V' — V, definita da v — v, sono K-lineari.

Esempio 17.2. L’applicazione

f:R® — R?
(x,y,2) = Bx+y— 2z, —y+ 22)

¢ lineare. Infatti, se « € R e (z,y, z) € R3, risulta

fla(z,y,2)) = flax, ay, az)
= (3(az) + (ay) — (@2), (aw) — (ay) + 2(az))
=(aBr+y—2),a(r —y+22))
=aBr+y—z,x—y+22)=af(z,y,2).
Inoltre, se (z/,y/,2'), (2", y",2") € R3, risulta
A9 2) 4 0 ) = S a4+ )
=B +2")+ W +y") -+, (@ +2") -+ ") +2(2 +2"))
=B +y =2 +32" +y" =2 -y 2+ -y + 22
=B +y =2 =y +22)+ B+ =2 =y + 22
= fl@y,2) + f@"y", 2").

Per esercizio verificare in modo analogo che anche la seguente applicazione ¢
lineare:

g: C* —C?
(z,y) = Bz +y,x —y,—x +2y) '

Esempio 17.3. Si consideri ’applicazione
f: R — R?
(x,y,2) = Br+y—z,x—y+2z+1).

Se f fosse lineare, da quanto osservato sopra, si dovrebbe avere f(0,0,0) = (0,0).
Poiché pero f(0,0,0) = (0, 1), segue che f non ¢ lineare. [

Esempio 17.4. Sia K =R, C e sia A € K™" una matrice fissata. L’applicazione

MA:K"—>Km
X AX
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é lineare. Infatti per qualsiasi « € K e X, X', X" € K™ risulta
pa(aX) = A(aX) = a(AX) = apa(X),
PAX X" = AX + X") = AX' + AX" = pa(X') + pa(X").

Verifichiamo ora che ogni applicazione lineare f: K" — K™ ¢é della forma px
per un’unica A € K™". Sia B = (E11,...,E,1) la base definita nell’Esempio 15.8
e siano A; = f(E;1) € K™ per j = 1,...,n: definiamo allora A come la matrice
m x n avente A; come colonna j-esima. Per ogni X = (z11,...,2,,1) € K" risulta

F(X) = f<z zj1Ej0) = ij,lf(Ej,l) = ZeerAj = AX,
Jj=1 j=1

j=1

quindi f = p4 come applicazioni.

Si noti che la matrice costruita sopra ¢ univocamente determinata: infatti se
A" € K™™ fosse un’altra matrice, cioé f = p4/, avremmo A; = f(E;,1) = A'E;; che
é la j—esima colonna di A’, dunque A = A'.

Osserviamo che I'applicazione nulla K" — K™ ¢ puq,, ., mentre 'applicazione
identita K™ — K" & puy,.

Si verifichi che 'applicazione f dell’Esempio 17.2 si ottiene come caso particolare

prendendo K =R e
(3 1 -1 2.3
A= (1 1 9 ) € R*°,

Similmente, si verifichi che ’applicazione g dell’Esempio 17.3 coincide con up,
dove 3 1

B=[1 —1]|=1AecC3? '
-1 2

Esempio 17.5. Sia V uno spazio vettoriale su K = R, C di dimensione n e sia B
una sua base. L’applicazione

[']32 V— K"
v [v]g

¢ lineare. Infatti se & € K e v,vy,v9 € V, per quanto visto nell’Osservazione 15.5

risulta
[av]s = alv]s, [v1 + vo]g = [v1]B + [va]5. &

Esempio 17.6. Siano K =R, C e a € K. L’applicazione
ve: Klz] — K
p(z) = pla)

di valutazione di un polinomio in un punto a ¢ lineare. Infatti si ha che
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va((p' +1")(2)) = (' +1")(a) = p'(a) + p"(a) = va(p'(2)) + va(p"(2)),

va((ap)(z)) = (ap)(a) = ap(a) = ava(p(z)).
Poiche la restrizione a sottospazi conserva la linearita, anche le applicazioni

ristrette v, |k, 1 K [x],, = K sono lineari per ogni n > 0. [ )

Esempio 17.7. Sia 7, € V3(O) un vettore fissato. Verificare per esercizio che
I’applicazione prodotto scalare per vy, definita da

<', 170)1 ‘/Eg(O) — R
U — (U, 7p),
e Papplicazione prodotto vettoriale per vy, definita da
- X Uy: V3(0) — V3(0)
U U X U,
sono entrambe R-lineari grazie alle proprieta di bilinearita dei prodotti scalare e

vettoriale (si veda la Proposizione 8.3). [

Esempio 17.8. Sia I =|a, b|C R un intervallo aperto non vuoto. Nell’Esempio 13.22
abbiamo osservato che I'insieme CP(I) ¢ uno spazio vettoriale su R per ogni p > 0.
Uno dei risultati dell’analisi delle funzioni di una variabile reale é che 'applicazione

D: CP(I) — CP~Y(I)
22 (2)

o) = Dipla) = 7

¢ lineare per ogni p > 1. [ )

Esempio 17.9. Sia z = a + bi € C, a,b € R. Ricordiamo che il coniugato di un
numero complesso z & per definizione, il numero complesso Z = a — bi e consideriamo
Papplicazione f di coniugio su C, cioé f: C — C ¢ definita da z — Z. Allora f ¢
chiaramente additiva, infatti

fZ+2") =2 +2"=2+2"= f(Z)+ f(").

Invece se a € Csiha f(az) = @z che coincide con af(z) = azZseesolosea € R C C.
Quindi il coniugio non ¢é un’applicazione C-lineare, ma solo R-lineare. [

Concludiamo questo paragrafo con la seguente proposizione.

Proposizione 17.10. Siano U, V e W spazi vettoriali su K = R,C. Date le
applicazioni lineart f,g: V. — W e h: W — U, allora la composizione ho f: V — U
e la somma f+ g: V. — W sono applicaziont lineari; lo stesso vale per il prodotto
per uno scalare A\f: V — W, per ogni A € K.
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Dimostrazione. Per ogni v,v’,v" € V risulta

(ho f)(' +0") = h(f(v" + ")) = h(f(v') + f(v"))
h(f(W') + h(f (")) o )W)+ (ho )",
(ho f)(av) = h(f(av)) = h(af(v)) = ah(f(v)) = a((h o f)(v));

(f+ 9 +0") = f(0" +0") + g(v" +0") = F() + f(0") + g (") + g (") =
=f) +9() + f(") +9(") = (f +9)() + (f + 9) (),
(f +9)(aw) = flav) + g(aw) = af(v) + ag(v) = a(f(v) + g(v)) = a((f + 9)(v));

Osservazione 17.11. Siano K =R,C, A,B € K™" e A\ € K: allora si ha che
HA+ B = [latB, AHA = [rA-

Infatti, per ogni X € K", si ha
(a + pp)(X) = pa(X) + pp(X) = AX + BX = (A+ B)X = pap(X),

(M) (30) = Mpa(X)) = MAX) = AA)X = paa ().

Siano A € K™", B € K™P e si considerino pug: K? — K", ua: K" — K™.
Allora per ogni X € KP risulta

pra o pp(X) = pa(pp(X)) = pa(BX) = A(BX) = (AB)X = pap(X) :
concludiamo che py o up = pap.

Esempio 17.12. Con le notazioni dell’Esempio 17.8 possiamo definire I’applicazione
di derivazione n—esima D™ = D o D" 1: C>(I) — C>(I).
Piu in generale, se ayg, . ..,a, € C®(I)), allora

P(D) =aoD" +a;D" ' +--- 4 a,_1D +a,

¢ R-lineare. P(D) si dice operatore differenziale lineare d’ordine n. [

17.2 Immagine e nucleo di un’applicazione lineare

Ricordiamo che se p: X — Y e un’applicazione fra due insiemi si definisce immagine
di ¢ l'insieme

Im(p) ={ y €Y | esiste x € X tale che p(z) =y }.

Proposizione 17.13. Siano V e W spazi vettoriali su K =R,C e sia f: V — W
un’applicazione K—lineare. Valgono le sequenti proprieta:
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(i) Im(f) & un sottospazio di W ;
(ii) sew € Im(f) evg € V ¢ tale che f(vy) = w, allora

fHw)={veV]fw)=w}={v+v [V € fOw)}={vo }+f"(Ow);

(iii) se V = L(vy,...,v,), allora Im(f) = L(f(v1),..., f(va)). In particolare se V
¢ finitamente generato, lo stesso vale per Im(f).

Dimostrazione.

(i) Sappiamo che Oy € Im(f); inoltre se w,w’, w” € Im(f) ed a € K allora esistono v,v',v"” €
V tali che f(v) =w, f(v') =w', f(v") = w”. Segue allora che

w' +w” = f(0) + f(") = f(' +0") € Im(f),

aw = af(v) = f(aw) € Im(f).
(i) Siav e f~H(w). Allora f(v—vg) = f(v) — f(vo) = w —w = Oy, quindi esiste v’ € f~1(0w)
tale che v = vy + v/, dunque f~1(w) C { vy } + fF~1(Ow).

Viceversa, se v’ € f~1(Ow), risulta che f(vo +v') = f(vo) + f(v') = w + 0 = w, dunque si
ha anche { vo } + f~1(0w) C f~}(w). Concludiamo che f~1(w) = { vo } + f~1(Ow)

(ii) Sia V = L(v1,...,v,): se v =>1_, a;v; € V, allora si ha che
flv) = f(z iv;) = Zaif(vi) € LL(f(v1),--., f(vn)),
i=1 i=1

dunque Im(f) C L(f(v1),..., f(vs)). Viceversa, se w € L(f(v1),..., f(vyn)), allora
w = Zaif(vi) = f(z a;v;) € Im(f),
i=1 i=1

dunque vale anche l'inclusione opposta L(f(v1),..., f(v,)) C Im(f). Concludiamo quindi

che Tm(f) = L(f(v1), ... f(va). O

Una conseguenza immediata della Proposizione 17.13 € che se U C V ¢ un
sottospazio vettoriale, lo stesso vale per f(U): infatti f(U) = Im(fjy).

Piu interessante € osservare che la controimmagine del vettore nullo Oy rive-
ste un ruolo fondamentale per le applicazioni K-lineari: D'affermazione (ii) della
Proposizione 17.13 ci dice infatti che le controimmagini f~!(w) tramite f dei vet-
tori w € Im(f) si ottengono tutte da quella f~(0y ) di Oy per traslazione di una
controimmagine particolare.

Per questo motivo f~!(0y,) merita un proprio nome.

Definizione 17.14 (Nucleo di un’applicazione lineare). Siano V e W spazi
vettoriali su K = R, C.
Se f: V — W é& K-lineare si definisce nucleo di f I'insieme

Ker(f) = f~'(0w)={veV ] f(v)=0}
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17.3 Applicazioni lineari iniettive e suriettive

Ricordiamo le seguenti due definizioni, valide per un’applicazione p: X — Y fra due
insiemi di qualsiasi tipo. L’applicazione ¢ si dice iniettiva se, dati 2/, 2" € X con
x' # 2", siha p(2') # p(z”). L’applicazione ¢ si dice invece suriettiva se Im(p) =Y.

Il seguente risultato ¢ un’immediata conseguenza della Proposizione 17.13.

Proposizione 17.15. Siano V e W spazi vettoriali su K =R,C. Se f: V =W e
K -lineare, allora f ¢ iniettiva se e solo se Ker(f) ={ Oy }.

Dimostrazione. Siano f: V — W un’applicazione lineare iniettiva e v € Ker(f); allora risulta
f() =0w = f(Oy), quindi per definizione di iniettivita v = 0,.

Viceversa, supponiamo che Ker(f) = { Oy } e siano vy, vy € V tali che f(v1) = f(v2); allora
f(v1) = f(ve) = f(v1 — v2) = Ow, quindi v; — vy € Ker(f), v1 — va = Oy, cioé v; = vs. O

Il nucleo ha anche un’altra importante proprieta: infatti, cosi come nella Pro-
posizione 17.13 abbiamo dimostrato che I'immagine di un’applicazione lineare ¢ un
sottospazio vettoriale, lo stesso vale per il nucleo.

Proposizione 17.16. Siano V e W spazi vettoriali su K =R,C. Se f: V =W ¢
K -lineare, allora Ker(f) é un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione. Abbiamo gid osservato che ogni applicazione lineare f: V — W manda Oy in Oy,
quindi Oy € Ker(f). Inoltre se v,v’,v"” € Ker(f) ed a € K allora

fW+0")=f")+ f(") =0w, flav)=af(v)=alw = Ow. O

Esempio 17.17. Sia K = R,C e sia A € K™" una matrice fissata. Si consideri
I’applicazione lineare p4: K™ — K™ dell’Esempio 17.4.

Lo spazio Ker(u4) ¢ formato dalle X € K" tali che Ogm = pa(X) = AX. In
particolare Ker(p4) € un sottospazio di K™ di dimensione n — rk(A).

Concludiamo che I'applicazione 4 ¢ iniettiva se e solo se n = rk(A): necessaria-
mente allora n < m.

Ad esempio, I'applicazione f definita nell’Esempio 17.4 non puo essere iniettiva:
infatti tale applicazione coincide con 4, dove

3 1 -1
A= (1 1 2 )
ha, chiaramente, rango 2. Quindi dim(Ker(f)) = 3 —rk(A) = 1; piu in dettaglio, si
ha che Ker(f) = £(1,—7,—4).

Invece I’applicazione g, sempre dell’Esempio 17.4, ¢ iniettiva per lo stesso motivo:
infatti & definita dalla matrice B = *A, dunque dim(Ker(g)) = 2 —1k(A) = 0, da cui

segue Ker(g) = { (0,0) }.

Per quanto riguarda l'immagine Im(u,), poiché le matrici Ey4,..., E,1 sono
generatori di K™ la Proposizione 17.13 implica che

Im(pa) = La((Era), -y pa((Bnn)) = L(Ay, ... A,) CTK™
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dove Ay,..., A, € K™ sono le colonne della matrice A.
In particolare Im(gu4) & un sottospazio di K™ di dimensione rk(A); quindi pa &
suriettiva se e solo se m = rk(A): necessariamente allora n > m.

Per esempio, tra le applicazioni f e g sopra f € suriettiva, mentre g nonloé. &

Ricordiamo dalla Lezione 5 che le soluzioni di un sistema lineare AX = B sono
della forma Xy + Y, ove Xj € una soluzione particolare ed Y & soluzione del sistema
omogeneo associato AY = 0: osserviamo che cio & coerente con la Proposizione
17.13, punto (ii).

Un’interessante conseguenza di questo legame fra dimensione dell'immagine e
rango ¢ la seguente: se A € K™" B € K™P risulta

rk(AB) = dim(Im(uap)) = dim(Im(pua o pg)).

Poiché Im(pa o pup) € Im(pa), concludiamo che rk(AB) < dim(Im(pa)) = rk(A).
In maniera analoga si ha che

rk(AB) = rk(*(AB)) = rk(*B'A) = dim(Im(pz¢ e 4))
= dim(Im(peg o pea)) < dim(Im(pep)) = 1k(*B) = 1k(B).

Concludiamo quindi che
rk(AB) < min{rk(A),rk(B)}.

Alla disuguaglianza qui sopra si pud anche giungere direttamente osservando
che le righe (rispettivamente colonne) di AB sono combinazione lineare delle righe
(rispettivamente colonne) di B (rispettivamente A).

Se poi n = p e la matrice B € K™" ¢ invertibile, allora
rk(A) = 1k((AB)B™') < rk(AB) < rk(A),

dunque rk(A) = rk(AB).

B La condizione che la matrice B sia invertibile ¢ fondamentale perché valga
l'uguaglianza tra rk(A) e rk(AB): basti pensare al caso di due matrici (chiaramente
non invertibili) A e B non nulle tali che AB = 0,,,.

Esempio 17.18. Sia I =]a, b[C R un intervallo aperto non vuoto e si consideri I’ap-
plicazione D: CP(I) — CP~(I)) di derivazione definita nell’Esempio 17.12. Allora
Ker(D) ¢ costituito dalle funzioni ¢: I — R tali che ¢’ = 0 come funzioni. Segue al-
lora dal Teorema di Lagrange che una tale ¢ deve essere costante su I. Concludiamo
che D non é iniettiva.

Per quanto riguarda la suriettivita, si osservi che Im(D) ¢é costituito dalle funzioni
¥: I — R tali che esiste ¢ € CP(I) per cui ¢' = 1 ovvero dalle primitive di ¢: in
particolare D ¢ suriettiva, in quanto ¢ noto che le primitive di una funzione di C?~1(T)
sono tutte elementi in CP(I).

Concludiamo che D ¢ suriettiva e D~11) & I'insieme di tutte le primitive di ¢ che,
usualmente, si indica con il simbolo [ ¢ (x)dz e viene chiamato integrale indefinito

di v,
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Ricordiamo dalla teoria che due primitive di una funzione differiscono, su ogni
intervallo contenuto nel dominio, per una costante: molto spesso si scrive

/ W(2)ds = o(x) + c.

Come abbiamo visto sopra le funzioni costanti su I formano Ker(D).

Pit in generale si consideri I'operatore differenziale lineare
P(D) = agD" +a;D" '+ 4+ a,_ 1D+ a,: C°(I) — C=(I),

anch’esso introdotto nell’Esempio 17.12. Il nucleo Ker(P(D)) ¢ linsieme delle
soluzioni ¢ € C*([I) dell’equazione differenziale lineare omogenea

a/()go(n) + al@(n_l) _|_ e + an_lgpl —|— an(,p = 0 (1731)

Ovviamente se b € C>°(I) allora P(D)~'(b) é I'insieme delle soluzioni ¢ € C>(I)
dell’ equazione differenziale lineare non omogenea

Clo(,O(n) + alcp("fl) + -+ an—l@/ + anp = b. (1732)

La Proposizione 17.13, punto (ii) ci permette d’affermare che le soluzioni del-
I'equazione (17.3.2) si ottengono tutte sommando ad una soluzione particolare la
totalita delle soluzioni dell’equazione omogenea associata (17.3.1), ovvero l'integrale
generale dell’equazione (17.3.2) ¢ somma di un integrale particolare piu 'integrale
generale dell’equazione omogenea associata (17.3.1). [ )

Esempio 17.19. Siano I C R un intervallo aperto non vuoto, zg € I e ¢ € R! non
nulla in 7\ { ¢ }. Si consideri il sottospazio

Faog = {feRI] lim@eﬂ%}.

=0 g(x)
definito nell’Esempio 13.14.
Si consideri poi 'applicazione
@i Fpg— R
f — lim @,
=0 g(x)

che é chiaramente lineare per le proprieta dei limiti. Si ha che

Ker(p) = { 1 € Fapy | 9 =03 = { F e Fopy | 1 L — 91— ()

2=z g(x)

ovvero il nucleo dell’applicazione ¢ coincide con le funzioni trascurabili rispetto a g
per x — xg, il cosiddetto o piccolo di g per x — xy. In particolare, ¢ non ¢ iniettiva.

Data una qualsiasi f € F,, 4, possiamo definire le funzioni “equivalenti” ad essa
come gli elementi di F,, , che in un intorno del punto z¢ si differenziano da f per
un elemento di o(g). [
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Esempio 17.20. Nell’Esempio 17.7 sono state definite le applicazioni lineari pro-
dotto scalare (-, 7y) e prodotto vettoriale - X 7y per un vettore v, fissato. Possiamo
calcolarne i rispettivi nuclei:

Ker({-, %)) = { ¢ € V3(0) | (¢,7) =0

}
Ker(- x @) = { 7€ V3(0) | Tx 7, =0}

| L@),  sed#0
B V3(0) se ¥y = 0.

Passiamo ora a studiare la suriettivita delle due applicazioni. Si ha
Im((-, 7)) ={ o € R | 30 € V53(0) tale che o = (¥, ¥lp) }.

Poiché dimg(R) = 1, segue che (-, ¥) ¢ suriettiva se e solo se Im((-, 7)) # { 0 }. Se
Up = 0 chiaramente Im((-, 7)) = { 0 }, quindi 'applicazione non ¢ suriettiva: invece
se Uy # 0, poiché (T, vy) = |th|> # 0, segue che I'applicazione ¢ suriettiva.

Per il prodotto vettoriale invece risulta
Im(- x vp) ={ W € V3(0) | I € V3(O) tale che W = v x v }
C vy ={ @€ V(0) | (w,5) =0}

Vedremo in seguito che Im(- x 7y) = 7 se @y # 0. [

17.4 Isomorfismi

Ricordiamo che un’applicazione ¢: X — Y fra due insiemi di qualsiasi tipo si dice
biiettiva se & sia iniettiva che suriettiva. Cio significa che se y € Y, esiste (surietti-
vita) ed ¢ unico (iniettivita) 2 € X tale che ¢(x) = y. In tal caso ¢ quindi possibile
definire 'applicazione inversa ¢~ ': Y — X, ponendo ¢~ (y) = z.

Di piu, ¢ possibile dimostrare che ¢ ¢ biiettiva se e solo se esiste un’applicazione
Y — X tale che Yo p =idx e p o) = idy e risulta 1) = @=L,

Definizione 17.21 (Isomorfismi). Siano V' e W spazi vettoriali su K = R, C.
Un’applicazione f: V — W si dice isomorfismo se € lineare e biiettiva; in tal
caso V' e W si dicono isomorfi e si scrive V = W.

Esempio 17.22. Siano V uno spazio vettoriale su K = R,C e B = (vy,...,v,)
una sua base. Si consideri applicazione [-]z: V' — K", che abbiamo dimostrato
essere lineare nell’Esempio 17.5. Chiaramente essa ¢ suriettiva: infatti per qualsiasi

(1,...,a,) € K" siha [0, avilg = (o, ..., ). Inoltre [-]z ¢ anche iniettiva:
infatti se v € Ker([-]g) allora v = """ | 0v; = Oy.
Concludiamo percio che [-|s € un isomorfismo. [

Esempio 17.23. Siano K = R,C e A € K™" una matrice fissata. Da quanto visto
nel paragrafo precedente, segue che ’applicazione p4 € un isomorfismo se e solo se
valgono n — rk(A) = 0 e m = rk(A) ovvero se e solo se n = m = rk(A), cio¢ se e
solo se A é invertibile. Dalla catena di uguaglianze
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pa oyt =idgn = piy, = idgn = j;" 0 jia

si deduce che, in tal caso, ps—1 = p,'.
In particolare K™ = K™ se e solo se n = m. ®

Esempio 17.24. Dalla discussione fatta nell’Esempio 17.20 sulle applicazioni lineari
prodotto scalare (-, 7)) e prodotto vettoriale - x ¥y deduciamo che tali applicazioni
non sono mai isomorfismi. ®

Siano adesso V' e W spazi vettoriali su K = R,C. Se f: V — W & un iso-
morfismo, allora lapplicazione inversa f=!: W — V ¢ definita nel modo seguente:
fHw) = v se e solo se f(v) =w. Concludiamo il paragrafo dimostrando che anche
I’applicazione inversa & un isomorfismo.

Proposizione 17.25. Siano V e W spazi vettoriali su K =R,C. Se f: V =W ¢
un isomorfismo, allora anche f=' & un isomorfismo.

Dimostrazione. Siano w’,w” € W e poniamo v’ = f~1(w'), v" = f~H(w"), v = f~H(w + w").

Risulta che N
f@) =w' +w" =)+ f(0") = f( + ),
quindi
fﬁl(w/ 4 w//) =0 =1 + V" = f—l(w/) + f—l(w//).
Sia ora w € W, a € K e poniamo v = f~}(w), v = f~!(aw). Risulta che

f(0) = aw = af(v) = fav),

quindi fHow) =7 =av = af Hw). -

Osservazione 17.26. Sinotiche V =2 V in quanto idy : V' — V & lineare e biiettiva.
La Proposizione 17.25 mostra che se V= W allora W = V. Infine la composizione
di applicazioni biiettive & , ovviamente, biiettiva: segue quindi che se U = V e
V = W allora U = W. Concludiamo che la relazione d’isomorfismo fra spazi
vettoriali su K é una relazione di equivalenza.



