
Calcolo differenziale

•Definizione di derivata 

•Significato geometrico 

•Derivate successive 

•Il calcolo delle derivate

•Derivabilità e continuità



Definizione di rapporto incrementale
Definizione
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Dal punto di vista geometrico il rapporto incrementale di f in x0 di 
incremento h rappresenta il coefficiente angolare della retta passante per 
i punti A e B.
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Definizione di derivata in un punto

Definizione








 −+
=

−+
=

→∃

⊂∃⊂∃∈→⊆

−

+

→
−

→
+

−+

h

fhf
f

h

fhf
f

)x()x(
lim)x(                             

)x()x(
lim)x(                             

.[sinistro] destro incr. rapporto suo del 0h per  finito  se limite il
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Osservazione

Se invece x0 è l’estremo destro (sinistro) di X, si dice che la funzione f 

è derivabile in x0 se e solo se esiste la derivata sinistra (destra), cioè la 
sola che si può calcolare.

Esempio:
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Definizione di derivata in un punto



Definizione di derivata

Definizione

angoloso. punto dice si x

)x()x( ma )x( e )x( finiti  e
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Esempio:

0in x angoloso puntoun  ha )( 0 == xxf

1
0

0

1
0

0

limlim

limlim

0x0x

0x0x

−==
−

−

==
−

−

−−

++

→→

→→

x

x

x

x

x

x

x

x



Significato geometrico della derivata



Significato geometrico della derivata
Definizione
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Significato geometrico della derivata

Definizioni

).f(xy equazione ha  tgretta La
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Funzione derivata

Definizione



Calcolo di derivate

Le funzioni elementari sono derivabili.

Poiché trattiamo funzioni ottenibili da funzioni elementari mediante 
somma, prodotto, quoziente, composizione, inversa, avendo a 
disposizione le derivate delle funzioni elementari, per la derivazione 
ci basta sapere come si comporta la derivata rispetto a tali 
operazioni:



Calcolo di derivate



Calcolo di derivate

Esercizio: Usare le regole di derivazione per calcolare le derivate delle funzioni
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Derivabilità e continuità

Teorema:
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X.  x, RRX :f Siano

00

0

⇒

∈→⊆

Osservazione:
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Calcolo differenziale - applicazioni

•Teoremi di De l’Hôpital

•Teorema di Taylor

•Teoremi di Rolle e Lagrange 

•Punti di massimo e minimo di una funzione

•Concavità e convessità di una funzione

•Studio di funzione



Teorema:
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Teoremi di De l’Hôpital



Osservazioni:

Teoremi di De l’Hôpital

),( è intervallol' se per x limite del  

) (a, è intervallol' se per x limite del  

b), x(in   valgonoipotesi le se destro limite del  

) x(a, è intervallol' se sinistro limite del  

 calcolo ilper  anche  vale teoremaIl

0

0

b−∞−∞→

∞++∞→

Se i teoremi vengono applicati quando non sono verificate tutte le 
ipotesi, in particolare quando non si è di fronte a forme indeterminate 
del tipo               , o quando il limite del rapporto delle derivate non 
esiste, il calcolo potrebbe portare a risultati sbagliati.
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Teoremi di De l’Hôpital
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Teorema di Taylor 

Teorema:

Definizione:
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Polinomio di Taylor e di Mc Laurin

Definizione:
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Osservazione:

Il teorema di Taylor permette di approssimare in un intorno di x0 una 
funzione derivabile n volte in x0 con un polinomio, in quanto si ha che:
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Esempio:
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Polinomi di Mc Laurin

In particolare per x→0 si ottengono i seguenti sviluppi di Mc Laurin, che 
sono la generalizzazione di quanto mostrato per i limiti notevoli e utili per 
risolvere forme di indecisione nel calcolo dei limiti.



Polinomi di Mc Laurin
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Polinomi di Mc Laurin

Esercizi:

xx

x

x

xx

x

xe
x

−

−−+

+−−

→

→

→

tan

2

121

)1log(1

3

0x

2
0x

2
0x

lim

lim

lim

Calcolare:



Osservazioni:

1) Dal punto di vista geometrico, questo vuol dire che esistono punti del 
grafico in cui la tangente è orizzontale.

2) Possono esistere più punti 
con tale proprietà, ad esempio:

3) Se solo una delle ipotesi non è verificata 
la tesi può non essere garantita. 

Teorema di Rolle

Teorema di Rolle:

[ ] ( )

[ ] 0)(  t.c.b a,cun  almeno

f(b).f(a) c.   t.b a,in  derivabile e b a,in  continua f Sia

'
=∈∃⇒

=

cf



Teorema di Lagrange:
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Teorema di Lagrange

Osservazioni:

1) Dal punto di vista geometrico, questo vuol dire che esistono punti del 
grafico in cui la tangente è parallela alla retta che unisce i punti 

A = (a; f(a)) e B = (b; f(b)).

2) Possono esistere più punti 
con tale proprietà, ad esempio:



Corollari:

[ ] ( )

( ) [ ].b a, x cf(x) b a,x  0)( Se

. b a,in  derivabile e b a,in  continua f Sia

'
∈∀=⇒∈∀=xf

Le uniche funzioni derivabili con derivata nulla in tutti i punti di un 
intervallo sono le funzioni costanti.
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Funzioni con la stessa derivata su 
un intervallo hanno grafici 
ottenibili uno dall’altro per 
traslazioni lungo l’asse y .

Teorema di Lagrange



Relazioni tra derivabilità e monotonia

Osservazione:

Isu    invertibilI intervalloun su  monotona f ⇒ e

Teorema:
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f(x) è invertibile nel suo dominio e, 

in caso affermativo, scrivere l’espressione della funzione inversa.



Punti di massimo e minimo di una funzione

Definizione:
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Definizione:
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Osservazione:

Se x0 è agli estremi dell’insieme di definizione, si 
ottiene un’analoga definizione considerando intorni
destri e sinistri.

Ad es. se f è definita in [a, +∞], il punto (a, f(a)) è di 
massimo relativo se esiste un intorno I+(a) t.c.

 f(a))f(x         abbia si    (a)x  ≤∈∀ +I



Punti di massimo e minimo di una funzione

Osservazioni:

La condizione è necessaria ma non sufficiente, ad 
esempio consideriamo:

fper  minimo o massimo ènon  0x
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Ci sono punti di massimo o minimo relativi in cui

xf(x)  , 0in x esempio ad come derivabile ènon  )f(x ==

2)

3) Ci sono punti non interni di massimo o minimo in cui la 
derivata destra o sinistra esiste ed è diversa da zero. 

Teorema di Fermat:
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Punti di massimo e minimo di una funzione

Definizione:

.estremante essere può   stazionari puntoUn 
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Esercizi:
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)f(x x

x
−=2) Determina gli estremanti di:

Osservazione:

Il teorema precedente esprime una condizione necessaria per l’esistenza di 
estremanti. 

Osservazione:

precisando se sono relativi o assoluti.

Per determinare gli estremanti studio il segno della derivata prima. 

Det. max e min assoluti in  [1, 2]
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Punti di flesso di una funzione

Esercizi:

Determina gli intervalli di convessità e gli eventuali punti di flesso di :
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Definizione:

). viceversa(o concava è f cuiin dx  intornoun 

 e convessa è f cuiin  sin. intorno suoun  esiste quando fper 

 flesso di punto detto è I xI, intervalloun su  definita f Data 0 ∈



Studio di funzione

Determinazione del campo di esistenza di f

Studio del segno di f

Calcolo dei limiti agli estremi del campo di esistenza e determinazione di 

eventuali asintoti orizzontali, verticali o obliqui

Intersezione con gli assi

Calcolo della derivata f’

Studio del segno di f’ e determinazione degli intervalli di monotonia, con 

eventuali punti di massimo e di minimo.

Calcolo del valore di f negli eventuali punti di massimo o di minimo trovati

Determinazione di punti di non derivabilità

Calcolo della derivata f’’

Studio del segno di f’’ e determinazione degli intervalli di convessità, con 

eventuali punti di flesso.

Ricerca di informazioni utili a disegnare un grafico qualitativo (ma il più
possibile attendibile) di una funzione f assegnata.


