
Limiti di funzioni e continuità
•Definizione di limite 

•Limite destro e sinistro, per difetto e per eccesso

•Asintoti verticale e orizzontale

•Teorema di unicità del limite, della permanenza del segno, di esistenza 
per funzioni monotone, del confronto

•Definizione di continuità
•Punti di discontinuità

•Limiti delle funzioni elementari

•Forme indeterminate

•Teoremi di Weierstrass, degli zeri e di Darboux

•Calcolo dei limiti 
•Funzioni infinite e infinitesime

•Notazioni o-piccolo e asintotico

•Asintoto obliquo



Punti di accumulazione
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Definizione di limite



In tal caso si scrive:

Limite destro e sinistro
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Definizione di limite e asintoto verticale
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Definizione di asintoto orizzontale

 : , RLc ∈+∞=Definizione - CASO:
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Def. di limite per difetto o per 
eccesso
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Definizione di limite per eccesso e per difetto

Esempio:



Definizione di limite
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Esistenza del limite
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Teorema di unicità del limite:
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Teorema di esistenza del limite per funzioni monotone:

Le funzioni monotone definite su un intervallo ammettono limite agli estremi 
dell’intervallo
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Teorema del confronto:

 L )( 

L )(  )( )2

)()()(      ,   t.c.)I(  1) 

Se  def. di insiemi loro iper  accu. di p.to  e funzioni h tre e g f, Siano  2.

  )(    )( Se

  )(    )( se

: allora I(c)un in )()( Se 1.

lim

limlim

limlim

limlim

cx

cxcx

cxcx

cxcx

=∃⇒

==

≤≤≠∈∀∃

−∞=⇒−∞=

+∞=⇒+∞=

≤

→

→→

→→

→→

xf

xhxg

xhxfxgcxIxc

c

xfxh

xhxf

xhxf

Osservazione: Questo teorema può essere usato per il calcolo di limiti

Esercizio   Mostrare che:  0cosx 5     che   e     0   
x

x

xx
limlim =⋅=

−∞→+∞→

senx

Osservazione:

0g(x) )(

:allora I(c)in  limitata è  e   0 )(Se

lim

lim

cx

cx

=⋅

=

→

→

xf

 g(x) xf



Definizione di continuità
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Definizione:

Dalla definizione segue che:

Osservazione:

Vale la seguente importante proprietà: ogni funzione elementare 
è continua nel suo campo d’esistenza            il calcolo del limite 
nel campo di esistenza è immediato 
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Limiti e continuità
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Continuità: alcuni teoremi



Continuità: alcuni teoremi



Discontinuità eliminabile

Punti di discontinuità

Un punto di discontinuità di f è un punto x0 in cui f è definita, ma 
non è continua.

Discontinuità 1 specie
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Punti di discontinuità

Discontinuità 2 specie

1. Riconoscere le (eventuali) discontinuità di f e disegnare grafico di f:
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Operazioni con i limiti

Esempi: Se i limiti sono numeri reali, il limite della somma è la somma dei limiti
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Limite di un prodotto di funzioni:

Esempi: Se i limiti sono numeri reali, il limite della somma è la somma dei limiti
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Operazioni con i limiti

Esempi:
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Limite di un quoziente di funzioni:



Operazioni con i limiti

In alcuni casi i risultati relativi al limite di somma prodotto e 
quoziente, si estendono anche a funzioni f e g divergenti.

Valgono, con ovvio significato di simboli, le seguenti “regole 

di calcolo”



Operazioni con i limiti

Nel caso del quoziente, quando il denominatore tende a zero, 
se non ci sono dubbi sul segno del risultato, si possono usare 

le ulteriori due “regole di calcolo”:

Ad esempio:

La funzione al denominatore in un intorno di 3 si mantiene 
sempre ≥0 (il denominatore tende a 0+).



Operazioni con i limiti

Invece, ad esempio:

Si può invece calcolare:



Operazioni con i limiti
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Osservazione:

Può essere utile, se f(x)>0 usare la 
formula:
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Operazioni con i limiti

Esercizio

Utilizzare le regole per calcolare:
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Forme di indecisione

Sono forme di indecisione le espressioni:          
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Infiniti e infinitesimi
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Infiniti e infinitesimi
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Osservazione:

Posso sempre associare ad una funzione polinomiale un numero che ne 
esprime l’ordine di infinito, non posso farlo ad esempio per logx o ex

posso però confrontarle.



Confronto di infiniti
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Confronto di infiniti

Teorema
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Gerarchie di infiniti

Si può dimostrare che:
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Infiniti e infinitesimi
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Confronto di infinitesimi

Definizione
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Notazioni o-piccolo e asintotico
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Notazioni o-piccolo e asintotico
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Utilizzo delle notazioni nel calcolo dei limiti:



Comportamento di alcune funzioni elementari per x→0
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Comportamento di alcune funzioni elementari per x→0
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Comportamento di alcune funzioni elementari per x→0

  
log

1)1(log
lim

cui da

  1
)1log(

lim

0x

0x

ax

x

x

x

a =
+

=
+

→

→

 1
1

lim

ea se

  log
1

lim

0x

0x

=
−

=

=
−

→

→

x

e

a
x

a

x

x



Comportamento di alcune funzioni elementari per x→0

Gli ultimi 3 limiti notevoli 
sono dedotti da:
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Equivalente a primo mediante cambio di variabile



Notazioni o-piccolo e asintotico

Possiamo riscrivere i limiti notevoli precedenti utilizzando la nozione 
di asintotico, (o quella di trascurabile), esprimendo il comportamento 
di alcuni infinitesimi per x → 0, in cui compaiono funzioni elementari:



Notazioni o-piccolo e asintotico

Per le regole sul limite di una funzione composta, si deduce che:
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Notazioni o-piccolo e asintotico
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Notazioni o-piccolo e asintotico

Esercizi:
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Forma di indecisione [0·∞] 

Osservazione:
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Asintoto obliquo

Definizione:

La retta di equazione  

è asintoto obliquo per f per
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La retta di equazione  

è asintoto obliquo per f per

se e solo se sono soddisfatte contemporaneamente:

)per x (o   per x −∞→+∞→

0)(m  ≠+= qmxy

Abbiamo già visto quando una funzione ammette un asintoto  orizzontale o 
un asintoto verticale. Se per                                   (f è divergente), può 
accadere che f ammetta un asintoto obliquo.

±∞→±∞→ f(x)  ,x

La funzione ha un 
comportamento di tipo 
lineare per x →∞



Asintoto obliquo

Esempio:



Esercizi
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Determinare se esistono gli asintoti obliqui delle seguenti funzioni:

Determinare il dominio, il segno, i limiti agli estremi del dominio e gli 
eventuali asintoti delle seguenti funzioni. Riportare le informazioni sul 
piano cartesiano.
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