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Capitolo 1

Dinamica

1.1 Principio di D’Alembert

Dal II principio della dinamica si ha che per un punto
Z F;,=ma (L.1)

In questa forma non é un equazione di equilibrio perche il termine a destra é diverso da 0. F;,, = —ma
definisco questo prodotto come forza d’inerzia. diventa >, F; + F;, = 0 ed ¢ un’equazione di
equilibrio.

1.1.1 Applicazione a un corpo rigido

Sistema equivalente delle forze d’inerzia (una forza e una coppia per corpo rigido). Ad esempio una
trave incernierata in un punto (A) (che si muove di moto rotatorio).
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e Trave omogenea —> dm = dfm7 dove dm ¢é la massa dell’elemento d§, m massa totale, L

lunghezza della trave
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Per definizione di forza d’inerzia, la forza d’inerzia dell’elemento d¢ é:

dF';,, = —ma = Devo determinare a = a,,, + a;
a;(€) = €6t Componente tangente dell’accelerazione (1.2)
a,(£) = £€6?n Componente normale dell’accelerazione (1.3)

Dalla[1.2]si ottiene dF,, (&) = —a,(¢) = —m%E¢hit, e dalla[L3] dF;,, (€) = —dma, () = —m%&h?n.

Sono le componenti infinitesime della forza d’inerzia.
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F,, = / dF,, (€) = _mb” gdén = —mZ(%n



Dove %Qt e %92n sono le componenti dell’accelerazione di un punto posto a % nella trave (baricen-
tro). Quindi F;,, = —mag,, Fi,, = —mag,, cioé F;, = —mag. La risultante delle forze d’inerzia
di tutto il corpo rigido é pari all’accelerazione del baricentro per la massa del corpo rigido e verso
opposto all’accelerazione.

1.1.2 Coppia risultante delle forze d’inerzia (infinitesima)

N
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Il momento delle dF;,, rispetto al baricentro G:

L L m. [T L . L2 .
Cin = / (P — G) AdF;, = / (P~ G)AFyp, = _79/ £(6 — 2)dek = —Im—k = —Jgbk

2 . . . . .
Dove Jg = m% é il Momento di inerzia barcentrico della trave.
La risultante delle coppie d’inerzia ¢ pari ad una coppia data dal momento d’inerzia baricentrico per
I'accelerazione angolare del corpo rigido, verso opposto all’accelerazione e direzione perpendicolare

al piano. Per ogni corpo rigido il sistema equivalente delle forze d’inerzia

Fin = —mag
Cip = —Jab = —Jow

dove m ¢é la massa del corpo rigido, Jg ¢é il momento d’inerzia baricentrico che rappresenta come la
massa ¢ distribuita attorno al baricentro.

1.1.3 Equazioni cardinali della dinamica di un corpo rigido

4

0

L’equazioni cardinali della dinamica di un corpo rigido sono:

21 Fj+Fin =0 (1.4)
S (Pj=O)AF; +(G=O0)AFin + 3 C, +Cyip, = 0 )

Il polo dei momenti non necessariamente origine del sistema di riferimento.



1.1.4 Sistemi di corpi rigidi
Per ogni corpo rigido vale:

S (P O)/\F M Ciy + (G —O)AFi i+ Cipyi =0

j=1
Con:
e j=1,2 ... n indice delle forze esterne per ogni corpo rigido
e i =1,2,...,n¢ indice dei corpi rigidi
e r=1,2,...,ny indice dei momenti/coppie esterni per ogni corpo rigido

1.2 Principio dei lavori virtuali

Il lavoro virtuale é&: 0L = Fp - §Sp per le forze e L = C - 60 per le coppie, dove 6Sp e 6 sono
compatibili con il vincolo. Calcoliamo il lavoro della (1.4):

ZZF” 5P”+§%C” 56, +Z —mag; - 0G; — Jaiw; - 60;) =
i=1 j=1 i=1r=1

. nc n A3 lavara o . nm _
dove: 370 370 Fij- 0P ; & il lavoro delle forze esterne, 330 35 C; - 06; il lavoro dei mo
a1 /e e ectorni nc . 11 Tavor NP rrze
menti/coppie esterni, >, —mag; - §G il lavoro della forza d’inerzia e Zi:l —Jgiw; - 90, il lavoro
della coppia d’inerzia.
Evidenzio il §L con le coordinate fisiche:

oL = nzc iFTW 6551’,]‘ + I, 5%,3 + nzc nic 00; + Z —m;aq, 5XG JGlel(st)
=1 j=1 i=1r=1

Dove zgi = 2Gi(q1,92; -+ Anear), Yci = YGi(Q1,42;, -5 dngar)s 0i = 0i(q1, 42, Gnear) € 1€ gs
sono le coordinate che "descrivono" i GdL del sistema di corpi rigido.

rai = SRt 20,
Syci = Yot agg 8qs
Szqi = Y24 G8taq,
Il lavoro diventa:
NGdL
0L =" (Qs+ Qins)dgs =0
S=1

L’equazione é soddisfatta se tutti i termini tra parantesi sono uguali a 0. 1 "Q," sono chiamati
componenti lagrangiane

< drg yc 0zqg
0. — E m:a M Q. M ]
in,s ( 10G,;, 9 . UGy, 9 . ern 9 )

i=1

1.3 Bilancio di potenze

Riprendiamo in esame il principio dei lavori virtuali:

nc Ny
L = ZZF” 0P+ > Ci, - 06; +Z —mag; - §G; — Jaiwi - 66;) =0
=1 j=1 i=1r=1
Deriviamo:
nc n nc nmMm
G- 00;
73 . ——t W —) = 1.
ZZ +chz7 Z —mag; - Jaiw; dt) 0 ( 5)
i=1 j=1 i=1r=1
L dPiy de; __ dG; _ d6; _
dove: = =vp, ,, ‘GF=w;, Gt =Voi, Gt = wi



P, ; i ) e
o W;; =F;; —pL =F;; v;; potenza della forza F; ;

o W;,,=Cj,- % = G, , - w; potenza della coppia/momento C; ,.

o Win: = —myag; - Vai — Jaiw; - w; potenza del sistema equivalente d’inerzia del corpo i-esimo
ne na
E E W7]+E E WM—FE WmZ—O—g W—|—§ Win
i=1 j=1 i=1r=1

dove: Y W @& la potenza delle forze e coppie/momenti esterni e > Wy, & la potenza delle forze e
coppie d’inerzia. E un’equazione in un’incognita (F').
11 bilancio di potenze é&: F-vp + C-w+ (—mag - vg — Jgw - w) =0

1.4 Teorema dell’energia cinetica

E il duale del bilancio di potenze.
Calcolo 'energia cinetica di un corpo rigido, con V' volume infinitesimo, P punto generico e m massa

del corpo rigido.
1 1
Ec = 7/ vp - -vppdV = 7/ v%:pdV
2 Jv 2Jv

Applico il teorema di Rivals: vp = vg +w A (P — G)

1 1 1 1
EC:vaVG/pdV—l—va w/\/ (P —G)pdV |+= w/\/ (P — G)pdV -vG+7w2/ |P — G|*pdV =
2 14 2 14 2 \4 2 14

Dove [, pdV = m, w? [, |P —G|*pdV viene da (wA (P —@G)) - (wA (P —-G)) = w?P—-G* e
Jy |P=GPPpdV = Jg e [, (P —G)pdV & il momento statico rispetto al baricentro G(= O)

1 1 1 1 1 1
= _vg-vaem+ —w? [ |P—G]*pdV = —vg-vem + - Jow - w = fmvé + = Jaw?
2 2° 2 2 2 2

11 risultato ottenuto é il teorema di Konig. Deriviamo rispetto al tempo le E., del corpo rigido
i-esimo:

dE., 1 1 1. 1 ; .
t=_-—mag -vg+_-mvgrag+ -Jogw - w+ —w-w=mag vg+Jgw -w =W,
dt 2 2 2 2 k
Dunque dal teorema dell’energia cinetica: Y W = dgc Utilizziamo il bilancio di potenze per il

calcolo di F*:
d (1 1 .
FoVGJrCow—% —mvg-vag + JGw w )| =mag -vg+Jogw- w

1.5 Equazione di Lagrange

d (OE. 8EC 1%
t( .>— 7_Qk

L’equazione di Lagrange é:

O Oqr,  Oqy,

Dove: E. ’energia cinetica, V I'energia potenziale, Qj la componente lagrangiana = %’ L il lavoro
delle forze esterne e delle interne non conservative e g sono le coordinate libere indipendenti.
Dim.:

Utilizzo il principio di D’Alambert e il principio dei lavori virtuali:

N

per i =1,2,..., N coordinate fisiche.

La descrizione del moto la posso fare anche mediante le coordinate generalizzate indipendenti ¢
con k =1,2,...,n. x; non sono esplicitamente dipendenti dal tempo. x; = x;(q1,¢2,-..,¢n) Per
i=1,2,...,N. Calcolo la velocita delle x;:

ox; O%; 8xl ; -
X; = o —q1 + o QQ + - o kz:



Dato che g’q‘; non dipende da ¢, = gi = g;‘ peri=1,2,....Nek=1,2,...,n. Perché:

ox;  0x; 6qk ny ox;  0x;
dqn g Ogk i Oqr,  Oqy

Spostamenti virtuali delle x;:

0x; 0x; 0x; "%,
0X; = ——0q1 + ——0qa + -+ + —0q, = L5
oq1 9 g2 © 0qn 1 ;8% o

Sostituisco dx; nella seconda parte del PVL:

N
Z mzwz . 5XIL Z mlscz Z 6XZ Z <Z mzwz : ) dk (16)
=1 k=

Ogni termine dell’equazione precedente lo scrivo come:

s 9% _ d s 9%; R 0 (dx
v aqkidt v oq v Oqi \ dt

= m;E; 8Xi i m;aL; % — m; %— i i 9 1mw T, (L.7)
v 8k dt v o4 ! 8qk_ dt \ Oqy, 6qk v '

Riprendo la e sostituisco la (1.7)
- “~|[/d [0 “~[d (OE.\ OE.
216 i = - | 5 g ) oqr = N s - ‘ )
> ;l(dt(ﬁqk> o) (Z L mﬂ o ;[dt(aqk) o |

=1
(1.8)
Considero le forze esterne F; = F;(x1,Xo,...,XN, &1, &2,...,&n,t). Calcolo il lavoro virtuale delle
forze esterne, utilizzando la :

N n N

k=1 =1

Considero il lavoro delle forze interne conservative (V = V(q17 q2,.--,Gn)) € nON conservative:
N n
Z FL: -0x; =0Lc + 6L, c = -6V + Z ank(qu =
i=1 k=1

oV ov oV -
=—(— +—5+ 4 20k ) + Y Qne, Ok =
(8 0 i3 9ar Qk) k:1Q Cr Gk

Sostituisco la (1.7), (1.8), (1.9) nell’equazione di D’Alambert:

- 0F, o0E, 0V
Z [dt <8qk) T 0 +6qunC’“Qk] 0gr =0

Z <6;/ ank> oqr. (1.9

k=1

Dunaue: d (OF 0E. oV
(F) - 5 * g = e+
1.6 Forze conservative
1.6.1 Forza elastica
La forza elastica: F. = —kd (Legge di Hooke), dove k & la rigidezza (parametro caratteristico),

4 = |Ax; — Axy| @ la variazione di lunghezza della molla. 11 lavoro di deformazione di una molla é:

8 5 1
Lgey =/ F.-dy =/ —kndn = —-ké*
0 0 2

Il potenziale: V, = —Lgey = %kéQ
d (8EC> B OFE, al
A4y dqr  Oqx

=Qx



1.6.2 Foza gravitazionale

h
Lg:/ —mg -dy = —mgh, V, = mgh
0

1.6.3 Forze dissipative di tipo viscoso

In generale gli effetti dissipativi sono non lineari, un caso particolare ¢ il dissipatore viscoso. La

forza é: Fg = —7'5, dove Fy ¢é la forza smorzante, r é il coefficiente di smorzamento viscoso e dela
velocita dello spostamento. La componente lagrangiana dell’effetto dello smorzamento viscoso:
- 09
Quy = —r6—
i g
: : : _ § 95 - 98 _ 98
¢ dipende dalle coordinate libere § = 0(qr) = 0 = > ) 50-0ks 54 = 5gr
- 96 . 96 o (1 . 0
Qom0 (1) 0,
an 8qk 8qk 2 aqk

dove: D = %T(SQ ¢ la funzione dissipativa (per smorzamento viscoso)

d(aEc-)_@Ec oV 9D _,
dt \ 0gx ) Oqr ' Oqn ' 0@ "

come componenti lagrangiane restano tutte le altre forze esterne che lavorano.



Capitolo 2

Vibrazioni

2.1 Vibrazioni di sistema a 1 GdL

Prendendo un sistema come in figura:

(a) L X
/ k
e
y m
% ¥
7 b
(b) ——X
kX €=
m
bX

E in equilibrio dinamico: —F; — F, — Fy + F(t) = 0, dove F; = mi & la forza di inerzia, F, = kx
¢ la forza elastica, Fy = r& ¢ la forza dissipativa di tipo viscoso e F'(t) ¢ una forza esterna, quindi
lequazione di moto del sistema ¢ mi + kx + ri = F(t).

Dall’equazione di Lagrange:

d (a&) OE. 0V 0D "L
dt \ Oqy, Oqr ~ Oqr  Oqx  0*qk
Dove: 86% = ma; % (%%) = m; 36% = 0; %—‘; = kx; %—? = ra; ‘;:i = F(¢). Quindi si ottiene:
mi + kx +ri = F(t).

2.1.1 Vibrazioni del sistema: moto libero non smorzato

Vibrazioni dove non agiscono forzanti esterne (F'(t) = 0) (moto libero) e non é presente uno smor-
zamento (r = 0). Quindi 'equazione di moto del sistema &: mi + kz = 0. Prendendo z(t) = XeM
si ottiene:

mA2XeM 4 kXM =0 = (mA\? + k) XeM =0
X =0 ¢ la soluzione banale.
Se X # 0: mA? 4+ k = 0 é 'equazione caratteristica, le cui soluzioni sono: Mg = =+ f% =

+1y/ £ = dw, dove w ¢ la pulsazione naturale del sistema ([w] = rad/s) e f = £ ¢ la frequeza
propria ([f] = Hz).

z(t) = X1eMt 4 Xper?t = X et + Xoe ™! = X (cos(wt) + esin(wt) + Xo(cos(wt) — 2sin(wt)) =
= (X1 + X3) cos(wt) + 2(X; — Xo) sin(wt) = A cos(wt) + Bsin (wt) = C cos(wt + ¢)

Dove C? = A% + B2, tan(¢) = —%. Per determinare A e B bisogna imporre le condizioni iniziali

z(0) ==z
(E(O) = Vo

o

o



2.1.2 Vibrazioni del sistema: moto libero con smorzamento

L’equazione di moto del sistema &: mi + r# + kz = 0, con z(t) = Xe*. Anche in questo caso la
soluzione banale é: X = 0.
Se X # 0: 'equazione caratteristica & mA? 4+ rX + k = 0, che ha per soluzioni:

r r\2 k r
=——+ — ) - —=—— 3+ VA
)\1/2 2m (2m) m 2m \/>

. 2 2 R .. N
Se A =0siha (L) — k= (L) —w? =0, r, = 2mw ¢ lo smorzamento criticoe h = - = - ¢
2m m 2m ) Te

il fattore di smorzamento (o coefficiente di smorzamento) (smorzamento adimensionale).

l.r<r.: A>0eh>1

L 2
)\1/2:—L =y 7_(7”) =—at+1rvw?—a2=—atwwy
sm m

2m
dove a = 5~ e wg = Vw? —a? = w1 — h? & la pulsazione di sistema

I(t) _ Xle(faJrzwd)t +X26(7a72w,1)t _ 67at(X162wd,t +X2672w,1t) _ efat[A coswdtJchoswdt]

A e B si determinano imponendo le condizioni iniziali:

{x(O) =z
z(0) = v

x(t) & asintoticamente nulla: lim;_, o x(t) =0

(=)

22.r>re: A>0eh >1 N = —a+t VA, con A\ = —aq e Ay = —as dunque z(t) =
Xie 9t Xoe~ 2 () & asintoticamente nulla: lim; . z(t) = 0

3. r=r.: A=0eh=1 Le soluzioni dell’equaizone caratteristica sono: \; = Ay = —a, quindi:
z(t) = X1e " + Xote=* x(t) ¢ asintoticamente nulla: lim; o, z(t) = 0 ("E la soluzione che
va a 0 piu velocemente")

2.1.3 Sistemi vibranti con forzamento

L’equazione di moto del sistema é: ma + ri + kxz = F(t), dove F(t) & detta forzante, che é funzione
solo del tempo. La soluzione ¢ x(t) = x4(t) + xp(t) dove z4(t) & 'integrale generale, che ¢ la solu-
zione dell’equazione di moto omogenea (lim;_, z4(t) = 0 e x,(t) ¢ 'integrale particolare. Essendo
I’equazione di moto lineare é possibile applicare il principio di sovrapposizione degli effetti.

e in transitorio ("t" piccolo): la soluzione é caratterizzata dal contributo sia dell’integrale gene-
rale, sia dell’integrale particolare

e aregime ("t" grande): lim; ooz, = 0 = lim;_, o x(t) = z,(t), l'integrale particolare & la
soluzione a regime
Forzante costante

Si ha una forzante a gradino F(t) = Fp, dunque 'equazione di moto &é ma + ri + k = Fy. Dalla
teoria dell’equazioni differenziali:

7, (t) = Xo
fbp(t) =
ip(t) =0

Sostituiamo questi risultati nell’equazione di moto: kXy = Fy Dunque Xy = % = dg7 € lo sposta-
mento dovuto all’applicazione "statica" della forzante.
La soluzione dell’equazione di moto é:

F,
z(t) = e **[Acoswgt + Bsinwgt] + ?0



Per determinare A e B impongo le condizioni iniziali, ad esempio:

0)=0 F
{igOi 0 — z(t) = ko [1 — (hsinwgt + coswgt)e™ ] — tlggo x(t) = ?O = dsr
SREERNENES inwy AT ]
;\\ t Y T N
N - O §r |
B puat o
TR i
N "\ i N
LN | h@Am BRI “x[¢])
;\ 1 —p—t + - 1 £
N tt iy
IT T
B e Tt

Ad esempio se la forza costante & la gravita aspetto che il sistema assuma la configurazione di
equilibrio statico prima di studiare ulteriori moti dovuti ad altre forzanti. Posso assumere che "dopo
un po’" il sistema si muoverebbe secondo il nuovo sistema di riferimento x4 (t).

Forzante armonica
La forzante &: F(t) = Fy cos Qt, dove Fy ¢ Pampiezza della forzante e €2 & U'pulsazione della forzante.

L’integrale particolare & x,(t) = xcos (Qt + ¢), dove Xy & ampiezza e ¢ € la fase, la soluzione &
dello stesso tipo della funzione della forzante.

xp(t) = Xo cos (U + @)
—QXO sin Ot + ¢
ip(t) = —Q2 X cos (Ot + ¢)

8-
=
—~

~+
~—

I

= —mQ?Xgcos (U + @) — rQX¢sin (U + ¢) + kX cos (Qt + ¢) = Fy cos ()

Ora ¢ necessario applicare le formule trigonometriche per cos (Qt + ¢) e sin (Qt + ¢) e raccogliere i
termini in cos (2t) e sin (Qt).

(—mw? cos ¢ — rQsin ¢ + ksin ¢) X cos Qt = Fy cos Qt (2.1)
(mQ? sin ¢ — rQ cos ¢ — ksin ) X sin Qt = 0 (2.2)
Dalla tan¢ = ——L> —
¢ = arctan —% (2.3)
Sostituisco 2.2l nella 2.1] p
Xo = = (24)

V (k= mQ2)2 + (Qr)?2
Divido il numeratore e il denominatore die per k:

 _ Fo/k _ Ost

T N O

dove a ¢ il rapporto tra le pulsazioni e b fattore di smorzamento.

Sono rappresentazioni adimensionali di ampiezza e fase della risposta forzata: il coefficiente di
Q

Qr 207 2ab

—  1-—a?

amplificazione dinamica: X2 =

1 _ _
dsT (1—a2)2+4a2b? € tan()b  k—mQ?2 17(%)2

10



FASE

Se h =0: “’0 == L —emesea=1—=0=w (condizione di risonanza) limg_y1 29 = 00 e tang =0
si ha un salto d1 fase in corrispondenza di 2 = w.

e in tuttiicasi Xg = dg7 per 2 = 0; limg— oo % =0

eseh#0: ¢:—90pera:1:%
eseh=#0: é—;:%perazlzg
La classificazione in "zone" della risposta del sistema:
e a << 1= () << w: zona quasi statica
e ¢ =1=Q = w: zona di risonanza
e a>>1= () >> w: zona elastica o sismografica
La soluzione del sistema:
z(t) = zy(t) + 25(t) = e (A coswgt + Bsinwgt) + Xo cos (U + @)

z(0) ==z
Dobbiamo imporre le condinizioni iniziali per ottenere A e B: ( ) .O
2(0) = zo = vo

2L[9)
I—ﬁ Do LA Xelt] ] p(4)
>

>t

SHONZATA- F1o 4 ©

ay(t) = Xge
F(t) = FycosQt = R(Fpe"™) — mi + ri + kx = R(Foe"™) — { @, (t) = QX5 e
Fp(t) = —Q2 X et
Fo
(=2m +Qr + k)

— (=%m +1Qr + k)X e = Fpe't — X =

Devo razionalizzarla, poi calcoliamo modulo e fase:

F Q
0 e tan¢g = !

(k= mQ)? + (Qr)2 T = Tr(t) = RAGE™) = [X5] cos (2 + 9)

[ Xol =

11



Forzante periodica

Una funzione periodica ¢ per definizione: F(t) = F(t +T') e si pud espandere in serie di Fourier:

F(t) = Fo + Z [Af cos kQot + By sin kot
k=1

dove:

2 F 2 [*
Ay = —/ F(t) cos kQotdt; By = 7/ F(t) sin kQotdt
T Jo T Jo

Sistema vibrante con forzante periodica:

mi 4 ri+ kx = Fy + Z [Ag, cos kQot + By, sin kQot]
k=1

& un’equazione differenziale lineare, quindi & possibile applicare il principio di sovrapposizione degli

effetti.
o0 o0
Tp = Tp, + E Tpgy, + E :xpsk
k=1 k=1

mi’po + T‘I"po + kl’po = Fo

. . mIp, +rip,, +kxp,, = BysinQot
My, + rap,, + kxrp, = A1 cosQot Ped Pst Pst ! 0

. . ' My, +rip,, +kx,, = A,sinnfyt
miy., + rip., + kxp,, = A, cosnQot Psn Dsn Psn

Ciascuna equazione ¢ la soluzione di un sistema vibrante a 1 GdL eccitato da forzante armonica.

2.1.4 Risposta di un sistema a 1 GdL in condizioni di risonanza senza
smorazamento

Studiamo il sistema utilizzando la risposta in frequenza, che mostra cosa succede a regime ed utile
quando l'ampiezza dell’integrale particolare ¢ infinito (questo ¢ un comportamento asintotico). La
forzante ¢ periodica: F(t) = Fycos Qt

Fo

z(t) =xg +axp = C1coswt + Cy sinwt + ey cos Qi

Determino C e Cy con le condizioni iniziali e in risonanza w = , quindi k¥ — mQ? = 0.

Z(O) = 1.'0 - Cl = 9?0 - k—f}?,QQ -
{E(O) = X0 CQ = Zo

F i F
—x(t) = (:co — k‘—7’(7)7,Q2> coswt + (3)) sinwt + k—ir(:lm cos Ot

cos )t — cos wt)

- (&)

T
— z(t) = o coswt + 20 sinwt + st (
w

In risonanza % = 1, quindi studio I'ultimo termine:

. cos it — coswt . %(COS Ot — coswt) . —tsinQt wt .
lim — v = lim 5 = lim ——q = & sinwt
Q—w 1— (—) Q—w % (1 _ (Q) ) Q—w —QF 2

w w

Dunque:

j?o . wt .
x(t) = xo coswt + — sinwt + ?(55T sin wy
w

dove xg coswt + % sinwt é la risposta in moto libero anche se non ho messo smorzamento, ho una
risposta nel tempo finita, %55T sinw; & la risposta regime in risonanza quindi per ¢t — oo. La
risposta del sistema va a infinito, ma ci mette tempo infinito (proporzionale a t). L’ampiezza cresce
linearmente con t (posso eccitare il sistema in risonanza per un "po’" di tempo prima di arrivare ad
ampiezze pericolose).

12



2.1.5 Pendolo

>~ Mg =0 dove * indica che usiamo tutte le forze (inerzie comprese).
Quindi: m&L? + mgLsina = 0 e si ottiene: Lé + gsina = 0 che ¢ un’equazione differenziale non
lineare. Ma, se consideriamo le "piccole" oscillazioni sin o ~ «, in questo modo linearizzo ’equazione
di moto: L+ ga = 0 e si ottiene w = \/% , nel pendolo linearizzato la pulsazione non dipende dalla
massa, ma solo da g e L. Dunque il periodo T'= 2 ¢é vero che il pendolo é costante.

2m
a(t) = Acoswt + Bsinwt ¢ la soluzione armonica.

2.1.6 Sistema libero con smorzamento per attrito radente

L’attrito radente & 'interazione macroscopica tra superfici in moto relativo. Si genera un’azione
tangenziale alle superfici in moto proporzionale alla reazione normale (leggi di Coulomb sull’attrito)

4 5 | : '(d_‘L
] J ? T 7 %L
X |

" ifdaaane

i \\\4 ! ANAN 11‘14
Coso| suitead, %E

PR LTy o

Per le leggi di Coulomb: T = pN, dove N modulo reazione normale, p coefficiente attrito

dinamico e T modulo reazione tangenziale. Forma vettoriale: T = — sign(&)umgi
() x.‘l A(
\\
\\ L
N
\\ R
r'\ ‘\ V'V . W'i
LA VIES
l TTTTT T "
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Sistema libero con attrito radente (no smorzatore viscoso):

|
W

\'4 / % F
¢ N X =
T -

< ‘r 'l
i 23
A >N

\ E ]
[N 4“ . !
|
. ) |
x|+ kxs~ MV vh +lkix = I/V’ ;L I
. e i i 1

A seconda del verso di 4(t) ho I’equazione di moto che cambia.
— ma + pmgsign(s) + kz =0

Che é un equazione differenziale non lineare. Si pud procedere con la linearizzazione a "tratti"
studiando sign(z)

PSS

EiSE

1. m& 4+ kx = —puN +— forzante (costante nel tempo), equazione valida da quando sign(z) =1

z(t) = Ay coswt + Ay sinwt + <_MéV>

N
2. m& + kx = uN — z(t) = Az coswt + Ay sinwt + (ka)

Devo scegliere la soluzione a seconda di sign(z) e imporre le condizioni iniziali.
z(0) = o

. Devo usare la
#(0) =0

Considero un caso in cui esiste il moto, ad esempio se impongo: {

soluzione 2.

{x(O) =9 {Ag =1z — % x(t) = (xo - %) cos wt + %
(0)

=0 Ay =0 z(t) = —w (wo — %) sin wt
Soluzione valida solo per 0 <t < g
Quado t = %
(0= 2) = (r0— 8 cong + 20 = — (0 - %)
T (t— g) = —w (xo — %) sinwg =0

Diventano le nuove "condizioni iniziali" da imporre nell’equazione 1. quando sign(z) = 1.
Uso la soluzione 1.:

[0 o) oo ) foo (o)

iy (t= Ay =0

14



Soluzione valida per = <t < %”
ra (i = %) =0 - 2
io(t) (t=25) =0
Queste sono le nuove "condizioni iniziali" per 'equazione 2. quando sign(&) = —1.

x(1)

Xo

(@]

Posso esprimere la riduzione di ampiezza per ogni periodo come |z — xg| 0 |22 — z1| = %

Il moto continuera finché la forza elastica sard maggiore della forza d’attrito — fino a che la
riduzione dello spostamento iniziale non sara minore delle spostamento statico della forza d’attrito.

dove n é il numero di semiperiodi.

2.1.7 Sistema forzato con smorzamento dovuto ad attrito radente

Smorzamento equivalente: equipareremo la potenza persa/energia dissipata da un fenomeno dovuto
a smorzamento (non viscoso) all’energia dissipata in un periodo da uno smorzatore viscoso.
In uno smorzatore viscoso:

dt

Dove W ¢é 'energia. Sto considerando sistema lineare vibrante.

T 2
AW:/ r<dx> dt:/
0 dt 0

Dove AW l’energia dissipata in un periodo tra smorzatore viscoso sottoposto a moto armonico.
Se in parallelo allo smorzatore ¢’¢ una molla, non cambia nulla.

2
dWvarv2r<dx)
dt

2n

2 27
r (Z(x(t))) dt = / ra’w cos® wtd(wt) = ra’wr
0



F=—ri—kx+— z(t) = Xsinwt
27
F=—kXsinwt —rwX coswt AW:/ Fodt — -+ = rawr
0

2.1.8 Sistemi vibranti a 1 GdL con smorzamento per attrito radente

e Potenza dissipata per ciclo in uno smorzatore viscoso:

AW = nrwgz?

e Potenza dissipata per ciclo in presenza di attrito radente:

AW = huN
Displaced Displaced
to left (x < 0) to right (x > 0)
7 i 2—7 +x i
3 R1) = Fysinet |77 777 —:
m > | :
|
H | .
(a)
—> Fysin ot —> F, sin wt
kx <«—— mg kx <«——1 mg
; f——— mi ; C——mi
uN —»T T ~—— uN

N
(b)

Sistema forzato con forzante F'(t) = Fysin ¢
mz + kx £ uN = Fysin Qt

Il termine +£u N comporta la non linearita.
Soluzione del moto forzato — integrale particolare e a regime — suppongo che la potenza dissipata
per attrito viscoso sia la stessa (per ciclo) dissipata da uno smorzatore equivalente.

4uN

AW = AW — ﬂreqwx2 =4uNX — reg = ——
TwlN

|
¢

. Fy 2
xp(t) = Xsin (QU + p); X = =
\/(k - mQQ)Q + (Tqu)2 \/( _ &2)2 + (QCqu)Q

Coo = Teq _ 4uN ' 1 _ 2uN
e Te QX 2mw  7Qmw

2

7 _ 4,U,N)
X = S v X = o ﬁ

Joomre(my L0



Verifica che il numeratore sia maggiore di 0.

4uN\? Fy 4
1— (= 0, —% > =
() (WF()) “%UN T 7

L’equivalenza di dissipazione di potenza vale solo se la Fj é maggiore di % volte la forza di attrito
uN.

4uN
( = arctan ( reqt ) = arctan i};ﬁ = arctan ;}0
= 4 ) = - | = 7™
k — m$2 1- 2 L (4N
7|'F(]

UJ2
Se la (%) non & verificata — soluzione armonica dell’equazione lineare di moto.

2.2 Sistemi vibranti a 2-n GdL

Utilizzeremo un’approcio matriciale, lo mostreremo per 2 GdL. Per ragioni pratiche (otterremo
matrici 2 X 2), ma potremo estendere a n GdL, con matrici n x n.

) ~ | l "'l i T IK(" T / 1 \
e e
[ | [N | el | N
k - ' f I F(H’—L k‘ =T El(f'l l‘}‘ 1
NP e e ey
N A e Sl ¢ S L e Sl
NENRNRRREA SN RGARERNA e

Equlibri dinamici ("corpo libero" con tutte le forze agenti) = equilibrio in dierzione orizzontale
— per ogni massa.

BT T T T[T T (T rRL

e T Tt T T T e
0, S O L 2
A Tnlis) o B Taae

Sistema delle equazioni di moto del sistema con smorzamento e forzamento:

{’n’hi}l + (7’1 + ’/’2)1“1 — roZy + (kl + kg)l‘l — koxoy = Fl(t) (2 5)

mgii'g — Tthl + (7’2 + Tg).’tQ — k2(L’1 + (kg + ]{73)122 = Fg(t)
Daposso calcolare:
1. Frequenze proprie naturali del sisteam — uso sistema omogeneo non smorzato

2. Modi di vibrare —» sistema omogeneo e non smorzato

=5

} Matrice di massa

. k1 + ko —ko o
[K] = [ "k Ky + ks Matrice di rigidezza
[1 f] = [Tl T2 T2 ] Matrice di smorzamento

-T2 o+ T3

F = {?; Eg} Vettore delle forzanti

x(t) = z1(t) Vettore degli spostamenti
z2(t)
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La puo essere scritta come:
[M|X+ [R]x+ [K]x =F

Dal punto di vista formale il sistema di equazioni di moto é uguale all’equazione di moto del sistema
a 1 GdL. In notazione matriciale nulla cambia se le matrici o i vettori sono 2 x 2 + 2 x 1 oppure
nxn-<+nxl.

Osserviamo che le matrici [M], [R] e [K] sono simmetriche:

[M] = [M]* [R] = [R]" [K] = [K]*

1. Calcolo le frequenze proprie:

M1+ [KJx = 0 — {:z g 2.6

Ipotiziamo una soluzione armonica per il sistema
21(t) = X1 cos (wt + ¢) (2.7)
x2(t) = X3 cos (wt + ¢) (2.8)

Sostituisco [2.7]¢ 2.8 in
i1 = —w? X7 cos (wt + )

Fo = —w? X5 cos (Wt + )

((—k}zXl + ((—m2w2 + (k‘g + k‘3))X2) cos (wt + (,0) =0 Xy #0

X1, X, devono essere diverse da 0, altrimenti si ha la soluzione banale: il sistema non si muove.

{ ((=miw? + (k1 + k2)) X1 — ka2 X2) cos (wt + ) = 0 X1 #0

{(—m1w2 + (k1 + k2)) X1 — k2 X2 =0 (2.9)

—ko X1 + (—m2w2 + (kz + k'3))X2 =0

Sistema algebrico omogeneo 1 e in x5 perché possa avere una soluzione non banale bisogna
imporre che il determinante della matrice dei coefficienti sia nullo.

_ 2 _
det |: miws + (]i?l + k2) kQ )] -0

—ks —maow? + (kg + k3
(mlmg)w2 — ((kl + kg)mg + (/fz + ]€3)’ITL1)OJ2 + ((kl + kQ)(kQ + kg) - k%) =0

Equazione caratterstica — ordine 2m in w — per noi con 2 GdL. — ordine 4° in w

wfw% _ 1 ((/ﬁ + kQ)WTiL;FTn(ZkQ + kg)m1> -

2

F
2 mimso mi1mso

1 (((kl + ka)ma + (ks +k3)m1>2 » ((kl T ko) (ks + k) k§>>

Associati ad wy e wsy sono i rapporti tra X; e Xs il sistema non ha equazioni linearmente
indipendenti dato chea ho imposto det(2.9) = 0.
Se uso la prima equazione:

X2(1) - 7’”7,1&)% —+ (kl —+ kQ)

m = Xil) - ko
(2) . 2
_ X2 _ Tiw; + (kl + kg)
e = X(z) — k2
1
Se uso la seconda equazione:
x{M ko

" x® - —miwf + (b + ko)
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XY ko
X —mws + (kA k)

Con Xi(k)7 dove: ¢ ¢ 'indice relativo al grado di liberta e (k) & l'indice relativo alla frequenza
calcolata — anche al modo di vibrare.
La soluzione dell’equazione di moto:

2. Modi di vibrare:

i — X§1) cos (w1t + 1) 1° modo
! 771X£1) cos (w1t + 1)
X9 = Xl(g) Cos (th + 902)
772X{2) cos (wat + p2) 2° modo

Sono i modi di vibrare del sistema

Xil), X£2)’ 1, @2 sono determinati con le condizioni iniziali (28;: 2%8%)

2.2.1 Esempio

mi=mg=m may + 2kr1 — kxo =0
ki =ko=kz=k miy — kxy +2kxy =0
N e VT Tk 1T 1 14

Soluzione: z;(t) = z; cos (wt + @), i =1,2.
Deterinante matrice dei coefficienti:
—mw? -

_ 2 _
i Cmw? 4 Zk' — m2w* — 4kmw? + 3k? = 0 equazione caratteristica (2.10)

B

X2(1) —mwi + 2k

= = = =1
n XF) k —mw? + 2k
; X —med 2k k .
2 x® k —mws + 2k

Primo modo:

Xl(l) cos % + 1
xM (1) =
X(l) cos LA
2 m TPl
Secondo modo:
X{z) cos % + g
x?)(t) =
Xéz) cos % + @2

[k 3k
1‘1(t) = Xl(l) Ccos ( E + (p1> + X1(2) cos ( E + (,02)
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(a) First mode (b) Second mode

Primo modo: le masse si spostano in fase.
Secondo modo: le masse si spostano in controfase.

2.2.2 Passaggio in coordinate cartesiane

Le equazioni di moto in coordinate fisiche x1(t) e x2(t) sono accoppiate. Per la teoria dei sistemi
lineari posso introdurre una trasformazione di "coordinate" che rende il sistema disaccoppiato: le
nuove coordinate si chiamano coordinate "modali" o "principali".

Considero ’esempio precedente e definisco:

a(t) = X{V cos Vi + 901)
ga(t) = X{7 cos (/2 + 902)

Sono soluzioni di un sistema di equazioni differenziali.
. k
LI
Dt (2.11)
Go+ 5 q2=0
Ho ottentuo m equazioni a 1 GdL invece di un sistema di m equazioni.
t) =qi(t t
r1(t) = 1 (t) + q2(t) (2.12)
za(t) = qi(t) — (1)
Se uso la nella ottengo la La trasformazione inversa ¢é:

{m(t) = Lz (t) + 22(t)]
q(t) =

[21(2) — 22 ()]

N[ D=
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