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Esercizio 1. In un piano verticale, un disco omogeneo di massa 2m e raggio 2R ¢ incernierato ad
un punto fisso A appartenente al suo bordo e attorno al quale puo ruotare liberamente senza attrito.
Un punto materiale P di massa m e libero di scorrere senza
attrito sul bordo del disco ed e collegato al centro C di
quest’ultimo da un’asta C'P di massa trascurabile. Il punto
medio N dell’asta C'P ¢ collegato al punto medio M del rag-
gio AC del disco da una molla ideale di lunghezza a riposo
nulla e costante elastica k := 2%. L’inclinazione del raggio
AC rispetto alla direzione verticale e indicata dalla variabile
lagrangiana 9 € (—m, x|, mentre l'inclinazione dell’asta C'P
rispetto alla direzione orizzontale ¢ indicata dalla variabile la-

grangiana ¢ € (—, 7]. L'accelerazione di gravita ¢ g = —ge,.

Scrivere l’energia cinetica totale del sistema [3 punti].

T = 2mR? [@2 + 49 + 20 (cos @ sin ¥ — sin @ cos 19)}

Scrivere l'energia potenziale totale del sistema [4 punti]. Usando eventualmente le identita trigono-
metriche sin(d — ¢) = sin ¥ cos ¢ — cosV¥sin ¢ e cos(? — ) = sin ¥ sin p + cos U cos g, controllare poi
3cos ) — sin(¥ — @) sin(¥ — @) )

che la sua matrice Hessiana sia B = 2mgR ( sin(9 — ) ~sing — sin(d — ).

V =2mgR (sin p — 3 cos ) + cos psin ) — sin p cos )

Se esistono, determinare le configurazioni di equilibrio del sistema in cui I'asta C'P ha la medesima
direzione di e, e studiarne la stabilita [4 punti].

clz(ﬂlzo,wlzg), Co (192:O,g02:—5>, cs <193:7T,g03:g), Cy (194:7r,g04:—g>

sono tutte instabili.

Scrivere le accelerazioni lagrangiane U e ¢ nel moto incipiente, quando il sistema parte in quiete dalla
configurazione con ¥ =0 e ¢ = 0 [2 punti].

. lg .
[ ——a =0
1R @

Facoltativo: Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema in cui I'asta C'P non e parallela
a ¢, [2 punti].

1 1
Cs - <195 = arccos 5 Y5 = T — arcsin 6) , Co: (196 = arccos i T, g = — arcsin 6)



Esercizio 2. Per il seguente sistema di vettori applicati
v, = be, —e, +2e, applicato in P, = (1,-2,0)
v, = —2¢, te, applicato in P, = (3,—1,—1)

vy =e¢, +4e, —¢ applicato in P3 = (—1,0,1)

z

determinare risultante [1 punto] e momento risultante rispetto a O = (0,0,0) [2 punti]. Scrivere la
posizione rispetto a O del punto A appartenente all’asse centrale del sistema e al piano di equazione

—z= —2 [2 ti]
= neif.
T z 29 pu
19 27 17
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Esercizio 3.

Il sistema nella figura a destra e costituito da un’asta omogenea AB
verticale di massa m e da una lamina rettangolare omogenea BDFEF' di
massa 6m e lati BD = 3L e DE = 4L con il lato FB inclinato di z
rispetto alla direzione orizzontale, il vertice B in comune con l'asta e il

vertice F' posto alla medesima quota dell’estremo A dell’asta.

Sapendo che all’istante t = 0 il centro di istantanea rotazione della
lamina rettangolare e il vertice F' e che la velocita del punto E ¢
vp = vo(—e, + \/§§y) con vy > 0, determinare il vettore velocita an-
golare w della lamina [1 punto] e la velocita vy del punto B [2 punti],

usando la base (e, ¢, e, :==¢, Ne,).
2 4
w= §U—LO§Z- vp = —gvo(\@ggﬁ +e,)

Determinare le posizioni C®% — F' [1 punto] e C'*™na — F' [2 punti] rispetto al punto F dei centri
di massa di asta e lamina rispettivamente.

Ccesta _ po— (_2§x + \/§§y)L7 Clamina _F — (3\/§ — 4)§$ + (3 + 4\/§)§y

|

Scrivere i tensori d’inerzia I%5%™ e I'8™® rispetto al punto F' di asta e lamina rispettivamente, in-
dicando con precisione la base scelta, se diversa da quella data (e,,e,,e,) [2 punti ciascuno].
Determinare poi i momenti di inerzia 2% e ['amina dj asta e lamina rispetto alla retta s contenente

il lato EF della lamina [1 punto ciascuno].
I5% =mL? |de, @e, +4e, e, + 8¢, ®e, +2V3 (e, ®e, +e,® Qx)]
IEmine = 2 [32e; @ e, + 18e, ® ey + 50e, @ e, — 18 (e; ® ey + €, ® €3],
con ¢, = %(\/ggx +e,), €= %(—gm +V3e,), 8% = 7 [2, [Pmine — 391

Facoltativo: Supponendo che il sistema si trovi in un piano verticale con accelerazione di gravita
g = —ge,, che asta e lamina siano collegati da una cerniera in B, che in A ci sia un carrello
orizzontale e che in F' il sistema sia vincolato da una cerniera fissa, determinare la reazione vincolare
d, esercitata dal carrello in A [2 punti], sapendo che la configurazione descritta in figura e di

equilibrio.
V3
Q,= (4 - 97 Sy



SVOLGIMENTO

Esercizio 1. Come prima cosa scriviamo i vettori posizione (e le velocita) dei punti di interesse per
il calcolo delle energie potenziale e cinetica:

C—-—A=2R (sin e, — cos ﬁgy) = Vo= 2RI (cos ve, + sin ﬁgy) = vl = 4R2192,
P—-C=2R (cos e, + sin gogy) ,
P—A=(P—-C)+(C—A)=2R[(cosp+sind)e, + (sinp — cosV)e,]

= vp=2R [(—gbsingo +1900519> e, + <gbcos<p+198im9) Qyi|

= v} =4R? [gb2 + 92 + 290 (cos @ sin ¥ — sin g cos 19)} :

1
N-M= §(P —A) per similitudine dei triangoli ACP e MCN
= |IN = M|*=2R*(1 + cos psind — sin ¢ cos ¥) .
Energia cinetica. Scegliendo il punto fisso A del disco come punto di riferimento nella formula
dell’energia cinetica del disco stesso, riconoscendo che la velocita angolare ¢ w = Ve, e ricordando i

valori del momenti d’inerzia I95° = 22m(2R)? = 12mR* del disco rispetto ad A e alla direzione di
w:

; 1 . 1 . .
T = T4 4 7P = §Ijtszczoc_u2 + §my§3 = 2mR? |p? + 49? + 200 (cos psin ¥ — sin @ cos 19)] :

Energia potenziale. Scegliendo la quota del punto A come livello ad energia potenziale gravitazionale
nulla e trascurando le costanti:

. 1
V= Ve VI VY = 2mgye + mgyp + kN = M|
= —4dmgR cos ) + 2mgR (sin ¢ — cos V) + 2mgR (cos @ sin v — sin ¢ cos )
= 2mgR (sin ¢ — 3cos ) + cos psin ¥ — sin p cos ) .

Configurazione di equilibrio. Calcoliamo le derivate prime di V rispetto alle coordinate lagrangiane
e imponiamole pari a 0:

88_‘1; = 2mgR (3sinv + cos p cos V) + sin psin) = 0
ov : :
9 = 2mgR (cos p — sin psin — cos pcosd) =0

e risolviamo il sistema cosi ottenuto:

3siny + (cos p cos v + sin psiny) = 0 cos p = —3sind

cos p — (cospcost + singsind) = 0 sin? (3 — 3cos +sinp) =0
La seconda equazione e verificata quando sinv = 0 oppure 3 cos? = 3 + sin (: nel primo caso, dalla
prima equazione, anche cos ¢ = 0 e quindi tutte le possibili configurazioni di equilibrio con il raggio
AC verticale sono:

01:<191:0,g01:g), 02:(192:0,g02:—g>, 03:(193:7r,<p3:g>, c4:<194:7r,g04:—g>.

Nel secondo caso, invece, ricordando la formula fondamentale della trigonometria, il sistema diventa

3sinv = — cos
,('0 con sin®9 + cos® ¥ = 1;
3cos) =3 +sinp



elevando allora al quadrato le prime due equazioni, sommandole insieme e usando ancora la formula
fondamentale della trigonometria

, 1

9 = cos® ¢ + (3 + sin)? = 10 + 6sin ¢ e
_ ; 17
3cost =3 +sing = cost) = L7
3sint = —cos 18

con sind e cos g discordi

otteniamo le ulteriori configurazioni di equilibrio

9 17 1 9 17 1
Cs = arccos — = — arcsin — Ce : = arccos — — T = —arcsin — | .
5 5 18 ©5 6/ 6 6 18 )y P6 6

Stabilita. Per determinare il tipo di stabilita, calcoliamo la matrice Hessiana di V' e istanziamola per
le differenti configurazioni di equilibrio richieste, osservando (per velocizzare i conti) che

cos @ cos ¥ + sin psin ¥ = cos(V — ¢).

Allora
oV oV 3089 — sin(d ) (9 )
292 Ada cos¥ —sin(v — ¢ sin(d — ¢
0’V 0*V ) ) )
9900 07 sin(d — ¢) —siny —sin(d — ¢)
e quindi
4 -1 9 . . { .
By =2mgR 1 0 = det By = —(2mgR)* < 0 = autovalori discordi = ¢ instabile,
By =2mgR <? (1)) = det By = —(2ng)2 < 0 = autovalori discordi = ¢, instabile,
4 1 det By = 7(2mgR)* > 0 , . : .
Bs =2mgR = = autovalori negativi = c¢3 instabile,
1 =2 tr B3 = —6(2mgR) <0

By =2mgR <:? _21) = det By = —5(2mgR)? <0 = autovalori discordi = ¢4 instabile.

FEquaziont di moto. Scriviamo le equazioni di moto riutilizzando i calcoli sulle derivate di V' gia
effettuati, ricordando che L =T — V:

doL doL dr . .. . :

dop ~dos | 2Ry (10 esind — )| = 2Redcos(d — ) — g (Bsind +cos() — )
doL doL dpr, . .

Wop Aoy 2R& [@ + ¥sin(d — gp)} = —2Rpv cos(V¥ — @) — g (cosp — cos(V — p))

2R [419 + psin(? — @) + G0 — @) cos(V — go)] = 2Rp0 cos() — ) — g (3sin® + cos(V — @)
=
2R [gb + Jsin(0 — ) + I — @) cos() — gp)} = —2R¢1) cos(1) — ) — g (cos p — cos(1) — @)

1 + Gsin( — ) — ¢? cos(¥ — @) = —— I (3sin® + cos(d — )
~ R

.. : 1
@+ Isin(d — @) + 9% cos(V — p) = —5% (cos @ — cos(V — ¢))

Sostituendo le condizioni imposte dalla domanda 9 = 0, ¢ = 0 (quiete), ¥ = 0 e ¢ = 0, otteniamo

. 1
j=_-9

4R

=0



v, = be, — e, +2e, applicato in P, = (1,-2,0)
v, = —2¢, te, applicato in P, = (3,—1,—1)
vy =e¢,+4e, —¢e, applicato in P3 = (-1,0,1)

Esercizio 2.

Risultante. R = 4e, + 3¢, + 2e,.

Momento risultante rispetto a O.

Mo=(Pr—=0)Av; + (P2 —O) ANy + (P — O) Nwg
=—4de, —2¢,+9%, —e,—e,—2, —de,—4e, =3(-3¢,—¢, +e,)

Asse centrale. Dato che R2=164+9+4 =29 ¢ RAM, = 3(5e, — 10e,, + 5e,), il punto A ha vettore
posizione
RA M,

A — = —
122>

3
+ AR = o5(5¢, — 10¢, + 5e.) + Alde, + 3¢, + 2¢,).

2 1 19 27 17
Imponendo la condizione x — z = 20’ si ottiene A = 29 e quindi A = ( )
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Esercizio 3.
Cinematica. Indicando con w = we, la velocita angolare del sistema e applicando la prima formula
fondamentale della cinematica rigida:

3 3
vo(—e, +V3e,) =vp =vp+wA(E—F)=0+uwe, A §L(\/§§x +e,) = SLw(—e, + V3e,)
. 27}0 2U0

- Y731 ~3L%

IS

20 4
vp=vp+wA(B-F)=0+ gfez A2L(—e, + V3e,) = —gvo(\/ggx +e,)

Centri di massa. Dalla geometria della figura si ottiene immediatamente
ot _ | o— (—2@1 + \/§§y)L

Per la lamina, invece, indicando con ¢, := (v/3e, + e,) ed ey = 3(—e, + \/ggy):
amina 1
Qi — = = (3¢, +4ey) L = [(3\/5 —d)e, + (B+4V3)e, | =

Asta. La base (e,,e,e,) ¢ principale per il tensore centrale d’inerzia dell’asta e I'asta ¢ lunga 2V/3L:

1
L8 = 5m2V3LP (e, ®e, +e. ®e) =ml? (e, @ e, +e.®¢.).
Poinché il vettore posizione del centro di massa dell’asta rispetto a F' e

—2e, —l—\/_ey\/_L

C*% — F = (—2¢, +V3e,)L =
(—2¢ ey) N

applicando il Teorema di Huygens-Steiner si ottiene

—2e, + /3¢, o —2e, + /3¢,
VT VT
— mL? [ng ®e, +Te,®e, + 8¢, ®e, — (—2e, + V3e,) ® (—2¢, + ﬁgy)]

lz;jsta _ [as;:;ata + 7mL2 (

=mL’ [4§x®§x+4§y®§y+8§2®§z+2\/§(§x®§y+§y®§x)]



e il momento richiesto ¢
1
]Sasta =¢ .f;tagl = ZmLQ(\/ggw + gy) . {4\/59,3 + 4§y +2V3 (gw + \/ggy)]

- ;lmLQ 43V3+4+2V3 <\/§+ \/5)] — TmI?.

Lamina. Una base principale per il tensore centrale d’inerzia della lamina ¢ invece (e, €,, €, ):

~ 1
Imina (& EﬁmL2 (16e; ® e; + 9e, ® ey + 25e, R e,) .

Poinché il vettore posizione del centro di massa della lamina rispetto a F' ¢

3 dey 5
(Bes +des) L = 220,

Clamma _F =

N | —

applicando il Teorema di Huygens-Steiner si ottiene

) 5t
=mL*[32e, ®e, + 18, ® ey + 50e, @ e, — 18 (e; @ ey + ey D ey)] .

: : 25 3 4 3 4
llFamlna — llcagléﬂga + Z6mL2 (l_ € + €9 ® € + 22)

e il momento richiesto e

[0 = 32m L2,

Reazione vincolare. Per calcolare la reazione vincolare in A, imponiamo ’equilibrio dei momenti in
F delle forze esterne agenti sul sistema, scrivendo @, := ®,¢,:

0= (C** = F) A (—mge,) + (Clamina _ Y A (—6mge,) + (A — F) A ¢ae,
3
= (—2% + \/§§y> L A (—mge,) + (521 + 222) L A (—6mge,) —2Le, A P ae,
3
= (2 — 9% +6— 2<I>A) mgLe,
ottenendo



