ESERCIZI DI INERZIA
(TUTORATO DEL 01,/04/2020)

Negli esercizi che seguono, se non diversamente specificato, ciascun corpo ha massa totale M uniformemente distribuita.

Esercizio 1. Per 'ASTA OA di lunghezza a trova:

(1) il vettore posizione C' — O del centro di massa C

le) D A rispetto all’estremo O,
(2) una base principale d’inerzia relativa a C,
a/4 (3) il tensore centrale d’inerzia I,
t a { (4) i tensori d’inerzia Ip, I4, Ip.

Esercizio 2. Per il RETTANGOLO di lati a e b trova:
a/2
p—

y (1) il vettore posizione C' — O del centro di massa C
A rispetto all’estremo O,
P b (2) una base principale d’inerzia relativa a C,
b/2|
@)

(3) il tensore centrale d’inerzia I,
(4) i tensori d’inerzia Ip, I4, Ip.

Esercizio 3. Scrivi il tensore centrale d’inerzia di

Cc
—_———— -
7
. \% 1
I b 1
(i) un parallelepipedo rettangolo (ii) un cilindro
di lati a, b e ¢ di altezza h e raggio di base 7.

Esercizio 4. Trova il centro di massa e scrivi il tensore centrale d’inerzia delle seguenti figure, supponendo per ciascuna
di esse che la densita del materiale sia costante e pari a p.
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SOLUZIONI

In queste soluzioni, B = (e, ey, e,) con e, orizzontale e diretto verso destra, e,
verticale e diretto verso l'alto, e, = e, x e, uscente dal foglio.

Esercizio 1.

. . a N .
Per simmetria: C — O = —e, e B & principale per I¢,1p,14 e Ip.

2
Inoltre ’asta € un oggetto monodimensionale che si estende lungo la direzione z,
Poinché per P € C

la posizione rispetto a C' & descritta dal vettore P — C' = ze, + ye, + ze, con
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quindi p = m, dm = pdL = de elc., = Icgs + Ioyy-
a a

}ey:z:O7
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Di conseguenza I = Ema2 (ey ey, +e,®e,) = Emcﬁ I-e,R®ey)
Usando il Teorema di Huygens-Steiner:
Io=Ic+m|C-0PI-e,®e,) = (112+i) ma® (I — e, ® e;)
L 5
= zma I-e,®e,).

1
Analogamente I4 = gma2 (I-e; ®e,;), mentre

1 1
Ip=Ic+m|/C-DP?(I1-e,®e,)= (12—1—16>ma2(1—ez®em)

7
= —ma®(I—

IR e, Rey).

Esercizio 2.

b
Per simmetria: C' — O = gex + iey e B e principale per Io,I4 e Ip.
Inoltre il rettangolo € un oggetto bidimensionale che appartenete al piano zy,
%7 dm = pdA = mb dxdy e Ic., = Icwe + Icyy. Poinché per P € C

a
la posizione rispetto a C' & descritta dal vettore P — C' = ze, + ye, + ze, con
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quindi p =

vel-

DENSITA UNIFORME

in 1D

in 2D

in 3D
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pdL in 1D
pdA in 2D
pdV in 3D

dm =

CENTRO DI MASSA
fPeC (P—0)dm

m

C-0=

C € piani di riflessione per C

MOMENTI D’INEZIA
1020 = / (y* + 2°) dm
C
Ioyy = /(902 + 2%) dm
C
Io.. = /('TQ + y2) dm
C
IOzy = IOym = /'Ty dm
@
1022 = 1020 = / xzdm
c

IOyz = IOzy = / yde
c

BASE PRINCIPALE
D’INEZIA

E una base (e1,es,€3)
di autovettori per Ip
Io = loi1e1 ® e + lozex @ ez
+ Ipses ® es
Se il piano ortogonale a e

e passante per O
¢ di riflessione per C,

allora e e autovettore di Ip.




1 1
Di conseguenza I = ﬁmeex ® e, + Ema?ey ® ey + 5" (a? +b*)e.@e..
SISTEMI PIANI
Usando il Teorema di Huygens-Steiner: (CORPI 2D)

Is=Ic+m|C—-AP(I-e,®e,)

IOzz = IOxac + IOyy

1 1 1
= —mbe, ® e, + —maQey ey +—m (a + b2) e, e,

12 12 12
Lo
+ ma (e, e, +e,Re,)
1 1 1
= —mb’e, ® e, + —ma’e, ® e, + —m (4a* + b%) e. ® e.. TEOREMA DI
12 ) 3 X 12 X HUYGENS-STEINER
Anal te Ip = —mb? —ma? —m(a® +4b%) e. @ e,
HalogaIente Sn 3”2 548 €a 12”“‘26?’;82’6er (@ a)e e Io =1+ md% (I-ec ®ec)
mentre C — O = ez toeye e|C -0 = ot , da cui
2 dove C—0
1 _ _ _ —
€C®€C:m(c—0)®(0—0) dc = |C — 0|, ec c—o

4 a? ab ab b2
:a2+52 ez®em+zem®ey+iey®em+zey®ey

Io:Ic+m|C—O|2(I—eC®eC)

a® +b?

1 1 1
= —mb’e, ® e, + —ma’e, @ e, + —m(a’*+b°)e. ®e. + me; e, +e,Qe, +e, Re,)

12 12 12

a? ab ab b?
-m Ze¢®ew+zez®ey+16y®ew+Zey®ey

1 1 1 1 1
= gmeex ®Re, — Zmabex ® ey — Zmabey ® e, + gmaQey ® ey, + gm (a2 + bz) e, Re,.

Esercizio 3.

Nel parallelepipedo il centro di massa coincidente con il centro geometrico e B € una base principale per Io. Inoltre
m m

il parallelepipedo € un oggetto tridimensionale, quindi p = e dm = pdV = he dxdydz. Poinché per P € C la
abe abc

a a b b c c
posizione rispetto a C' ¢ descritta dal vettore P — C = ze, + ye, + ze, con = € [—f f}, Yy € {—2, 2} ez € [—f f]
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ICM:/(szrzz)dm:/y dm+/z dm = — A / / / y dxdyder—/ / / 2% dadydz
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Eac/_ ydy—l—bab/gz dzzb[g]g—&-c[:g}; Em(b +c)

1 1
Icy, = /(JL‘2 +2%)dm = —m (a® + ¢*) e Ic.,= /(902 +y*)dm = —m (a® +b%).
C 12 C 12

~—

m(a® +c?) e, ® e, + im(a +bt)e.®e..
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Di conseguenza I = —m (b* + %) e, @ e, + D

12 2"

Nel cilindro il centro di massa coincidente con il centro geometrico e B € una base principale per I. Inoltre il
m m

——, dm = pdV =

whr? P whr?

cilindriche: = = scosd, y = ssind e z = z e quindi per P € C la posizione rispetto a C' & descritta dal vettore

cilindro € un oggetto tridimensionale, quindi p = dxdydz. Passando alle coordinate



[ h h
P —C = scosve, + ssinvde, + ze, con s € [0,r], 0 € [0,27] e z € 33| Lo jacobiano &
or o0 0
ds 09 0z cost —ssind
J = |det 9y @ @ = |det | sin? scos? 0| =s, da cui dm = m sdsdidz.
Os 00 0z 0 01 Thr2
Os 0V 0z
Per simmetria cilindrica Iy, = Ioy. e quindi DERIVATA
DEL PRODOTTO
feas = 1oy, = /(y2 +2%) dm = / Y dm + / dm (f9) = f'g+ fg'
2m 2m
= / / / 53 cos® O dsdidz + / / / 522 dsdvdz INTEGRAZIONE
mhr? A mhr? s PER PARTI
2 = [ 'g + /
_m Th/ cos? 0 di) + T27r i fg f(fg>dacfifg ffg
mhr?2 4 ), whr2 2 R S , L )
, : [f9="rfg—[1tg
~omre 1 ’ fcost mh? 1 1 n2 1 002 4 2
) ( —sint cos )" +ﬁf1mr M *ﬁm(r + 1) % [ cos? = —sincos + [ sin®
o = —sincos+ [ 1— [ cos?
Ic,, = /(x2 + yz) dm = / s“dm = / / / s3 dsdidz da cui
c whr? B , 1
Cm T4h2 1 [ cos tzi(t—smtcost)
“aner g TR

Di conseguenza

1 1 1 1 1
Ic = Em (37’ + h2) e, Re,+ 12m (37’ + h2) ey®ey+ﬁmr2ez®ez = Em (3r + h2) I-e.®e.)+ 12mr 2e,®e,.

Esercizio 4.

Per tutti e tre gli esercizi, troviamo prima I con O centro di cerchio e circonferenza e poi utilizziamo il Teorema di
Huygens-Steiner per trovare I¢:

IoIc+md%(Ifec®ec) = IC:Iofmd%(Ifec(@ec).

7r 7r
(1) Qui A= §a2 em = 5 pa?. Inoltre le simmetrie assicurano che C' — O & parallelo a e, e che B ¢ principale sia per

Io sia per Ic. Passando alle coordinate polari = scosd e y = ssind con s € [0,a], ¥ € [0 7r] J =sedm = pJdsdd:

2 4
-0), = P— - =24 _ =
(C-0), p— /P eC( O)ydm = — / / ysdsdd = —; / / s%sind dsdv) = ( cos T+ cos0) = o—a

. 4
e quindi C — O = gaey.

Inoltre 1o, = Ioze + Loyy €

loz- Z/(I2+y2)dm=/32dm:p/ / 53 dsdi) = Eﬂa‘l
c C 0 0 4
IOyy:/(x2+32)dm=/$2dm=p/ / 53 cos? ¥ dsd) = Epa‘l
¢ ¢ o Jo 8

s

Iogz = 1022 — IOyy = 3

da cui Ip = %pa4 I+e.®e.).

97 8 97 8

8 8
Quindi I = gpa4 I+e.®e)——pa'(I—e,®e,) = <7T) pa4ex®e$+ﬁ 1 on

s 8
pa4ey®ey+ < — ) pa4ez®ez.



(#4)  Qui L =7ma e m = mpa. Inoltre le simmetrie assicurano che C'— O ¢ parallelo a e, e che B & principale sia per
Io sia per Io. Passando alla coordinata 9 € [0,7]: 2 = acos? e y = asin® con dm = pa d:

1 1 4 2
_ - P— = ==
(C—-0), p— P€C< 0), dm Wa/o ya dd —a

2
e quindi C — O = —aey.
T
Inoltre Iogr = 1oz — loyy €

IOZZ:/(m2+y2)dm:/a2dm:pa3/ dv = mpa®
c c 0

Ioyy :/(ﬂc2+22)dm:/x2dm:pa3/ cos? ¥ dv = zpa?’
c c 0 2

da cui Ip = gpaS I+e.,®e,).

4 4 4
Quindi I = gpa?’ I+e.®e,)— —pa®(I—e,®e,) = <72T - > pale, @ e, + gpa3ey ® ey + <7T — ) pale, ®e..
T T T
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(#4i)  Questa situazione & simile a quella in (4#i7), ma cambiano gli intervalli di integrazione per ¢ € [4, 4} . Inoltre

A="a2em= %paQ:

4

3m
4 [ [ 5. 4a?
(C-0), = /0 /1 5% sin ¥ dsdi) = 3o

ma?
42

e quindi C — O = gaey.

I momenti invece diventano

o i
IOzz = p/ / ’ 83 dsdd = gpa4
0o Jg

a p3%
IOyy:/(x2+Z2)dm:/l’2dm:p/ /4 53003219d5d19:£pa4
c c 0 Jz 16
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IOww = IOzz - IOyy =
da cui Ip = 17T—6pa4 I+e.,®e.).
Quindi

7r 8 4 T 4 m 8 4
paex®em+1—6paey®ey+ ———|pae,Re,.
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Ic = —pa* (I z z) T o= I =\
¢ =qgra Itewe)—gopal-e @e,) (16 o 8§ on



