Corsi di Laurea in Ingegneria Edile Architettura

Esame di Meccanica Razionale [500153]

UI§|I\|£,E\\R/?,LTA 13 settembre 2023
COGNOME: ESITO (teoria + esercizi):
NOME:

Esercizio 1. In un piano verticale, un disco omogeneo
di massa 2m e diametro OA di lunghezza 2R ¢ libero
di ruotare attorno ad O, fisso nel piano. Un’asta AP
di lunghezza 3R e massa trascurabile ¢ incernierata al
bordo del disco in A. In P & posto un punto materiale
di massa %m, che viene attratto da una molla ideale,
di costante elastica k := % e lunghezza a riposo nulla,
al punto @) di una guida orizzontale passante per O.
La molla e costretta ad essere sempre perpendicolare
alla guida, in modo che @ si trovi costantemente sulla

verticale per O.

L’angolo formato dalla direzione verticale e dal diametro OA del disco ¢ indicato dalla variabile
lagrangiana 9 € (—m, 7|, mentre ¢ € (—m, 7] rappresenta 1’angolo formato dalla direzione verticale e
dall’asta AP (come in figura). L’accelerazione di gravita ¢ g = —ge,. Si trascurino tutti gli attriti.

Scrivere 'energia cinetica totale del sistema [2 punti].

T = mR? [gﬁZ + Zgbz + 30¢(cos ¥ cos @ + sin 9 sin gp)}

Scrivere 'energia potenziale totale del sistema [2 punti], controllando che la matrice Hessiana del-
I’energia potenziale sia
4(sin219—cos219)—6cos19czosg0+3cos19 6 sin 1 sin ¢
B = ng . . .. 92 2 3
6 sin ¥ sin ¢ 9(sm © — cos @)—Gcosﬂcosgo—i-gcosgo

9 3
V =mgR (2c08219+5005290—1-600519008(,0—300819— §COS(,0>

Determinare le configurazioni di equilibrio del sistema quando sin¢ # 0 [4 punti].

2 2
€1 - (191 :0>€01=§7T>, Co: (192207S02=—§7r>

5 5
C3: 193:7r,g03:arccosg , C4: 194:7r,g04:—arccosg ‘

Calcolare gli autovalori A; e Ay dell’'Hessiana B rispetto alla matrice A associata all’energia cinetica
del sistema nella configurazione di equilibrio (9* = 7, ¢* = 0) e determinare il tipo di modi normali
associati a ciascuno di essi [2 punti].

—4+£V7g
)\12:—_7

modi entrambi iperbolici
9 9 R p



N
Esercizio 2. Il sistema nella figura a destra e costituito da @Qv < ¢
1. una lamina rettangolare omogenea AFF'G di massa 3m e lati v &
EF =2v3R e FG = 2R paralleli alle direzioni orizzontale e pd 3m R
verticale, rispettivamente; x o
€y Ay L]
2. una lamina rettangolare omogenea ABC'D identica alla pri- l_e, / oR
ma, disposta in modo che i segmenti AG e AB formino un 7 3m d
/

angolo di %; s/

3. un’asta omogenea BG di massa 6m.

Utilizzando la base B = (¢,, ¢, ¢, = ¢, A ¢,), scrivere il tensore centrale d’inerzia [ AEEG ¢ ] tensore

= _y7 =z
I4F7% in A della lamina AEFG [1 punto ciascuno].

TAEFG _ ) R2 (e, ®e, +3e,®¢, +4e, ®e,)
lg}EFG — mR? [42;;: ®e, + 12§y ®e, + 16e, ® e, + 3\/§(§x ®e, +e, €,)

Scrivere il momento d’inerzia IAEFC della lamina AEFG rispetto alla retta s contenente il segmento
AB [1 punto].

I;XEFG — ?mRQ

Scrivere analiticamente una base principale per il tensore centrale d’inerzia [4P¢P della lamina
ABCD [1 punto] e, utilizzando la medesima base, scrivere il tensore d’inerzia 145" calcolato in
A della lamina ABCD [1 punto].

1 1
B = (Ql = (e + V3e,), e, = 5(—\/5§x - Qy),éz)

1577 = mR? [421 ®e + 12, Qe + 166, @€, +3V3(e, O ey + 6, ® 21)}

Scrivere i momenti d’inerzia 14257 ngc b 21;5 P calcolati rispetto ad A della lamina ABC'D [1
punto ciascuno].

IABCD — ?mRQ’ IABCD — ;mR2, IABCG — —7\2/§mR2

Azz Ayy Azy

Scrivere i momenti d’inerzia 48P e [PY rispetto alla retta s della lamina ABCD e dell’asta BG,
rispettivamente [1 punto ciascuno].

I8P —4mR? I1PC = 18mR?



SVOLGIMENTO

Esercizio 1. Come prima cosa scriviamo i vettori posizione (e le velocita) dei punti di interesse per

il calcolo delle energie potenziale e cinetica, indicando con C' il centro di massa di del disco:
A — O = 2R(sinde, — cose,)
= 2Rd(cosde, + sin Je,) = vy = we, A (A~ O) = 2Rw(cos e, — sinde,)
= w=de, = w?=1?

C—-0 (A —0O) = R(sinde, — cosde,)

P — A = 3R(sin pe, — cos pe,)

P-0O=(P—-A)+(A-0)=R(2sind + 3sinp)e, — R(2cos? + 3cosp)e,

R[(20 cos ¥ + 3¢ cos )e, + (20 sin 1) 4 3¢ sin ©)e,]
= R?[(20 cos ¥ + 3¢ cos )2 + (20 sind) + 3¢ sin ¢)?]
= R2[40? + 9¢? + 120¢(cos V) cos @ + sin ¥ sin )]
|P - Q> =y3 = [-R(2cosV + 3 cos p)]* = R*(4cos® ¥ + 9 cos® ¢ + 12 cos ¥ cos ).

Energia cinetica. Indicato con e il versore parallelo al diametro OA, il tensore d’inerzia del disco
calcolato in O risulta

. . 1
Ifso = [0y omR* (1 —e®e) = Z2m5’2(l +e,®e,)+2mR*(1—e®e),

e quindi il momento del disco in O rispetto alla retta parallela a w e
disco 1 2 2 2
1557 = 212mR +2mR° = 3mR".

L’energia cinetica totale del sistema risulta quindi

: 1 giscosa 11
T:TdSCO+TP: 51(%?;;192"1’557”2?3
3

o1 . :
= §mR2192 + ZmR2 [497 + 9% + 120¢(cos ¥ cos ¢ + sin ¥ sin )]

O - 9 .
= mR? 5192 + Zgb2 + 3¥¢(cos ¥ cos @ + sin ¥ sin @) | .

Energia potenziale. Scegliendo la quota del punto O come livello ad energia potenziale gravitazionale
nulla ed eliminando le costanti:

. 1 1
V =V 4 VE L V9 = 2mgyo + 5maye + k1P — Q]

1 1
= —2mgR cos ) — §ng(2 cos + 3cos ) + 5%}22(4 cos® ¥ + 9 cos® ¢ + 12 cos ¥ cos )

9 3
=mgR (2008219+§COSQ<p+6cosﬁcosgp—3cosﬁ— §cosgp> )

Controlliamo che 'energia potenziale trovata abbia I’Hessiana suggerita nel testo:

ov

i mgR (—4 cos¥sint — 6sinv cos p + 3sind) ,
ov 3

% =mgR (—QCosgosingp— 6 cos ¥ sin ¢ + ésingp)



2
(27‘; =mgR (4sin219—4cos219—GCosﬁcosgo—l—Bcosﬁ),
0?V
9007 = 6mgR sin Y sin @,
0?V 3
— =mgR (981n2g0—9COS2<,0—6(ZOSI9COS§0—|- —Cosga) ,
0p? 2
da cui
4(sin219—008219)—6cosﬁcosg0+3cos19 6 sin 9 sin ¢
B =mgR

6 sin 9 sin 9 (sin? ¢ — cos? @) — 6cos ) cos p + 2 cos
¥ 2

Configurazioni di equilibrio. Per calcolare le configurazioni di equilibrio richiest imponiamo pari a 0
le derivate prime di V rispetto alle coordinate lagrangiane, raccogliendo sin e sin ¢ dove possibile,
ma evitando lo studio del caso sin ¢ = 0:

sin(3 —4cosv — 6cosp) =0,

1
3sin (5 —3008(,0—200579) =0

Quando sin ¢ # 0, la seconda equazione e verificata se 2 cos 943 cos p = %, cioe per 4 cos ¥+6 cos ¢ =
1. Sostituendo quest’ultima uguaglianza nella prima equazione otteniamo 2 sin v = 0, che & verificata
solo per ¥ = 0 o per ¥ = 7. Tali valori trasformano il sistema in

¥ =0, ¥ =m,
1

1 1 oppure
5—3008@—220 = cosp =—3

5
2—3cosgo+2:0 = COSQOZE

dando quindi origine alle quattro configurazioni di equilibrio

2 2
€1 (191 :07901 = gﬂ-)7 Co . (192:07902:_577')

5 5
c3 193:7T,g03:arccosé , C4 194:7r,gp4:—arccosé .

Modi normali. La matrice A delle derivate seconde di T rispetto a ¥ e ¢ &

B 2 5 3(cos v cos p + sin ¥ sin )
A=mR (3(COS Y cos ¢ + sin v sin ) 2 '
Imponendo det(B — AA) = 0 nella configurazione di equilibrio (J* = 7, p* = 0) abbiamo allora
—Z — 5\ —3A g 3g 9 2 _ 279 g 39
= R =(Z —ZL 4 - — = 1220 4+ — L
0 det( ) —%%—%A) <R+5)\>(2R+2/\) 0N = SN+ 1207+ S

da cui
—12+/144-81g —-124+V63g —1243V7g —4£7g

27 R 21 R 21 R 9 R
Essendo entrambi gli autovalori negativi, entrambi i modi normali sono iperbolici, in accordo col
fatto che la configurazione data risulta essere un massimo dell’energia potenziale (come si evince
dallo studio della sua matrice B associata).

Ao =




Esercizio 2.
[AEFG

Lamina AEFG. La base B data e principale per il tensore centrale d’inerzia I , che risulta

1
I4PPG — = 3m {(23)2% @ e, + (2V3R)%, @ ¢, + [(23)2 + (2\/53)2} e, ® gz}

Chiamando K il centro di massa di AEFG, utilizziamo il Teorema di Huygens-Steiner per calcolare
lﬁEFG:

IAPFG = [P L 3m (K — AL — (K — A) @ (K — A)]
= I*EFC 1 3m [1’%2(\/32D —¢,)’1— R(V3e, —¢,) ® R(V3e, — Qy)]
—mR* e, ® e, + 3¢, ® ¢, + 4e, @ e, + 3(V3e, — ¢,)L - 3(V3e, — ¢,) ® (v3e, — ﬁy)]

ZmWQﬁwﬁﬂg®%+@ﬁ%ﬁﬁm—%ﬁwfﬂg®%+%@%®%+%®gﬂ

=mR? |4e, @ e, + 12¢, ®e, + 16e, ® e, + 3vV3(e, ®e, +e, ®§x)] .
La retta s passa per A ed e parallela al versore e, := %(e +/3e ,)- Il momento cercato ¢ allora

IMFFC — ¢ [P G, = mB? [Afe, - €)% +12(e, - ) + 6V3(e, - ))(e, - €1)]

1 2
= mR? (44+12 +6\/_—£) = mR> (1+9+§> :§m1%2.

Lamina ABCD. Una base principale per la lamina ABC'D ha i primi due versori paralleli ai lati
della lamina, quindi (ad esempio)

1 1
B = (21 = 5le, +V3e,). = 5 (—V3e, +§y),§z) :

Essendo le due lamine semplicemente ruotate una rispetto all’altra, il tensore [ ﬁB “D ha i medesimi

momenti di [ ﬁEF @ ma rispetto alla base B, quindi:

IABCD — mR? [421 ®e; + 12, ® ey + 16e, @ e, +3V3(e; @ ey + €5 ® 21)} -

Per la medesima ragione
29
]ABCD IAEFG mRQ,

Axx 2
mentre - 5
I45CP = [R50 — [45CP = 16mR® — 5 MR = gmR’
e
Iigy ¢ = e L1 Pe, = mR* [4le, - e1)(e, - &) +12(e, - €2) (e, - €3)

+3\/§(§w -e)(e, - e9) + 3\/§(§x -ey)(e, - €1)
=mR ( \/_—12£ 3\/§——3f ) %ﬁmm

Asta BG. Per simmetria, il momento di BG rispetto a s € pari a quello rispetto alla retta orizzontale
passante per G, cioe e,-I5%, , in cui scriviamo 15 utilizzando la sua direzione principale ¢ 1 (G—B):

1 3
I8¢ = ¢ - 15C%, =e, - §6m(2\/§R)2 (e®ete, ®e,)e, =24mR%(e, -e)* = 24mR‘ZZ = 18mR>.

Il momento rispettoad s della lamina ABC'D, invece, si legge immediatamente dal tensore [ ‘23 D od

& JABCD — 4mR?



