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Esercizio 1. In un piano verticale, un’asta omogenea AB
di massa m e lunghezza 2R ¢ libera di ruotare senza attrito
attorno ad una cerniera fissa posta nel suo estremo A. Un
punto materiale P di massa 2m e libero di scorrere senza at-
trito lungo 'asta AB ed ¢ attratto verso il punto fisso O da
una molla ideale di costante elastica k := % e lunghezza a
riposo nulla, dove O — A := R(e, + ¢,), come rappresentato
in figura. La distanza tra A e P ¢ indicata dalla variabile
lagrangiana = € (0,2R), mentre I'angolo ¥ € (—m, 7| rappre-
senta l'inclinazione dell’asta AB rispetto alla direzione verti-
cale. L’accelerazione di gravita e g = —ge

"
Scrivere 'energia potenziale totale del sistema [3 punti].
mg

V= ﬁxQ — mgz(sind + cos ) — mgR cos v

Scrivere 'energia cinetica totale del sistema [2 punti].

.9 .
T = mi® + ma*9® + ngQﬂQ
Determinare le configurazioni di equilibrio ammissibili e non di confine del sistema e indicarne il tipo

di stabilita [4 punti].
1
(x = +2\/§R, U= %) stabile

In ciascuna configurazione di equilibrio ammissibile e non di confine determinare la forza @, esercitata
dall’asta AB sul punto P [2 punti].

b= (o) e+ (V5-1) )

Scrivere le accelerazioni lagrangiane 2 e ¥ nel moto incipiente, quando il sistema parte in quiete dalla

configurazione con z = R e ¥ = g [2 punti].



Esercizio 2. Per il seguente sistema di vettori applicati
v, =3¢, — €, applicato in P, = (2, —3,0)

vy = —2e, + 3e, applicato in P, = (—1,1,2)

vy = —¢, +4e, +2¢, applicato in 5 = (0, -2,3)

determinare risultante [1 punto] e momento risultante rispetto a O = (0,0,0) [2 punti]. Scrivere
poi le coordinate del punto A appartenente all’asse centrale e alla superficie di equazione z = 2% — xy
[2 punti].

19 13
E:2(§x+gy+2gz), M, = —6e, +2¢, + 9e,, A= <_1’_E’_E)

Esercizio 3. La figura a destra rappresenta un corpo rigido costitu-
ito da un disco forato di massa 2m, una lamina quadrata omogenea
di massa m e lato BD = 3v/2R inclinato di 7 rispetto all’orizzontale
e da un’asta omogenea verticale DFE di massa m. Il disco forato e
stato ottenuto da un disco omogeneo di centro O e diametro verti-
cale AB = 4R, a cui sono stati rimossi i due dischi di diametri AO
e OB rispettivamente. L’estremo F dell’asta ¢ posto alla medesima
quota del punto A del disco forato.

Sapendo che all’istante ¢ = 0 il modulo della velocita del punto
B ¢ |lugll = 6v/2vy > 0 e che il sistema sta ruotando in senso
orario attorno al suo centro di istantanea rotazione D, determinare,
all’istante ¢t = 0, la velocita angolare w [1 punto] e la velocita v 4
del punto A [2 punti].

v
w = —QEOQW vy = vo(—14e, + 6be,)
Utilizzando la base (e,, €€, =€, N gy), scrivere i tre tensori d’inerzia rispetto al punto B del disco

forato, del quadrato e dell’asta, rispettivamente [3 punti ciascuno].

) 19 7
lcjlglscoforato = mR? <7§x ®Re, + §§y ®§y + 13e, ®§Z)
uadrato 21 3

13 3 3 40
I%™ = mR? (EQ ®e, + 56, 0e, + §§y ®e, + 9, ¢, + EQZ ®§Z)



SVOLGIMENTO

Esercizio 1. Come prima cosa scriviamo i vettori posizione (e le velocita) dei punti di interesse per
il calcolo delle energie potenziale e cinetica:

B—A=2R (sin e, — cos 19§y) ,
P—-—A=zx (sin Ve, — cos ﬁgy)

y
P-O=(P-A)+(A-0)=(P—-A)—-R(e, +¢,) = (vsind — R)e, — (xcosV + R) e,
= ||P - Ol =2°+ R* + 2Rz (cos ¥ — sind) .

= QP:(x‘sinﬁ+:m9(josz9>§x—(x'cosﬁ—mésinﬁ)g = Q?}:iﬁ2+x2ﬁ2’

Energia potenziale. Scegliendo la quota del punto A come livello ad energia potenziale gravitazionale
nulla ed eliminando le costanti dell’energia potenziale elastica:

1 1mg
V=V + VAP + V" = 2mgyp + mgsys + §FHP - 0|’
= —2mgx cos ) — mgR cosV + legxg + mgzx (cos ¥ — sin )
= ?—}‘ZmZ — mgz (sind + cos ) — mgR cos V.

Energia cinetica. Scegliendo A (fisso) come punto di riferimento nella formula dell’energia cinetica
dell’asta AB, riconoscendo che la velocita angolare ¢ w = e, e ricordando il valore del momento

d’inerzia I45, = $m(2R)? dell’asta rispetto ad A e alla direzione di w:

1 1 2 :
T=T"+T48 = §2my§) - 512‘52@2 = mi® + ma*V® + ngW.

Configurazione di equilibrio ammissibili e non di confine. Calcoliamo le derivate prime di V' rispetto
alle coordinate lagrangiane e imponiamole pari a 0:

a—V:@x—mg(Sinﬁ—l—COSﬁ):O = r = R(sinv + cos 9)
ox R
ov

8—19:—mgx(cosﬁ—sinﬁ)—i—ngsin??:O = z (sind — cos ) + Rsind = 0.
Sostituendo la prima equazione alla seconda:

R (sin?d + cos ¥) (sind — cos) + Rsind =0 = sin? ¥ — cos® ¥ +sin = 0
e riscrivendo cos? ) come 1 — sin? 4 si ottiene 'equazione di secondo grado in sin ¥

2sin?Y +sind — 1 =0

che ha come soluzioni

~1£VI+8 —1+3
y -

Sin 4 ’

cioe

r = R(sinv + cos V)
1
sinv = 3 oppure sind = —1.

Ecco allora che le possibili configurazioni di equilibrio risultano essere:

1 1—
Cr: (331: +\/§Rﬂ91=z>, C . <$2= \/§R7”§2:5—W>7 €3 - (xS:—RﬁB:_z)a

2 6 2 6



ma |'unica ammissibile e non di confine con (come suggerito dal testo) = € (0,2R) ¢ ¢;.
Stabilita. Per determinare il tipo di stabilita di ¢, calcoliamo la matrice Hessiana di V e istanziamola
per x =1 = —1+2‘/§R ed:=1; = f:

o*vV. PV X
o2 9 7 iny — cos
B,=B| = | 02 0x0Y — myg R sin ) — cos
“ 92V 9V
0r00 002 . sind — cos?Y  z (sind + cosv) + Rcos? )
1 1-v3
R 2

=3 (14+V3)R

Poiché det B; = %\/g > 0 e tr By > 0, entrambi gli autovalori di B; sono positivi e quindi ¢; € una
configurazione di minimo relativo isolato di V| cosa che la caratterizza come una configurazione di
equilibrio stabile (per il Teorema di Dirichlet-Lagrange).

Reazione vincolare in P. Per calcolare la firza esercitata dall’asta AB su P in ¢; isoliamo il punto P
e scriviamo 1’equilibrio delle forze agenti su esso:

0=90,+F+F,
mg

= Pp = —E5 — I, = —(-2mg)e, — f(O - P)
1
:2mg§y+% ( +4\/§R—R> €, — <3+4\/§R+R) €y
3—3 1—+3
g (B e 1 ) 8 (3 )+ (3 1) )

Equazioni di moto. Scriviamo le equazioni di moto riutilizzando i calcoli sulle derivate di V' gia
effettuati, ricordando che L =T — V:

doL doL d N 42 mg .
T35 — 5 _ % (2mi) = 2mav” — [ 7 x—mg(smﬁ—i—cosﬁ)]
d .4 .
%Z—g = %g_f; T (2ma:219 + §mR219> = — [-mgx (cos ¥ — sin ) + mgR sin I
omi = 2ma? — "L mg (sinv — cos ¥)
N R

. . 4 ;
dmaid + 2mad + ngzﬁ = mgz (cos — sin}) — mgRsin .
Sostituendo le condizioni imposte dalla domanda = = 0, 9=0 (quiete), z = R e = g, otteniamo

2mx = —mg + mg =0

.4 . = - 39
25 2 P25 __°9
2mR™Y + SmR ) 2mgR TR



Esercizio 2.
Risultante.

Momento risultante rispetto a O.

Mo=(P1—0)xv+ (P —0) xv,+ (P —0) xuy
=2e,+9,+3e, +2, +3¢,+3¢,+4e, —2,—4e, — 3¢, —12¢, = —06¢e, +2¢, + e,

Z —T

Coordinate del punto A (rispetto a O). Trovandosi sull’asse centrale del sistema, il punto A ha
posizione rispetto al punto O data dalla formula

_EXMO

A-0="0

+ AR, per un certo A € R.

Calcoliamo quindi

R? =2%(12 + 1% + 2%) = 24,

R x My =2(2e, — 9, + 6e, +9e, — 12¢, — 4e,) = 2 (be, — 21e, + 8e,) ,

Y

ottenedo cosl

r 5
— = 49\
T A 12+
X 21
A-0= (5e, —2le, +8¢,) +2M(e, +¢,+2e.) = (ya= T T2
8
— 2 44N
(AT

Per ottenere A\ imponiamo 'apparteneza di A alla superficie data:

— 22 _ = - SHAA= (S 20 | S +2A+ 5 =20 ) =+ A
24 =Ty —Taya = Ta(Ta —Ya) = o T PR 723

1
da cui \ = —é. Sostituendo:

(., .5 17
AT 19 12
21 17 19 13
_ == _ -7 A= -1 —
AT T T 1 < "6 6 )
417
Z _— — —
(Y76 6



Esercizio 3.

Velocita angolare. La rotazione in senso orario ci da l-informazione w = —we, con w > 0, mentre il
fatto che D sia il centro di istantanea rotazione del sistema assicura v, = 0. Applicando la prima
formula fondamentale della cinematica rigida:

vp=vp+wx (B—D)=-we, x3R(—e, —¢,) = 3Rw(—e, +e¢,)
Utilizzando I'informazione sulla norma di v otteniamo la velocit‘a angolare:
6V2u0 = ||lupll =3V2Rw = w= 2% = w=-2—¢,.
Velocita del punto A. Ancora grazie alla prima formula fondamentale della cinematica rigida:

vy =vp+wx (A—B)=06u(-e¢, +e,)— 2U—R0gz X (—4Re,) = vo(—14e, + 6e,).
Disco forato. Tl disco forato ¢ costituito da un disco di area w(2R)? a cui sono stati tolti due dischi
di area mR? ciascuno. L’area del disco forato ¢ quindi 27 R?, mentre la sua densitd di massa risulta
essere p = —7: il disco di partenza ha quindi massa 4m, mentre ciascun disco asportato ha massa
m. Per calcolare il tensore richiesto, sottraiamo al tensore d’inerzia in B del disco di partenza i due
tensori in B dei dischi asportati, ricordando che il tensore d’inerzia rispetto a B di un disco di massa

M, raggio r, centro di massa C' e disposto nel piano xy &

y 1 = e
l%lwo:ZM?”2<1+§Z®Q'Z)+MHC_BH2 (]l C ¢ )

- &

|IC =Bl ~|IC— B
Otteniamo allora
l%iscoforato — 4mR2 (:ﬂ_ + [ X QZ) + 16mR2 (]l - Qy ® §y)

1
- {ZWRQ (I+e ®e)+mR (1 —e,® Qy)]

1
- {me? (I+e ®@e,)+9ImR* (1 —¢,® Qy)}

7 19 7
- §mR2 (1+e. ®e,)+6mR* (1 —¢,®¢,) =mR? (7236 Re, +5¢,0¢, +13¢, ®§z>

Quadrato. 11 tensore d’inerzia rispetto a B di un quadrato di massa M, lato L, centro di massa C' e
disposto nel piano zy e

1 C-B C-B
I = M @4 e @ e + M - B (1 )

— &
|IC = B[ ~||C- B
Nel nostro caso:

wadrato 18 21 3
Jaadrate EmL2 L+e ®e,)+9IMR*>(1 —¢,®e,) =mR? <3gx®gz+ 2&®e+ 12gz®gz) .



Asta. 11 tensore d’inerzia rispetto a B di un’asta di massa M, lunghezza L, centro di massa C' e
parallela a e, e

asta 1 C_B C_B
I5" = ML (1 —e,®¢,) + M||C - B|” (31 )

— ®
IC =Bl ¢~ B
1

:EMLQ (1—¢,®¢,)+M[|C—-B|*1 —(C-B)®(C—B)].

Nel nostro caso I'asta € lunga 7R e

1 1
3 3 1
(C-B)®(C—-B)=R? (9§x®§x—§§x®gy—§gy®gx+1gy®gy).

Sostituendo e svolgendo i conti:

. 13 3 3 40
lagta = mR* <§gw ®e, + §§x®gy + §§y®§$ +9¢, ®e, + EQZ ®gz) .



