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Meccanica Razionale

1 Calcolo Vettoriale

1.1 Vettori e operazioni

u P
Q/
5
0 2] ";
— —
u=P—Q, u=rgp, u=QP, u=P—-0, u=rp, u=O0OP
modulo lul, u, |QP|, versore u:|u|l =1

Vettori liberi VS Vettori applicati
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(a < (0)

au / 11 au

commutativa u-+v=v+u
associatva u+tv+z=(u+v)+z=u+(v+ 2)
el. neutro u+0=0+u=1u

Va € R au: |au| = |a| |u| = |a|u, equiverso se a > (

vettoreopposto —u=—-1lu: u—u=0 vettore differenza w — v =u+ (—v)

versu = u/u, U = uversuy
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Esempio 1. Si determini il vettore F = F; + F, sapendo che F,

10N,y =7/4e py,=m7/3

e Modulo=Teorema di Carnot

F:\/F12+F22—2F1Fgcoscv a=7—@,=21/3

e Direzione=Teorema del seni

F FQ F F2 . F2 .
: = = — - = — <= s = —sin«
sina  sin sina  sin F

15N, Fy

4
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TR = TA T+ U, U =7Tp—Ta, B=A+u

abu =a(bu), (a+bu=au+bu, a(u+v)=au+av

(S, +, -) spazio vettoriale su R
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1.2 Componente di un vettore secondo una retta orientata

_u / UT “\“\ Ll

=0 g=mn
Pe r).
u,=u u >0 u,= 0 u <0 u = -u
Uy = U COS P, @ € 10, 7]
. B B
A/ \A
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(a >0)

au

(au), = au,

sea >0 (au), = |au|cosp = aucosp = au,
sea <0 (au), = |au|cos(m — )= —aucos(m — @) = aucosy = au,
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S={u;,i=1,...n}: U =r1—7To ., U, =Ty — Ty 1

n
risultante R:u1+...+un:Zu¢: r, — T0
1=1

P1:P0—|—’U,1,...,Pn:Pn_1—|—’U,n:>R:Pn—PO

se Fh=0= R =1, se [, =FP,— R =0,
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S

n
Essendo (’U,Z>r = T; — Tj—1 — Z (’U,Z)T, =T, — X
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U=7Tp=1T7T1+To+ T3, T, = ;€
w=x; 1=1,2,3 U =1T1€e; + r9ey + r3€3

componenti cartesiane di u : T1 = Uy, Ty = U, T3 = U3
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11
Le componenti cartesiane di un vettore lo individuano univocamente

U = Uje; + usey + uses

(u1—01)61+(u2—U2)62—|—<U3—U3)63:O<:>
vie] + U2€9 + v3es

U =7V <— (ul—vl):O,<UQ—”U2>:O,(U3—’03):O<:>
Uy = U1, Uy = V2, U3 = V3

v

U = uje; + usey + uzes, u:\/u%+u§+u§

. - ) U1 U9 Uus
coseni direttori

u;
versu = —e; + —ey + —es, cosq; =—, 1=1,2,3
U U U U
3 3
2 ui\? 1 2
gcosozz-—g — :_quz'_l
Z:l 7,:1
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1.3 Prodotto scalare, vettoriale e misto

u-v=uvcosp, ¢ €0,
(1y = u cos @, Uy = VCOS(P) = U+ V = UV = VUl
Uy = U+ T, u-u=u, u-v=0<«<= (u L v) oppure (u=0V v=0)

u-u >0, u-u=0<= u=0,

12
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n m

m
(’U,1“|—’U,2>"U:’U,1"U—|—’U,2"U, ZCLZ"U,Z' . ij’l)j :ZZaibjui-vj
, o1

i=1 j=1

e - e; =20 = 1, 1= U = uje; + ugey + uses
C K 0, i#J UV = vie1 + v9ey + v3es

(u161 + U9 €9y + Ugeg) . (v161 + V9 €9 + 0363) = Uuye - (U161 + V9 €9 + 0363)
+U9 €9 - <?)161 + U9 ey + ’0363> + uges - (U161 + U9ey + ’0363)
— U1V1 + U9V9 + U3ZV3

U -V = UV1 + UV9 + U303

u-v=0 Vo< u=20
u-v=0 Vo< u-¢=0, Vi=1273

u-v=1u-(vie;+v9es+v3€3) =viU- € + Vou- e+ vzu-e3 =0
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g s

Una terna di assi orientati (ortogonale o non) Oryrers € levogira se per sovrapporre
I'asse r; all'asse r, descrivendo un angolo ¢ < 7 e necessaria una rotazione levogira
(antioraria) attorno all’asse 3.

lu X v| = uvsinp
u X v : direzione normale al piano individuato da u e v
verso: (u,v,u X v) levogira
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vXU=—uXv, uxXxv=0<=u| v
(au) X v=a(u X v)=uX (av), a€R
n n m

m
<U1 + UQ) XUV=U XU+ U X, E a;u; | X E bj’l]j = E E CLZ'bj’U,Z' X Uy
j=1

i=1 i=1 j=1

: e, xe =0 1=123
(e1, e, e3) levogira
€1 X €y = eg, € X e3 = €y, eé3 X e = €9
u X v = (ugU3z — u3vz) €1 — (w3 — u3vy) ez + (u1v — ugv) €3
Uo U3 U1 U3 Uy U2
Vo Vs vr V2

U = Uje; + usey + uses
V = vi€e] + V2ey + Uses U X V=

U1 U3
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1, 5h perm. pari
gijn =1 —1, 4jh perm. dispari (u X v), Zazjhu]vh
0, almeno due indici uguali

prodotto misto  (u X v)-w = |u X v| wyx, = Fvolume del parallel. di spigoli u, v, w

propr.ciclica uXv- w=vXw-u=wX U-v
u X v - w = (0 <= almeno uno e nullo oppure sono complanari
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U = uje; + use + uses uXv-w=(uxv)w +(uxv),w+(uxv)ws

up Uy uUg

UV = vie; + V9ey + vV3e3
UXUV-WwW=| 7TV V2 Vs

W = wie1 + woees + Wsyes
w; w2 wWs

U XY W= E E EijhU;Up | W
’ J,h
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1 Calcolo Vettoriale

1.1 Momento polare

n _— -
- . J‘
X/f,,f’f (P u) I =
vettore applicato (P, u)

e P punto di applicazione

e r retta di applicazione

(Pu)=(Qv) <= P=0Q, u=uv
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Momento del vettore applicato (P, u) rispetto al polo T [risp. O]
Mp=(P-T)Xxu=(rp—1rp) Xu risp. Mp=(P—-0)xu=rpxul (1)

Il vettore (libero) M r ha
e modulo pari all'area del parallelogramma dei due vettori (P — T') e u che coincide
con ub, dove b (braccio) e la distanza di T’ dalla retta di applicazione di u

e direzione normale al piano individuato dai due vettori (P —T') e u

e verso tale che i vettori (P — T') , u € M ¢ costituiscano una terna levogira.
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M7 =0<«= u =0 oppure 1 € rretta di applicazione di u
Legge di variazione del momento al variare del polo

MTIMO+UX(T—O>, MT:M5+UX<T—S)

M — S = —_— :M
T (rp—rp) X u=rpXu—"rr X u o-+u X ry
Mr = (rp—rr)Xu=|(rp—7s) = (rr —Ts)| X u=(rp—1rs) X u—(rr — rs) X u

= Ms+ux(rpr—rs)=Mg+ux (T —.9)

Il momento di (P, ») non varia se si sposta il polo lungo una retta parallela ad
Mp=Mg VI, Se€s| u
Il momento non varia se si sposta il vettore u lungo la sua retta di applicazione

(P, u),(Q,u): P,Q € rretta di applicazione di u

X /
My=(P-T)xu, My=(Q-T)xu = My =My
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My—M,y=P-T)xu—(Q-T)Xxu=(P-Q)xu=0

I\f[;-“

L
rd
<
==
e
Il
=
o
—
=
I
S
.

(Mp|=|(P—T) x u| =bu, bbraccio

N MT M MiT

h
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Componenti cartesiane del momento del vettore applicato (P, u) rispetto al polo T

(P—T) = (ai‘p —IT)’i—l— (yp —yT)j + (Zp — ZT) k, u= u$Z+UyJ + u.k,

(xp —27) (2P — 27)
Uy U,

My = (- T) e [ 0700 o o) j

Uy U,

(xp —27) (Yp — Y1)
Uy Uy

+ k
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Esercizio 2.1. Determinare i momenti dei vettori applicati (P, F'1) ed (P, F'5) rispetto

aipoli A, B, P, P,.

E?'T

L/3

L/3

0

-

(Pl,Fl> ) MA = (Pl —A) X F1 = L/361 X (—Fleg)
MB = (Pl — B) X F1 = —L/361 X (—F162> = L/3F163,
.1\4]31 = 07 Mp2 = (Pl — P2) X F1 = (—2L/361 —|—H62) X (—Fleg) = 2L/3F163,

(PQ,FQ)I MA:MpleB:(PQ—A)XF2=<L61—H62)X(Fgel)ZHFgeg,

M p, =0,

—171/31'71637
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Momento polare di un sistema di vettori applicati S = {(P;, w;),i =1,....,n}

n n n

MT:Z<P2'_T)XUZ':Z<TZ'_TT>Xuz’; MO:Z<PZ'—O>><’U,Z':ZTL:TZ'X’U,Z'
1=1

1=1 1=1 1=1 =

MT:MO—|—RX(T—O), MT:MQ+RX<T—Q), (2)

n

n n
MT:Z(TZ'X’U,Z'—T‘TX’U,Z'):ZT‘Z'X’U,Z'—I— <Z’LLZ> XTT:M0+RXTT
=1

1=1 1=1
Teorema del Varignon. Il momento di un sistema di vettori applicati in uno stesso
punto S = {(P,u;),i =1, ...,n} coincide con il momento del risultante applicato in P

M;=Rx (T—P).

Il momento di un sistema di vettori applicati a risultante nullo non dipende dal polo e
vale anche il viceversa

MT:MQ VI <— R=0
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Se Mr = Mg VT,Q allora dalla (2); sihache R x (T'—Q) =0 VT,Q e quindi
R = 0. Viceversase R = 0 dalla (2); sihache M= Mg VIT,Q.
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Esercizio 2.2. Calcolare il momento del vettore applicato (P, F') rispetto all’origine O

(P—0O)=Le +Hey, F=—Fcosn/3e, — Fsint/3e;=—F/2e; —/3F/2e,
Mo=(P—0)xF = (Lei+ Hey) x (—F/2e; — V/3F/2ey) = (F/2H — /3LF/2) e3

{(P,—F/2e), (P,—V3F/2e))}
(O—P)=(—F/2e; — V3F/2ey) x (—Le; — Hey)
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1.2 Campi vettoriali
Si consideri un sistema di vettori applicati

S ={(P,u(P)),P¢cQ}

con u (P) campo vettoriale.

Y113 Y1) L
U L "

carico uniforme u = —qj, Q= AB carico triangolare w = —qg/Lzj, Q= AB

R:/Qu(P)dQ, MT:/Q(P—T)xu(P)dQ:/Q(rp—rT)xu(P)dQ,

Mpr=Mp+ R X ry, MT:MS+RX<TT—TS)
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Esercizio 2.3. Determinare il risultante e il momento risultante rispetto al polo A e al
punto medio C del segmento AB dei carichi (i) uniforme e (ii) triangolare.

L
)R = [w(Plao =~ [ qjds=—Lj,
’ L L L2
MA:/P A) ()dQ:—/ :cixqjd:v:—qk/ xdm——q?k
0 0 0

L? L
Mg = MA—FRX(C'—A):—q?k—quxgi:O

L
(17) R = / P)dQ) = —/ qp/Lxjdx = —qpL/27,
0

L L
M, = / (P—A) x u(P )dQ:—/ :UinB/L:I:jd:CZ—QB/Lk/ vide = —qpL*/3k
Q 0 0
My = Mys+Rx (C—A) =—qpLl?/3k — qpL/2j x L/2i = —qpL*/12k
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Esercizio 2.4. Determinare il luogo dei punti cui corrisponde momento nullo per |l
carico triangolare.

R=—qpl/2j, Ma=—qpl?/3k
D = (JZ‘D,yD,ZD) : MD =0

Mp = Ms+Rx(D—A)=—qpL?/3k — qpL/2j x (xpi+ypj + zpk)
= —qBL2/3k + (]BCCDL/QI{? — qBL/QZD’i = —qBL/QZD Z—|— qBL (—L/3 + CCD/2> k

o ZD:O
Mp =0 {—L/3+xp/2:0

{(DeR’:Mp=0}={(2L/3,y,0): y € R}.
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Esercizio 2.5. Determinare il luogo dei punti cui corrisponde momento nullo per |l
carico parabolico.

Y113

O

carico parabolico uw = —kz?’j, Q=O0B

R=— [ ka%jde = —kL3/3j, Mo =— [ xix ka’jdr = —kL*/4k
D = (xp,yp,2p) : Mp=0

Mp = Mp+Rx (D—0)=—kL*/4k — kL?/3§ x (xpi+ ypj + zpk)
— —kL*/4k + xpkL’/3k — zpkL®/3i
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Mp=0<«=

{

ZD:O
—L/4+2p/3 =0

15

— {DeR’:Mp=0}={(3L/4,y,0):y € R}.
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1 Calcolo Vettoriale

1.1 Momento assiale
Sia S un sistema di vettori applicati di risultante R ed r una retta orientata di versore r

Mpy-r=Mg-r, VI,Ser

Mr=Ms+Rx(T'—-S), VI,S= Mr-r=Mgsgr+Rx(T-5)-r, VI,Ser

"

momento assiale M,=Myp-r YI'er (T esl|r)

La componente ortogonale del momento del sistema S rispetto ad r (s || ) & invariante
rispetto al polo su r (s || ) per cui e valutato il momento

Sia S = {(P,u)} e si considerino i seguenti casi
1.r Lm, (Pu)emw
2.7 L, (Pu)é¢m

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 3

TJ_7T, (P,U)EW TJ—Wv (Palu’)%ﬂ-

1.Sia S = r N, @ la proiezione ortogonale di .S sulla retta di applicazione di u e
b=d(S,Q) (braccio)

M,=(Q—95)xu-r==+bu

+ a seconda che i vettori () — S), u e r formino una terna levogira o destrogira.
2.SiaS=rNreu=v+wconw || rev L r

M, =Mgr=(P—S)xur=(P-S)xvr+P—-S)xw-r=(P—S)xvr==xh

~"

Ingegneria Edile-Architettura
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e il momento assiale di (P, u) coincide con quello di (P, v) con v L r.

1.2 Invariante scalare e asse centrale
Sia S un sistema di vettori applicati di risultante R

Mr=Ms+Rx(T—S), VI,§= Ms;-R=Mgy-R, VIS

INnvariante scalare I=M7+ R
Sia r una retta parallela ad R # 0

R=Rr, R =+R+#0

M- R=Mgs-R, VI.S<~ Mpr-r=Mg-r, VI,S 'l”‘”R

e costante la componente normale del momento lungo ogni retta parallela al risultante.

Mpr=L+ N LHR NTJ_R:>]:MTR:(L+NT>R:LR

La componente L del momento parallela al risultante non dipende dal polo.

Ingegneria Edile-Architettura
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L
P Ny
€

r _

La variabilita del momento M  al variare del polo 7" e dovuta alla sua componente
normale NN 7, inoltre My ~ N .

asse centrale A= {P: | M p :mTin|MT‘} ={P:Np=0}={P:Mp=1L}

'asse centrale A & una retta.
DIM. Siano r una retta parallela ad R e Ox 2523 : Oxs || v

MPZM0+RX(P—O) PE(SEl,CCQ,CC;),)

Ingegneria Edile-Architettura
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e ey e3 Mpy = Moy — x93
Mp=My+| 0 0 R3|<= Mpy= Mps+ x1R;3

T1 Ty T3 Mps = Mos
M M.
PEA@MPZL@M()l—I’QRg:O Mops+x1R3 =0 < 29 = ROl 1'1:—?02
3 3
Moo Mo
A=< P= X =———,To=——,23EN
{ (3317$27373) I R y L2 R y L3 }

L'asse centrale e una retta parallela allasse Ox3 (e quindi ad R) che interseca il piano
Oxiz9 Nel punto (-MOQ/Rg, MOl/Rg, 0) :

Q) : Mo = 0 = A = retta passante per () e parallela ad R
Esempio 3.1. Lasse centrale di S = {(P, u)} € la retta di applicazione di .
Esempio 3.2. Lasse centrale di § = {(P,u;),i=1,...,n} : R # 0 ¢ la retta per P

parallela ad R.

Ingegneria Edile-Architettura
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Esercizio 3.3. Determinare I'asse centrale del sistema S = {( Py, u1), (P, u2)} con u;
e uy paralleli e concordi.

R:u1+u2:(u1+ug)63, (Pl—A>:—.CE62, (PQ—A>:<L—ZE’)62,

A My,=0 Mji=(P—A) Xxu+(P—A) X uy=|—zu; + (L —x)us) e

My=0< —zu1+(L—2)us=0<=zu1 = (L —2x)us <=z =1L 42
U + U9
U2 U2
A:{Pz(azl,xg,azg):azle,xgzL ,:13365)?} Aﬂ?TZAE(O,L ,O)
U1 + U9 U1 + U9

Ingegneria Edile-Architettura
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L'asse centrale e la retta parallela al risultante e passante per il punto A (centro) interno
al segmento P P,.

Esercizio 3.4. Determinare I'asse centrale del sistema S = {( Py, u1), (P, u2)} con u;
e uo paralleli e discordi.

A
u, u, u, s
PL Py j .Pf 4 ]\ P;'_ | " A
‘[u,r e, P,
L L

u, P, P, L

k4

RZU2+U1:(—U1—|—U2)63, (Pl—A>:—CE62, (PQ—A):<L—CE)62,

A M4=0 Mi=(P—A) xXu +(Po—A) X uy=|zu; + (L — x) us] €

U2

My=0<=aou1+(L—2)uy=0<=au;=(x — L)us <= x =1
U — Uj

Ingegneria Edile-Architettura
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./4:{PE<$1,£L’2,£IZ’3)Z£L’1:O,ZCQ:L 4 ,:1:363%} Aﬂﬂ':AE(O,L 2 ,O)

U2 — Uy U2 — Uy

L'asse centrale € la retta parallela al risultante e passante per il punto A (centro) es-
terno al segmento P, P.

Esercizio 3.5. Determinare il centro e I'asse centrale di S = {(P, u (P)), u (P) = —qj} .
Ay Ay
F PR TERTY PSP AT Aoy Ay N
§ L/2 C‘!qLL 4 s - D?qBL/2 )
R:/Qu(P)dQ:—qu, MA:/Q(P—A)xu(P)dQ:—qL;k

Mc=Mjs+Rx (C—-A), C—A=uzi, B-C=(L—2x)1

Ingegneria Edile-Architettura
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T 7 k Mo 7
C:Mc=0 Me=Mi+|0 L 0| Ho=0 ==z
X 0 0 MCZ—_Q?_‘_QL‘T

L
.A:{PE(x,y,z):xza,yE%,z:O}

Esercizio 1. Determinare il centro e I'asse centrale del carico triangolare in Figura.
Osservazione. Linvariante scalare puo definirsi anche per sistemi a risultante nullo,
Inoltre esistono sistemi a risultante non nullo con invariante scalare nullo

S ={(Pu),(P,—u)} (R=0)=I=My R=0
S={Pu} (Mp=0)=T=0

Esercizio 2. Provare che l'invariante scalare dei carichi uniforme e triangolare e nullo.

Ingegneria Edile-Architettura
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1.3 Sistemi piani e sistemi equilibrati

Un sistema S di vettori applicati € un sistema piano se tutti i vettori appartengono ad
un piano.

O =

S={(P,w): Pemnu|mi=1,..n} — R||r VI'er Mrlnm

S={(P,u(P):Pemu(P)|r}
MT:Z(H—T)qu-:Z(m—rT)xui, MT:/Q(P—T)X'U,(P)dQ,

Ingegneria Edile-Architettura
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R=R,t+R,j, (R.=0), Mop=Mo.k, (Mo,=Mo,=0), I=0
Un sistema e equilibrato o equivalente a zero se
R =0, My =0 (VT) (1)
(3D) R,=R,=R.=0 Mo, = Moy, = Mo, =0
(2D) R,=R,=0 Moy, =0

Osservazione. Per un sistema § a risultante nullo si ha My = M, VT, (), pertanto
la (1), e verificata se 47 : M = 0.
Esempio 3.6. ll sistema S = {(P, u (P)),u(P) = —qj } U{(C,qLj)} & equilibrato.

'S % Ay

B Lt

B

X

1
2L/3 qgL/2
|

Ingegneria Edile-Architettura
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Provare che e equilibrato anche il sistema

Esercizio 3.7. Provare sotto quali condizioni il sistema & = {(A, ®,), (B, ®,)} € equi-
librato.

R=0<+— & +P,=0<«—= b = P,
My=0<= (B-—A)x®,=0<= P, || (B—A)

|l sistema S e equilibrato se i due vettori (A, ®,) , (B, ®-) formano una coppia di braccio
nullo.

Ingegneria Edile-Architettura
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Esercizio 3.8. Determinare le reazioni dei vincoli X ;, X5, X 3 che rendono equilibrato
Il sistema di forze applicato alla trave in figura.

N2 )

L3 Fl ZE

R, =0, Fi— X3 =0, .
Ry:O, <~ —F+ X+ Xy =0, ¢>X1:X2:§7X3:F1

My, = My, = Xog — F£ =0

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Calcolo Vettoriale

1.1 Momento assiale, invariante scalare, asse centrale
Sia S un sistema di vettori applicati di risultante R ed r una retta orientata di versore r

Mpy-r=Mg-r, VI,Ser

momento assiale M. =Mqp-r YT'er (VT €s|r)

La componente ortogonale del momento del sistema S rispetto ad r (s || ) & invariante
rispetto al polo su r (s || ) per cui & valutato il momento

Mr=Mgs+Rx(T—5), VI,§= My -R=Ms R, VT,S

INnvariante scalare I=M-R

Sia r una retta parallela ad R # 0
R=R.r, R.=4+R#0
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M- R=Mgs-R, VI.S<—= My-r=Mg-r, VI,S T‘HR
e costante la componente normale del momento lungo ogni retta parallela al risultante.
Mpr=L+ N LHR NTLR:]:MTR:(L—FNT)R:LR

La componente L del momento parallela al risultante non dipende dal polo.

e3 r 1
N L M
- L r
L

P N,

e

S 0 r _
e, 2

La variabilita del momento M  al variare del polo 7" e dovuta alla sua componente
normale NN 7, inoltre My ~ N .
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asse centrale A= {P: | M p :mjin|MT\} ={P:Np=0}={P:Mp=1L}
Lasse centrale 4 & una retta.

3Q) : Mo = 0 = A = retta passante per () e parallela ad R

L'asse centrale del sistema S = {(P;, u1), (P, us)} con u; e uy paralleli e concordi € la
retta A parallela al risultante R e passante per il punto A (centro) interno al segmento
PPy

U9

A:{PE<£C1,£U2,SC3)2SC1:O,ZC2=L ,56363%} AHW:AE<O,L 42 ,0)

U1 + U9 U1 + U9

L'asse centrale del sistema S = {(P, u1), (P, u2)} con u; e u, paralleli e discordi &
la retta parallela al risultante e passante per il punto A (centro) esterno al segmento
PP,

U2

.A:{PE(.%’l,CCQ,ZCg)IZCl:O,I'Q:L ,.I'gEgR} Aﬂ?TZAE(O,L 42 ,O)

Uz — Uq Uz — Uy
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U2
u,T e,
—>
F2h Py Py
L X
a
U u,
P, P A
P LR
X
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1.2 Sistemi piani e sistemi equilibrati

Un sistema S di vettori applicati € un sistema piano se tutti i vettori appartengono ad
un piano .

O =

S={(P,u;): Pemu || mi=1,..n}

S—{PulP):PecocCrulP) |« Bl ¥ier Myplax

T = OCISy R = RxZ—I—Ry], (RZ = 0) , M, = MOZI{:, (MOCC = MOy =S O) : I =0
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S equivalente a zero <—= R =0, My=0 VT
(3D) R,=R,=R,=0 Mo, = Moy, = Mo, =0
(2D) R,=R,=0 Mo, =0

ll sistema S = {(A, ®,), (B, ®,)} & equilibrato se i due vettori (A, ®,) , (B, ®,) formano
una coppia di braccio nullo.

A / Al — a7

Il sistema S = {(A,u),(B,v),(C,w)} e equilibrato se i tre vettori sono complanari e
concorrenti in un punto proprio o improprio.

S={(A,u),(B,v),(C,w)} R=0, M;=0 VT
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My=B-A)xv+(C—-A)xw=0
(B—A)xv-(C—A)=0= v écomplanarea (B—A) e (C—A)
(C—A)xw-(B—A)=0= w écomplanarea (B—A) e (C—A)

allora v e w appartengono allo stesso piano 7 cui appartengono i punti A, Be C

Mp=(A-B)xu+(C—B)xw=0
(A—B)xu-(C—-B)=0= u ecomplanarea (A— B) e (C — B)

anche wu appartiene al piano 7 e quindi i tre vettori sono complanari.

Se i tre vettori u, v, w sono paralleli tra loro, allora si incontrano in un punto improprio.
Se invece non sono paralleli tra loro almeno due (ad esempio u, v) concorrono in un
punto 7’

d7" . retta di applicazione di v N retta di applicazione di v =T

Mr=(C-T)xw=0= (C—T)| w

allora anche la retta di applicazione di w concorre nel punto 7.
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Si e gia osservato che
(R:O, My=0 VT)@(R:O, HTMTZO)

Criterio 1. Un sistema S € equivalente a zero se esistono tre punti non allineati tali
che i momenti polari siano nulli

R =0, Mp=0 VI<= dA B,C nonallineati : M 4y=Mpg=M=0.

DIM. E’ sufficiente provare I'implicazione ” <—".
MA:MB—I—RX(A—B), Mjs=Mzp . RX(A—B)ZO
(A-C)=0

MA:MC+RX(A—C), MA:MC R % _ _
R H (A—B) A,B,C non allineati
< R=0
{RH (A=C)

R=0=—=M=M,4,=0 VT.

Criterio 2. Un sistema S e equivalente a zero se esistono due punti tali che i momenti
polari siano nulli e sia nulla anche la componente del risultante rispetto alla retta per |
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due punti
R =0, M;=0 VI<—dA B M,=Mp=0 R,=0cons rettaper Ae B.
DIM. E’ sufficiente provare I'implicazione ” < ". Sia s la retta per A e B di versore s

R-s=R,=0<—R _1ls

Mi=My+Rx(A—B), Msi=My<sR|(A-B)«=R|s ~ 170

1.3 Sistemi equivalenti
Si considerino due sistemi S e S’ di vettori applicati

S={(P,w),i=1,..,n}, (risp. S={(P,u(P)): P eQ}) R, My VT
S ={(Q;,v;),j=1,..m} (risp. &'={(P,v(P)): PeQ}) R, M/ VT

S e S sonoequivalenti<—= R=R', M= M/, VT.
Analogamente ai sistemi equivalenti a zero si ha

S e S sonoequivalenti<—= R=R', 30: M = My,
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DIM. E’ sufficiente provare I'implicazione 7 <"

Mr=Mo+Rx (T —0), o D o )

BB M- ML = M- M, =0, VT

In modo del tutto analogo & possibile provare i seguenti criterit

Criterio 1.

JA, B,C non allineati : M 4, = M,

R=R, M;=M, VI <
g g Mp=Mp Mc= Mg

Criterio 2.
JA, B :MA:M;DMB:M};

R=R, M¢=Mrj vT<:”R$:R’SconsrettaperAeB.

1 Siosservichese S e S’ sono equivalenti allora il sistema
S ={(P,w),i=1,..,n}U{(Q;,—v;),j=1,....,m}, (risp. S*={(P,u(P)): PeQ}U{(P,—v(P)): PeQ})

e equivalente a zero.
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Ogni sistema S di vettori applicati € equivalente ad un sistema S’ costituito da un
vettore applicato ed una coppia?

S R, My
S'"={(O,R),(A,u),(B,—u)}: (A, u),(B,—u) dimomento M ,

Un sistema S di vettori applicati di risultante R e momento M ( € equivalente al proprio
risultante (se R # 0) applicato in un punto P dell'asse centrale a oppure (se R = 0)
ad una coppia di momento M, seesolose [ =0

{(P,R)} : P€a (R # 0)

S e equivalente a — [ =
. { {(A,u),(B,—u)} di momento M (R=0)

S e S’ equivalent

DIM. Limplicazione ” = " e evidente essendo

I=Mp-R=My-R VO,P

R'=R+u—u=R, My=(A-0)xu—(B-—0)xu=DMpg
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e quindi I = 0 nel primo caso perche M p = 0 e nel secondo perche R = 0.

7 <: 7
Se R # 0 allora esiste I'asse centrale a e VP € a si hache M p || R inoltre si ha
0:]:MP-R:iMpRRéOMp:O:>S é equivalente a {(P,R)}

dove il £ si riferisce al fatto che M p» ed R possono essere concordi o discordi.
Se R = 0 allora una (qualunque) coppia di momento M , € equivalente ad S.

Esempio 4.1.

=0, Mp=0= S e equilibrato

, R
S={(Pw),i=1,..n}: R+40—= Pc A| R Séequivalentea (4, R) Ac A
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1.4 Sistemi di vettori paralleli

Un sistema di vettori paralleli e un sistema S di vettori applicati aventi tutti la stessa
direzione (equiversi 0 no)
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Rzzn:fﬂ“:fﬁ fzzn:fizzn:uirerziR
i—1 i1 i1

MO = ZT‘Z’XU@:ZT@X]%T
1=1 1=1
Essendo
=My, R=0

si ha che un sistema di vettori paralleli e equivalente ad una coppia se R = 0 oppure
al proprio risultante applicato in un punto P dell’asse centrale se R # 0.

Supposto che R # 0, inunaterna Oxixozz Siar =eze P,— O = x;1e;1 + x;0€9 + xi3€3,
allora si ha

n

n mn
Moy = Z (x;1€1 + xi0€0 + x43€3) X fies = Zl’mfz'ﬁ — Zﬂi‘ilfz'ez

=1
R = Zfi€3:f63

1=1
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e ricordando che

A: {P = (331,332,:1:3) X1 =

:—’xg

Mos Moy
—— c R

Si ha

1 — 1 —
A= {P = (21, T2, %3) 1 X1 = ?Ziﬁﬂfuiﬁz = ?Ziﬁwfufl?:s S 3%} ;
i=1 i=1

Si definisce centro del sistema di vettori paralleli il punto C' dell’asse centrale di
coordinate

] — | — ] —
ric = ?sz‘lfz', XoCc = ? Z%‘sz', r3C = ?sz’?)fia
i=1 i=1 i=1

rO:%Zf@-ri, C_O:%Zfz<Pz_O>
i=1 1=1
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S ={(Pu(P):u(P)=f(P)r,PecQ},
1
R = /Qf(P)rdQ:er, ""C:E/Qf(P)rPan

S={(P,u;): Pemu;||mi=1..,n}, m=0r11=23=0 Vi—= 130=0

S={(P,u;): Pem,u; || mi=1,...n}, Pes=CEcs

| due sistemi di vettori paralleli S ed S’

S = {(Puuz) : ’U,Z':fi’l",”l:: 1,...71}, rO:%Zfiri,
1=1

1 n n
S ={(P,u;):u,=au;,i=1,..n}, re= ?Zfi’ri, = Zf@'/’
i=1 i=1

n
w=au_ =afir =flr=fl=af, f=) afi=af
1=1

~— =
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hanno lo stesso centro

ro = ? @Z1 firi = H ;afiri = ? @21 firi =rc.

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Cinematica (geometria del moto)

1.1 Cinematica del punto materiale

fe
P
/\
r, 3 €
0 —>
X F
€
Y

(P,m) P = (v, x0,23) 2, =x; (1), 1=1,2,3, teRN
’T‘p:P—O, ’I"p:’r‘p(t), T‘pzai‘l(t)el—l-l'z(t)62—|—$3<t)63, teR
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equazioni finite del moto rp=rp(t), z;=z;(t), 1=1,23 teR
velocita vettoriale v=rp(t)=a1(t)er +a2(t) es+a3(t)e3, v, =24, 1=1,2,3
accelerazione vettoriale a=7p(t)=1=11(t) e;+is(t) eat+is(t)es, a;=a;,1=1,2,3

traiettoria arco di curva di eq. parametriche z; = z; (t), i=1,2,3,te R

' e,
P(s) T
) s { A5y 3) P(s | As)
‘s NS ¢,
PGl —=
0

legge oraria  s=s(t), rp(s)=x1(s)e;+22(s) e+ w3(9) e3,
traiettoria rp=2x1(s(t)) eg +x2(s(t)) ea+x3(s(t)) es,
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tangente principale o (s) = Alim , ro(s)=1t(s):|t(s)] =1
s—0 As
velocita scalare $(t)
v=rhs=35t |v(s)|=|$
Esempio 5.1. Traiettoria circolare
5
M e
P
| i
s €
0| ¢ —
a A

T1=acosp, To=asiny, x3=>0
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S .S
s=ap  x1=acos—, Ty=asin—, wx3=0>0,
a a
S .S , .S S
rp(s) =acos—e; +asin—ey, t(s)=1rp(s)=—sin—e; + cos—ey,
a a a a
.98 ) S S . S .S S
1t (s)| =4 /sin®—+cos?— =1, t(s) - rp(s)=—acos—sin—+asin—cos— =0
a a a a a a
17e, el [ ts+an
R D e - \ Ay
B8N N €
i q) As a OAA ¢ 7‘ - —1}
8 r(s+ As) ei} t(s)
e 0 ;
¥
angolo di contingenza Ay
. Agp o 1
c(s) = lim §) = ——
curvatura | raggio di curvatura R

As—0 As
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Esempio 5.2. Traiettoria circolare e rettilinea
Per una traiettoria circolare di raggio a risulta

A 1
As=abg els) = fim 55—

per una traiettoria rettilinea si ha

Ap =0, c(s)=0.

v=1rhi=5t= a(s)=5t+ 5t

. Ris)=aq,

t(s) -t (s)+t(s) -t(s)=2t(s)-¥(s)=0
L) 2 =1= yi) = #(s) =1l t(s)- 7 (s) =0
n (s) normale principale : t(s)=70h(s)=|r%(s)|n(s) |rh(s)|=c(s)
n (s)

I° formula di Frénet ' (s) =
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a(s)=st+ n(s)

R(s)
b(s) binormale principale : b(s)=1t(s) x n(s)
Triedro principale di Frénet (t(s),n(s),b(s))

t(s)-n(s)=mn(s) b(s)=t(s
(t(s),m(s),b(s)) t(s)xm(s)=0b(s),n(s)x b

Esempio 5.3. Traiettoria circolare

€, T t ) €, ? EL‘T i

ﬂ ", P-ﬂ; ﬂét\fl = /Stﬁt‘:’—»
NN
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s s s s
r = —ejtasin—ey, t(s)=1rp(s) = —sin—ej+cos—eo, =—, R(s)=a,
p(s) acos—etasin—e (s) =7pH(s) sin —e;-+cos —e c(s) - (s) =a
E(s) = rh(s) = ——cos>e — “sinZes m(s)= R(s)t(s) = —cos e, —sin e
s) = §) = ——cos—e; — —sin— s)=R(s)t (s) = —cos—e; — sin—
P() (a) a ' a a a a
n(s) n(s
t (s) = = =cn (s n(s) =1
(s) Rs) a (s), [n(s)]
.S S S .S
b(s) = t(s) xn(s)= (— sin —eq —|—COS—62) X (— cos —e] — Sm—eg) = e3
a a a a
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1.2 Moto uniforme e uniformemente vario

moto progressivo in | (risp. retrogrado) s(t)y>0 Vtel (s(t) <0 Vtel)

moto uniforme §(t) =0 WVt (5(t) = cost Vi)
legge oraria del moto uniforme s(t) = sot+syg Vt [$0=5(ty),s0=s(ty)]

5‘ Fy " . .
SU>0 SU-:::U

P <
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moto uniformemente vario §(t) = cost=3§, Vit

. . : 1
legge oraria del moto uniform. vario s(t) = ééotQ + St +s9 VYVt [So =5 (to)]

AN\
\ N A

/

istante di arresto t* : $(t") =0
moto accelerato (risp. ritardato) in t |5 (t)| € crescente int (risp. decrescente int)
= 255§ => moto accelerato (risp. ritardato) <= s5 > 0 (risp. $§ < 0)
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Esempio 5.4. Determinare gli istanti di arresto e gli intervalli in cui il moto uniforme-

mente vario e accelerato o ritardato

st =0t 5t "+ 5=0<=t"= ——
S0

55 = (3ot + $0) 80 = 82t + 808 = &2 (t + f—o) —2(t—1t)
S0

progressivo e accelerato Vit > t*

sedy> 0= [$§=55(t—1"), $="5(t—1)] retrogrado e ritardato V¢ < t*

retrogrado e accelerato Vt > t*
progressivo e ritardato V¢ < t*
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52
R (s)
e E’' nulla la componente dell’accelerazione lungo la binormale b

a(s)=St+ n (s)

e | moti con accelerazione puramente normale ad ogni istante sono moti uniformi
?}2

a:En@)St:O(:Lé:O

Non e imposta alcuna restrizione sulla traiettoria ma solo sulla legge oraria che
dev’essere quella dei moti uniformi.

e | moti con accelerazione puramente tangenziale ad ogni istante sono moti rettilinei

2
v 1 1
a=5t<—= —N=0<—= —=0Vy=0<+= =—=0<«<=c¢(s)=0
R R = R (5)
Non e imposta alcuna restrizione sulla legge oraria s (t) ma la traiettoria dev’'essere
rettilinea.
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1.3 Moto circolare
Moto circolare se il punto percorre una traiettoria circolare con legge oraria

s=s(t), s(t)=Rp(t) (R =cost).

1

X5

—

-

r(t) = Rcosp(t) ey + Rsing (t) es, 7(t) = —Rpsinp (t) ey + Rpcosp (t) e

v=st=Rp(t)t, t=mxe3, P—O=—-Rn=r
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14

v=Rp(t)n x e3=p(t) ez x (— Rn) p(t)esx (P—0)=p(t) es x 1,

2
a = §t+%n — Ry (1) t+ <R*"R( ) Ry (t) t+ RP* () n
velocita angolare w (t) = ¢ (t) e, v(t) =w(t) X r

In un moto circolare uniforme (5 (t) =0 Vt) si ha

p(t) =0

Vit <= o (t) = gt + @y Vi o = ¢ (to)

r1 (1) = Recos (@ot + ¢y), w2(t) = Rsin (¢t +

p(t) = ¢y, w=|p| (frequenza)

a=Rp(t)t+ Ru'n

o = P (to)]

SOO) )

v(t) = w(t) x r a = Rw*n=w’(0 - P).

Il moto circolare uniforme & periodico! di periodo T’ = 27 /w

2T

T=—:pt+T)=

W

pat +oaT + = t)+pad —> t+ T
@ot +poT +po = @ (t)+¢g o ( )

1 1l moto di un punto & periodico di periodo T"se 7 (¢t + 1) = r(t) V.

Ingegneria Edile-Architettura
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1.4 Moto elicoidale uniforme

Il moto elicoidale (uniforme) & il moto composto? di un moto circolare uniforme di
centro O su di un piano 7 e di un moto rettilineo uniforme lungo una retta per O e

ortogonale a .
La traiettoria di P sulla superficie del cilindro di equazione

242l = R

e un’elica cilindrica, cioe una curva che forma un angolo costante + con le generatrici
del cilindro.

2 Si definisce moto composto dei moti cui sono soggetti n punti P; = (x;, y;, 2;) il moto del punto P di coordinate

CC:iiUz, y:iyi, z:izi (OP:iOPi).
i=1 i=1 i=1

1=1

Da cui segue che la velocita e I’accelerazione del moto composto sono uguali alle somme vettoriali delle velocita e accelerazione dei
moti componenti.

n n
V= E v;, a —= E a;.
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Anche la velocita di P, tangente alla traiettoria in ogni istante, forma ad ogni istante un
angolo costante v con I'asse Oxs.

r(t) = r(t)+re (1),
71 (t) = Rcos (@Ot -+ QO()) e; + Rsin (gbot -+ 900) €, T (t) = (Cl'fg’ot + Q?g)o) es
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v(t) = —Rpysing (t) er + Rpycosp (t) ex +igoes  |v(t)] = /R + i3, = cost

Il moto di P, é circolare uniforme e quindi periodico di periodo T' = 27 /w, definito il
passo p dell’elica, cioe la distanza tra due intersezioni consecutive dell’'elica con una
stessa generatrice, si ha

p = o (b +T) a3 (6)] = |ty (1)

Allora, nell'intervallo [t,t + T

P, percorre una intera traiettoria (circonferenza)

, 2
P, percorre lo spazio p = = 23 (1)
W

e quindi P percorre un’intera spira dell’elica.
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1 Cinematica del punto

1.1 Spostamento finito ed infinitesimo o elementare

ezT

dr
p h
Ar
P/
2
s 3) €
~ Ch . -
0
rp(s)=x1(s)e;+xo(s)es+x3(s)e3, s=s(t)

spostamento finito

Ingegneria Edile-Architettura
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r(s+ As)=1r(s)+ 7 (s)As +\%r” (s) (As)” + = r(s)+ 1 (s)As +&(ﬁl

~”

Per il teorema sul differenziale

Ar=1r(s+As)—1r(s)=71"(s) As+h(s) :w+h(s)

spostamento infinitesimo (o elementare) dP (s) =dr(s) = t(s)ds.
In definitiva si ha
Ar(s) =dr(s)+h(s),

dove Ar(s) hala direzione della corda P (s) P’ (s + As) e il vettore dP (s) ha invece la
direzione della tangente alla traiettoria in P (s)

r=r(s), s=s(t

v(t) = (s(t) = (s(t) () — CHE=T(W)ds () =dris(t)

— dP(s(t)) = v (t)dt
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Esempio 6.1. Per il moto circolare nel piano Oxx5 Si ha
b=e3,t=nxe3,s=Rp,r=—Rn
da cui si ottiene
dr = tds = n X e3Rdp = dpes X r=dp X T p = pes (vettore rotazione).
Nel moto elicoidale si ha

dr =dri+dry =dp X ri+drses =dp X ri+7 T = drzez (vettore traslazione).
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1.2 Moti relativi

Si vogliono stabilire le relazioni esistenti tra le velocita di un punto mobile P in due
terne di riferimento €2£,£,£, e Oz 12973 iIn Moto I'una rispetto all’altra.

terna fissa €&,&5¢5, terna mobile Oxxo13
¢
5
52 P
" o
5z,
| g 3
l'wﬂ,a PO 3
S| 0 Xy
X,
&

moto assoluto moto di P nella terna fissa 2£,£5¢5
moto relativo moto di P nella terna mobile Ozxixo13
moto di trascinamento moto rigido della terna mobile Oz zox5 rispetto alla terna
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fissa 26,&5¢4
Tp/Q (t) = T0/Q (t) + Tp/O (t) , Tp/o=T1€1 + T2€2 + T3€3
vV, = T'P/Q (t) = T'O/Q (t) +\i’1€1 + x9€e9 + 33’36;4—3316.21 + T9e9 + 1363

".’O/Q (t) + U, —|—$1é1 —|—£C2é2+373é3

= fvr+z'°0/9 (t)+:1:1é1+:c2é2+:1:3é§:vr+ V-

"

v, = U, + U,

dove v, e v, sono la velocita assoluta e relativa di P e v, € la velocita di trascina-
mento cioe la velocita di un punto dello spazio solidale Oxx9x3 a cui e sovrapposto
nell'istante considerato il punto mobile P.
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2 Moti rigidi

2.1 Equazioni dei moti rigidi
Sia S un sistema meccanico discreto o continuo, per individuare la configurazione del

sistema ad ogni istante ¢ occorre determinare ad ogni istante la posizione di ogni suo
punto

rp/o = TpP/Q (t) ., VP eSs.

e
art?
.
o
.
.
......

r
P/

€
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S rigido |PQ| =cost VP,QeS WVt

fe:

€

/ \Y/

spostamento rigido IPQ| =|P'Q'| VP,Q e S (rigido o non rigido)

moto rigido Vt . |PQ| =cost VP (@ € S (rigido o non rigido)

(x1x973 terna fissa o di laboratorio di versori (e;) P = (11, 79, 73)]
Oy112y3 terna mobile solidale ad S di versori (u;) : O € S (P = (y1, Y2, y3)]
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r e
Q 0/ . 2

eq. dei moti rigidi OcS rpqlt)=ront)+rpot) VPcS

ro/(t) = z01(t) e1 + 702 (t) &2 +x03(t) €3 Tp)o(t) = yrus (t) + yous () + ysus (1),

U; (t) = Ail (t) e + Aig (t) € + Aig (t) e, 1= 1, 2, 3 (AZ] coseni direttori)
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’I"p/Q (t) = T0O1 (t) € + L2 (t) €9 + L0O3 (t) €3 -+ U1 <A11 (t) €1 + A12 (t) €9 -+ A13 (t) 63) +
Y2 <A21 (t) e + AQQ (t) €y + Agg (t) 63) + Y3 (Agl (t) e + A32 (t) €y + A33 (t) 63)

T (t) = T0o1 (t) + y1A11 (t) + y2A21 (t) + y3A31 (t) :
o (t) = 02 (t) + y1A12 (1) + y2 Az (t) + y3Asa (), [3 + 9 funzioni di ¢]
r3 () = w03 (t) + y1Ais () + yahos (1) + y3Ass (1),

[6 relazioni indipendenti]

u; (t)-u;(t) =0, Vi#j, AinAj + ApAj+ AisAjis =0, Vi#j,

Le configurazioni di un sistema rigido .S dipendono da 6 funzioni del tempo
e 101 (t), 02 (t), xo3(t) che definiscono la posizione del punto O nel riferimento fisso;

e 3 coseni direttori indipendenti A;; che definiscono l'orientazione della terna solidale
rispetto a quella fissa
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(Qxix9x3 terna fissa o di laboratorio di versori (e;)
Ox1xox3 terna con centro in O € S e assi di versori (e;)
Oy1y2y3 terna mobile con centro in O € S solidale ad .S di versori (u;)

linea dei nodi n = 0Ox1x9o N Oy1ys n = versn
angoli di Eulero: ) precessione ( rotazione propria ¥ nutazione
i
7,
/?fff EJ\ u;
e n

Gli angoli di Eulero costituiscono una terna di funzioni indipendenti atti ad individuare
ad ogni istante I'orientamento della terna solidale rispetto a quella fissa.
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La terna solidale Oy y-y3 si sovrappone alla terna Ox 2223 con le tre seguenti rotazioni

iIndipendenti

e rotazione di angolo v attorno all’asse Ox3 che porta I'asse Oz; a sovrapporsi alla
linea dei nodi n;

e rotazione di angolo ¢ attorno all’asse Oy; che porta 'asse Ox; a sovrapporsi I'asse
Oy

e rotazione di angolo # attorno alla linea dei nodi n che porta I'asse Ox3 a sovrapporsi
allasse Oys.

Negli istanti in cui i piani Ox1x5 € Oyy2 SOno sovrapposti la linea dei nodi e indetermi-
nata cosi come gli angoli ¢ e v laddove 6 = 0, 7. Tuttavia e possibile definire I'angolo
© + 1 tra gli assi Oy, e Ox; che assieme a 6 e sufficiente ad individuare 'orientazione
della terna Oy y-y;3 rispetto alla terna Oz xox3.

Le configurazioni di un sistema rigido S dipendono da 6 funzioni del tempo
o r01 (1), 02 (t), o3 (t) che definiscono la posizione del punto O nel riferimento fisso;

e 3 angoli di Eulero che definiscono l'orientazione della terna solidale rispetto a quella
fissa
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Teorema di Poisson.
Se S é un corpo rigido in moto nel riferimento Qxix.x3 € u (t) € un vettore costante in
S, allora si ha
du (1)
dt
con w (t) (velocita angolare) vettore indipendente da u (¢) .
In particolare, se (u;) sono i versori degli assi di un riferimento Oy, y-y5 solidale ad S
du; (t)
dt
Derivando rispetto al tempo I'equazione dei moti rigidi

—w(t)xult),

—w(t)xw(t), Vi

rpia(t) = rom (t) + Tpo(t),
si ha
vp(l) = Tpa(l) = Tosq (t) + Y1t (t) + Y2tz (t) + yats (t)
= Vo (t) + W (t) X Y1Uq (t) + W (t) X Yo U2 (t) + W (t) X Y3Us (t)
= vo (t) +w () X [y1us () + yous () + yzus (t)] = vo (t) +w (t) X rpio (1).
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VPeS wvp(t)=vo(t)+w(t)x(P—0) Vt

atto di moto rigido

{(P,vp(t)): P€ S,vp(t)=vo(t)+w(t)x (P—0)}

spostamento elementare dP = dO+dp x (P—0), dp=wdt
vettore di rotazione elementare dep = wdt

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Moti rigidi

Qﬂfliﬁglli‘g (61) (ﬁssa) Oylygyg (’U,Z) (SOIidale)

E_{‘

Uy Us uUj
e; Ay As Asy {A§1+A§2+A§3 =1, Vi
ex Aig Agp Az AinAj + ApAjp+ AisAjis =0, Vi#j,
e3 A1z Az Ass
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equazione cartesiana dei moti rigidi  x; (t) = xp; (t) + y1 A1 (1) + y2As; () + y3As; (1),
atto di moto rigido {(P,vp(t)): Pe S,vp(t)=vo(t)+w(t)x (P—0)}
Spostamento elementare dP =dO +dp x (P—0), dp=wdt VP

vettore di rotazione elementare dp = wdt

Fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rigidi che il sistema puo compiere
sono oo’ (3 componenti dello spostamento di O e 3 componenti di dep).
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1.1 Moto traslatorio
In un moto traslatorio tutti i punti di S hanno, istante per istante, la stessa velocita.

moto rigido traslatorio vP,P, € S P,— P, =c = vettore costante
atto di moto traslatorio VP,P, € S vp (t)=vp (t)=T(t)

moto traslatorio <—= w (t) =0 V¢

\V/P1,P2 Vpl(t>:Vp2(t)<:>\V/P1,P2 w(t)X<P2—P1):O<’:>QJ(t>:O

In un moto traslatorio i versori di una terna solidale restano costanti nel tempo.

1,
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Quizozsy (€;) (fissa) Oyiyoys  (u;) (solidale) : u; || e;

Ui Uz Usg
U — e €1 1 0 0 All = AQQ — Agg =1
o es 0 1 O AZ]:O \V/Z?é]
€3 0 0 1
equazioni cartesiane dei moti traslatori zi(t) =x0 (t) +y;, 1=1,2,3

spostamento elementare dP =dO VP

Se T (t) ha direzione costante allora si ha un moto traslatorio rettilineo e le traiettorie
dei singoli punti sono rette parallele e T (¢) ha direzione costante.

Se T (t) =cost le rette parallele sono percorse con moto unifome e si ha un moto
traslatorio uniforme.

In generale, fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rigidi traslatori che il
sistema pud compiere sono oo® (3 componenti dello spostamento di O).
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1.2 Moto rotatorio attorno ad un asse fisso «

Un moto rotatorio attorno ad un asse fisso a € un moto rigido in cui restano fissi tutti
| punti di una retta a di S detta asse di rotazione.

Qrixoxs  (fissa) Owyiyays (solidale) : 2 =0, x3=y3=a
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u; U  Uus
e; cosp —siny 0 A1p = Ay =cosp, Ay = —Ajp =sinp, A3 =1
€ sin @Y COSY 0 Alg — Agg — A31 — Agg =0

€3 0 0 1

21 (t) = y1cosp(t) — yasinp (¢),
equazioni cartesiane dei moti rotatori To (1) = yysinp (t) + yo cos ¢ (1),

XT3 (t) = UYs3.
Il moto di un qualsiasi punto di S e circolare

x% =+ a:% = y% =+ y% — COSst, x3 = wys3 = cost
atto di moto rotatorio vp(t)=w({t)x (P—0) O€a wl(t)=pes

'UO(t):O
VPea wvp(t)=0 — w(t)x (P—-0)=0 VPO€a—= wl(t)|a
w (t) = puy + quy + ruz, u3z = e3

— w(t) =re;s
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u; = cos pe; + sin ey m =w(t) Xy
w (t) = res — —sinpe; + pcospey =res X (cospe, +sinpey) = ¢ =r
) =w(t) X = 7 CcOos ey — rsin pe;

atto di moto rotatorio vp(t)=w(t)x (P—A) A€ca w(t)=pe;s

spostamento elementare dP = dpx(P—A) A€a VP
dP = dp x (P —P*) ¢ = pe;3 VP

In generale, fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rigidi rotatori che |l
sistema pud compiere sono oo! (1 componente di dep).
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1.3 Moto rototraslatorio

Un moto rototraslatorio e un moto rigido in cui il sistema .S ruota attorno ad un asse
a*, ad esso solidale, il quale si muove di moto traslatorio.

Qurixows (fissa) Oxixoxs Ovy1yoys  (solidale) : O € a*, y3=a" x3| a

T L u,
€1t u, | &
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U1 Uu- Us
e; cosp —siny 0 A1 = Ay =cosp, Ay = —Aj1p =sinp, A3 =1
€ sin @Y COSY 0 Alg — Agg — A31 — Agg =0

€3 0 0 1

r1(t) = zo1 (1) +yr1cosp(l) — yasing (t),
eq. cartesiane dei moti rototraslatori To (t) = w02 (t) + y1sinp (t) + yacosp (1),

XT3 (t) — T03 (t) + V3.

Applicando il principio dei moti relativi si ha
e moto rototraslatorio = moto assoluto

e moto rotatorio di S nella terna Oxix2x3 = moto relativo

e moto traslatorio della terna Ox 2923 rispetto alla terna (Qxir9r3 = moto di trascina-
mento

atto di moto rototraslatorio vp(t) =vo(t)+w () x(P—0) O€a" wl(t)=pe;s

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 11

vp(t)=7T{t)+tw(t)x (P—0) O€ad" T(t)=vo(t), wl(t)=pes

spostamento elementare dP =dO +dp x (P—0) ¢ = ypes VP

Fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rototraslatori che il sistema puo
compiere sono oco? (3 comp. dello spostamento di O e 1 componente di de lungo e3).
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1.4 Moto rigido sferico
Un moto rigido sferico e un moto rigido in cui rimane fisso un punto O € S.

Qrixox3  (fissa) Ovyoys (solidale) : 2 = O fisso

atto di moto rigido sferico vp(t)=w(t) x (P—0) VP (1)

La differisce dall’analoga formula dei moti rotatori attorno ad un asse fisso per il
fatto che w (t) ha direzione variabile istante per istante.

equazioni cartesiane dei moti rigidi sferici

1 (t) = 1A (t) + y2 Ao () + y3Asi (1), 2 2 2 _ :

22 (£) = 1 Ava (1) + Yo Ao (1) + ys Ass (1) At A+ A =1, Ve v
Y Y vasal AnAjp + AppAjp + AjgAj3 =0, Vi #7,

3 (t) = y1 A3 (t) + yaAas () + ysAss (1),

spostamento elementare dP =dw x (P —0) (O fisso) VP

Fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rigido sferici che il sistema puo
compiere sono oo’ (3 componenti di dw).
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1.5 Moto con asse scorrevole su se stesso e moto elicoidale

Un moto con asse scorrevole su se stesso e un moto rigido in cui .S ruota attorno
ad un asse a* ad esso solidale che a sua volta scorre su di un asse fisso a.

Qrizexrs (fissa) Oy1yays  (solidale) : 2,0 € a* = a = y3 = 23

E’ un particolare moto rototraslatorio in cui il moto componente traslatorio e rettilineo e
parallelo all’asse di quello rotatorio
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21 (£) = yrcosp (t) — yasinp (t),
eq. dei moti con asse scorrevole su se stesso To (1) = yysinp (t) + ya cos @ (1),

I3 <t) = T03 <t) + 3.
Ogni punto P € S si muove su di una superficie cilindrica di equazione

Tty =y Y =R
atto di moto vp(t) =Tt tw(t)x(P—-0) O€ca® T(t)=v0(t), wl(t)=pes
vp(t)=7({t)+wt)x (P—A) Aca T{)=vs(t),w(t)]a

spostamento elementare dP =dr+dp x (P—A) Aca p=¢pe3; VP

Fissata una posizione di .S gli spostamenti elementari dei moti con asse scorrevole su
se stesso che il sistema pud compiere sono oo? (1 componente di dT e de lungo e3).
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Un moto elicoidale € moto con asse scorrevole su se stesso per cui
7 ()]
o (1))

se T (t) e ¢ (t) sono vettori costanti allora il moto & detto elicoidale uniforme, cioe
sono uniformi i due moti componenti traslatorio e rotatorio.

= Cost

1.6 Teorema di Mozzi

In ogni istante in cui w(t) # 0, tutti i punti per cui la velocita € nulla o parallela ad
w (t) appartengono ad una retta « (¢) parallela ad w (t), detta asse di Mozzi o asse di
moto o di istantanea rotazione. Inoltre tutti i punti di « () hanno la stessa velocita T (),
velocita istantanea di rotazione, nulla o parallela a w (t)

vp(t)=T{t)+w(t)x (P—A) A€ca(t) T(t),w(t)] alt)
Si osservi che in ogni moto rigido
vp(t)=vo(t)+w(t) x (P—O0)
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si ha
invariante cinematico I.=vp(t) - w(t)=vo(t) - w(t) VPO
Negli istanti ¢ in cui w (t) # 0 si ha
w (1) w (1)

e ool Y e

cioe e costante la componente normale della velocita di ogni punto nella direzione di
w (t)

VP,O

()
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t : w(@)#0  vp(t)=T@)+npt) T [w() VP
vp(t) /" np(t)

asse di Mozzi
a(t) = {PES: \vp\zrjpeigl\vﬂ} ={PeS: npt)=0}={P:vp(t)=7(t)}

vp(t)=Tt)+w(t)x (P—A) Ae€ca(t) T(t),w(t)] alt) (2)

Nella le leggi di variazione nel tempo dell’asse di Mozzi a (t) e dei due vettori
T (t) ,w (t) variano da moto a moto.
e Moti traslatori = w (t) = 0 V¢

e Moti rotatori attorno ad un asse fisso a = a (t) = a, 7 (t) = 0 V¢
e Moti rigidi sfericidicentro O = O € a(t), 7 (t) =0Vt
vp(t)=w(t)x (P—0) O €alt)

con w variabile anche in direzione oltre che grandezza.
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Meccanica Razionale 2
1 Moti rigidi piani
Un moto rigido piano e un moto rigido in cui ogni piano mg solidale ad .S e parallelo

ad un piano 7 fisso (piano direttore) si muove restando sovrapposto a se stesso.

QZ’ll‘Ql’g (61) (ﬁSSO) Oy1y2y3 (’U,Z) (Solidale)

' e, u,; 1 e
£ — -
_. Q = e,
% i ¢ \ u,
Oxixoxs (€;) (fisso) : m = Oxyxs || mg, Oxs || Oys (e3 = us)

Oy1y2ys (i) (solidale) : ms = Oy1ys p € (—m,m) =211, To3(t)=0
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N 2 21 (t) = w0, (8) + yrcosp (1) — yosing (t),
LB 7 moti piani  { @ (t) =z () + yrsing (£) + yacosp (t), VP € S
P Y ¥ Y YL,
e sinyp cosp 0 7
X3 (t) = Y3,
€3 0 0 1

Ogni punto P € S descrive su di un piano || 7 una traiettoria congruente e parallela a
guella descritta dalla sua proiezione ortogonale su 7 e con la medesima legge oraria.
Allora ci si puo limitare allo studio del moto del piano ¢ sul piano fisso 7 a cui resta
sovrapposto.

71 (t) = 201 (t) +y1cosp () — yasing (),
moti piani To (1) =x02(t) +y1sing (L) +yacosp (t), VP e SNmg
X3 (t) = 0,

attodimoto  (vp(t) || 1) vp(t)=wo ) tw ()X(P—0) vo(t) | 7w t) = pes

spostamento elementare piano  dP = dO+dex(P —0) dO || 7, ¢ = pes VP

Fissata una posizione di S gli spostamenti elementari rigidi piani che il sistema puo
compiere sono oco® (2 componenti dello spostamento di O e 1 componente di dep).
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Ogni atto di moto rigido piano o e traslatorio parallelamente al piano 7 oppure e rota-
torio attorno ad un asse ortogonale a 7.
e Se dyp # 0 si hanno spostamenti elementari rotatori attorno ad un asse a L 7

drcy = dxor — dp (vc2 — 102) = 0,

1C € W53d020<:>30€7r5:{dI02=d£C02+d90(5501—3301):O>

( dx o2
xCl — xOl T )
dep
— JC € 7y : { B dxon
o2 = T0O2 + ,
dep
\ rosg = 0.
. . . dx dx
centro istantaneo di rotazione C = (:z:m — dOQ, o9 + dOl, O)
2 2

dp #0=dP =dp x (P—-C) dC=0,p=ype3 VP
Se a e una retta dello spazio solidale passante per C' e ortogonale a 75 si ha

VAcea dA=dpx(A-C)=VAc€a dA=0 a asse istantaneo di rotazione
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dP=dp x (P—A) A€a,p=ype; VP
e Se dyp = 0 si hanno spostamenti elementari traslatori (parallelam. a )
dp =0=dP =d0O VP

Al medesimo risultato si arriva considerando I'annullarsi dell'invariante cinematico (vp (t) ||
T, w(t) L m)

sew(t)=0  wvp(t)=T1(1)

sew() 20 wp(t)—wx(P—A) Aca T

I.=vp(t) - w(t)=0 VP:{

da cui si evince

sedp =0 dP = dO

sedp #0 dP=dp x (P—A) A€a vE

dP -dp =0 VP — {
Teorema di Chasles
In un moto rigido piano le perpendicolari agli spostamenti elementari passano per |l
centro istantaneo di rotazione C' che & un punto proprio se de # 0 e improprio nel
caso in cui de = 0.
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2

sedp #0 dP=dpx (P—-C)=—dP-(P-C)=0<«<=dP L (P-C)
sedp =0 dP=d0O VP = lerette | alle traiettorie formano un fascio di rette ||

Proprieta dei centri istantanei di rotazione
1.5 40 :dO=0= 0 =C

0 =dO =dp x (O —C)
— O0-0)=0<«<—=0=C
dp#0 (0—-C)|m (©-0)|dpLx —O7C)
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2.5e 4P, P, dP, =dP, =0=—=dP =0 VP

. =P =C=0=dP,=dpx (PL—P)=dp | (Ph— P)
(P,—P) |7, de L«

3.SeVP,.Py:dP,=dP,, AP : dPy; =0 = dP =0 VP

.= P,=C=dP,=dp x (PL—P;) dP,=dp x (P, — Ps)
dP,=dP, = 0=dp x|[(PL— P;) — (P — P)]=dp x (PL—P) = dp=20
dpx (PL—P)=0=dp | (PL—P), (PL—P)| 7 dpLnr

— dp=0=— dP =0

— dP =0 VP
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Esempio 8.1, Si consideri un’asta AB vincolata a muoversi lungo due guide Oz e
Oy tra loro ortogonali. Ad ogni istante il centro istantaneo di rotazione C; e dato
dall'intersezione delle normali alle traiettorie nei punti A e B.
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1.1 Diagrammi di spostamento

=

dx

dy

In un moto piano traslatorio i diagrammi delle componenti di d P sono rappresentate da
rette parallele agli assi

dr = ¢,

e P

dP = c VP(:>{

In un moto piano rotatorio | diagrammi delle componenti di dP sono rappresentate da
rette fra loro perpendicolari
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dP =dp x (P —C) VP

C centro, ¢ = ¢k i PR dv = —dp(y —yc) p
dy = dy (x — x¢)
dp x (P —C) = 0 0 dy
r—xc y—yc U

Le componenti dx dipendono solo da y e quindi tutti i punti che hanno la stessa ordinata
y (cioe che appartengono alla stessa retta y = cost) hanno lo stesso spostamento dx

dep =dxg VP,Q) €r:y= cost
Analogo discorso vale per le componenti dy

dyp = dyg VP,Q) € s:z = cost
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1.2 Centri assolutl e centri relativi

Si consideri un sistema di due corpi rigidi S = {51, S5} in moto piano rispetto al piano
fisso .

1 P P,

0

M; ed M, moto rigido piano di S ed S, rispetto al piano «

s, piano solidale ad S; sovrappostoa ™ 7g, piano solidale ad S; sovrapposto a 7
(7 centro assoluto di rotazione (5 centro assoluto di rotazione
wy = ¢k velocita di rotazione di S, wy = Yok velocita di rotazione di S,
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M5 moto relativo di S; rispetto ad Ss, cioe moto rigido piano di 7g, rispetto al piano
(fisso) 7,

(12 centro relativo del moto M5 (proprio o improprio)
wio = Yok velocita di rotazione di S; rispetto ad S

Analogamente per My

Il centro relativo C;; del moto M;; puo essere
e proprio  punto del piano solidale 7, che ha spostament nullo rispetto a 7 g,

e improprio direzione del fascio di rette parallele di direzione normale a quella di dP

Proprieta dei centri assoluti e relativi
o (1o = (Cy Wiz = —W31

e Teorema di allineamento dei centri: i centri C; e C5 (propri 0 impropri) sono sempre
allineati con il centro relativo C'»
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Esempio 8.2. Se due corpi sono vincolati in un punto A, allorasiha Ciy = A = Cy

Y1 P1 1)
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1 Grado di liberta e coordinate lagrangiane

Un vincolo e una qualunque limitazione imposta a priori alle posizioni (vincolo olonomo)
e velocita (vincolo anolonomo) di un sistema meccanico S.

In presenza di vincoli si riduce il numero (grado di liberta) di funzioni (coordinate
lagrangiane) atte ad individuare ad ogni istante la configurazione del sistema.

Punto materiale

P P
i ’ " P " P ﬁ 3
Z: Z: J. . 0 T’ )
r _ o~ 2 ) . | \(p h
n=3 (x(t),yt),z() E),pt),z())
n = (x(t),y(t) (r),e(t)
n = o (1) z(t) =rcosp(t),y(t) =rsinp ()]
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Corpo rigido
£ e
" 5 e ':3 f : w,
;e N 7 n;
\0\ fﬁ’r’%@/— \\\ o i
r. , ' \‘\'\ /
u \{ e
- : e A\ 2
Q 0/0 //_ N
s #“.\w\’ u,
e e n X

libero n =6 (55'01 (t) y LO2 (t> » LO3 (t) 7Ah1]<?1 (t) y AthQ (t) y Ah3k3 (t))
ibero n =6 (201 (1), 702 (8 203 (£) . 0 (£) 0 (1) .6 (1)

punto fisso n =3 (Ah17€1 (t) ’ Ah2/€2 (t) y Ahsk:’) (t)) (90 (t) , (t) , 0 (t))
piano n =3 (xo (t) ,yo (1), @ (1))

Sistema meccanico libero di M corpi rigidi e N punti materiali S = {S, ..., Sy, P, ..., Py}

n=6M+3N, {(zon ¢;¥i0:),i=1,. .M h=123{zpyj=1,..Nh=123}
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Analiticamente la presenza di vincoli e tradotta da un sistema di equazioni (vincolo
bilaterale) e disequazioni (vincolo unilaterale)

S libero : n gradodilibertd  z1(t),...,x,(t) coordinate lagrangiane

g; (I‘l,...,l'n,i‘l,...,i‘n,t) :0, 1= 1,...,8

fj (CCl, ...,:Un,jﬁl, ...,Zi?n,t) S 0, ] = 1,...,T

_ . Gi (T1y ooy Ty 1, ooy ) =0, 1=1,...,8

vincoli fissi , , ,

filwy, . op, @1, ., 2,) <0, j=1,..,r
Gi (1, ey, t) =0, 1=1,...;8

vincoli olonomi ,
filwy, . zn,t) <0, j=1,..,r

posizioni di confine  (Z1,...,%,) : fi (Z1,...,Tp,t) =0, j=1,...,r
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. ¥ l
TF P
r
0, < ¢ | x=1
X
X

Punto vincolato a muoversi su di una circonferenza di raggio r nel piano Oxy

z? (t) +y*(t) =, N { x(t) =rcosp(t),

n=1 ¢(t)

z(t) =0, y(t)=rsinp(l),
Punto vincolato a muoversi su di una barra mobile di equazione x = ¢ nel piano Ozy

x(t)—t =0, x(t) =1,
2 (£) =0, :>{z<t)o,

eq. di vincolo {

eq. di vincolo { n=1 y(t)
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Punto vincolato a muoversi nel semipiano di Ozy di equazione x > 0

x (t) >0, x(t) >0,
2 (t) =0, :>{Z<t)_07 n=2 (z(t),y(t))

posiz. diconfine z(t) =0 posiz. ordinaria z (t) > 0

eq. e diseq. di vincolo {

Un vincolo unilaterale comporta solo una restrizione alla regione che il sistema puo
occupare e non ha influenza sul grado di liberta del sistema.
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grado di liberta m =6M + 3N

S=4{5,....,5u, P, ... P libero _ _
15 M vy coordinate lagrangiane z (t), ..., T, (t)

S ={51,....,5u, P1,..., Py} vincolato con s vincoli olonomi, fissi e bilaterali  g; (z1, ..., ;)

e Equazioni di vincolo lineari (s < m)

m

. 00"~ soluzioni  grado diliberta n=m — s

g¢=Zaijxj+bi, 1 =1,...,s, _ _

o —> coordinate lagrangiane x; (t), ..., z, (t)
s’ = rank (aij)7 Th <t) — Th (55'1 (t),,:cn (t)), h = 1,...,8,
e Equazioni di vincolo lineari o non lineari (s < m)
Gi (T1, ey T) =0, i=1,...s 00" soluzioni  gradodiliberta n=m — ¢

, dg; —> coordinate lagrangiane x; (t), ..., z, (t)
s’ = rank Vi
Jz; () =xp (1 (t),...,2, (1), h=1,..5
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Teorema di Jacobi
Le funzioni g; siano continue con le loro derivate parziali prime in un dominio D C R"™
e sia J la matrice jacobiana

dgi . .
J:( g) 1=1,....,8,7=1,...m
aZUj

tale che

Va,= (:z:(l), o, T ) cD

0
m

Vt s = rank (392-)
(9333'

i)

allora s’ equazioni tra le s sono indipendenti e V (x(f, ey @
nel quale il sistema puo ricondursi alla forma

) € D esiste un intorno I

0
m

Ln+l = LTp+1 (371 (t) g oeey Ly (t» )
n=m—s [r,t)=x,(x1(t),...,2, (1)), h=1,..75]
T = Ty (21 (2) vy Ty (1))

Si osservi che, in luogo delle variabili =4, ..., z,, € possibile impiegare una qualsiasi

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 9

altra n-pla di variabili ¢4, . . ., g, legate alle prime da relazioni invertibili

CIZZ':in(ql,...,qn), ’I;:L...,n

guesti nuovi ed arbitrari parametri prendono il nome di coordinate lagrangiane del
sistema S.

Ad ogni scelta delle ¢4, . . ., g, corrisponde una configurazione possibile per il sistema,
cioe compatibile con i vincoli. Tuttavia, le configurazioni effettivamente assunte dal
sistema dipenderanno dalle forze agenti su di esso e dalle condizioni iniziali.

2 Spostamenti elementari e spostamenti virtuali

Sia S = {51, ..., S, P, ..., Py} un sistema libero, m = 6M + 3N e ¢ (t), ..., qn () una
m—pla di coordinate lagrangiane

r(t)=r(qa(t),..q(t) VPES (1)
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Sia Sy una posizione del sistema individuata dalla m—pla di coord. lagrangiane g;

=0
spostamento elementare dP =dr(q(t),...,qn (1)) = Z a_r dg; VP eS
— Y4ls
J=1 0
(2)
In particolare si ha
dP = dO; + dp; X (P — Ol> vPeS, 1=1,...M (3)
de :dZUjlel—i—dSCerQ—i—dingeg ] = 1,...,N

e gli spostamenti elementari di S a partire dalla configurazione Sy sono co®/+3V.
Esempio 8.2.1. Per un punto P libero di muoversi nello spazio si ha

r=xt+yj +zk = dP = dri+ dyj + dzk.
Se al sistema S sono imposti s vincoli bilaterali
Gi (1,0 x) =0, i=1,...,5 lgi (21, ..., Ty, t) = 0]

gli spostamenti elementari di S' a partire da una configurazione .S, devono essere com-
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patibili con i vincoli (spostamenti possibili)

- d9; dgi
dx ; dg; =
J o 0:1;j IS 8t S,

dgi
8@- g

dg; = dz; + dt 4)

j=1

Esempio 8.2.2. Per un punto P vincolato a muoversi sul piano z = 0 gli spostamenti
elementari possibili sono

dP = dzi + dyj.

Esempio 8.2.3. Per un punto P vincolato a muoversi sulla barra mobile di equazione
x =t nel piano Oxy si ha

Gqp=x—t=0, dgy = dx — dt = 0, , .
— — dP =dti1+ dyj.
go =2z =0, dgs = dz = 0,

La velocita di ogni punto P del sistema S ad n gradi di liberta e data dalla relazione

r—Za—%qh+—. (5)

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 12
dove le (¢, - .., ¢,) sono le velocita lagrangiane e quindi si ha

" or or
dP =idt =S | dgi+ 2., YPeS. (6)

Sia S un sistema vincolato ad n gradi di liberta, si definisce spostamento virtuale
ogni spostamento dS di S a partire da una configurazione Sy che sia compatibile con |
vincoli quali essi sono a quell’istante (¢t = t* fissato)
n

or
0P =0r =)

=1 90

5(]]', VP e S ['l" — ’I“(ql, ,qn,t)] .

So,t=t*

In presenza di vincoli fissi gli spostamenti virtuali e quelli possibili coincidono.
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Esempio 8.2.4. Si consideri un punto P vinvolato a muoversi su di una superficie o(t)
In moto

P ERE)

.--"'-r

gk
Pr:

PP’ spostamento virtuale ma non possibile
PP spostamento possibile ma non virtuale
PP" spostamento né possibile e né virtuale

Uno spostamento virtuale oS e reversibile se e virtuale anche lo spostamento opposto

—0.S.
In presenza di vincoli bilaterali tutti gli spostamenti virtuali sono reversibili
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Esempio 8.2.5. Un punto P e vincolato a muoversi nel semipiano x > 0 del piano Ozy

Il punto e soggetto ai seguenti vincoli
z =0 vincolo bilaterale x>0 vincolo unilaterale
poiche i vincoli sono fissi gli spostamenti virtuali coincidono con quelli possibili
dP =dzt+dyy dxr >0

Se il punto P occupa una posizione di confine (x = 0) allora esistono spostamenti
reversibili e non reversibili, al contrario se il punto occupa una posizione ordinaria (z >
0) tutti gli spostamenti sono reversibili.
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1 Lavoro elementare

Il lavoro elementare della forza F' applicata in un punto P corrispondente allo sposta-
mento infinitesimo d P del suo punto di applicazione e

lavoro elementare dL =F - dP

ed e positivo, nullo o negativo a seconda che F' e dP formino un angolo acuto, retto o
ottuso.

Per un sistema (discreto) di forze applicate S = {(F,, F;),i =1, ...,7} nei punti P, di un
sistema meccanico S il lavoro elementare e

szET:FZ--dR;.

1=1
Se il sistema meccanico S e sottoposto ad uno spostamento rigido dP = dO + dep X
(P —0O)siha
dL=R-dO+Moy-dp R=> F;, Mo=) (P,—0)xF, (1)
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dL = ZFi-dPi:ZFZ--[dOergox(B——O)]:Z[Fi-dOJer«-dgox(B—O)]

z 1 1=1 1=1

_ ZF d0+i[dgo-(P¢—O)><Fz‘]

1=1
— ZFZ . dO +
1=1 A

r
Y (P-0)xF
1=1
Se il sistema di forze e equivalente a zero allora il lavoro elementare dL si annulla.
La relazione sussiste anche gquando al sistema meccanico S, ottoposto ad uno
spostamento rigido, e applicato un sistema continuo di forze

- de.

S = {PF(P)),PEQ}:>dL:/(F(P)-dP)dQ:R.dOJrMO-dgo
Q

R = / P)dQ, MO:/Q(P—O)XF(P)dQ.
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Il lavoro elementare per un sistema di forze parallele S = {(P;,, F;) : F;, = fiu,i=1,.
a risultante R = Z fiw = fu non nullo coincide, qualunque sia lo spostamento infin-

itesimo d P; dell’l |nS|eme dei punti di applicazione, con il lavoro del risultante del sistema
applicato nel centro C

dL =R - dC.

1 T
Se R # 0 allora il sistema S ammette il centro C' : C' — O = ?Zfz (P,—O) con O

punto fisso
1 T T T
dO:?Zfisz- dL =Y F;-dPi=w-)» fdP;=u-fdC = fu-dC.
1=1 1=1 1=1

Si consideri un sistema di due forze direttamente opposte
S:{<P1,F>,(P2,—F)}ZF:f’LL 'LLZ’UGT‘S(Pl—PQ)

La grandezza f, comune alle due forze, va presa con il segno + o0 — a seconda che
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5

esse siano rivolte entrambe verso I'esterno (repulsive) o I'interno del segmento P, P,

(attrattive)
F \P, P oF
..... .{ % -}.i.,_._._._._._._.é...-----..-
P F _F P,
----------- L = > ks o

u

Il lavoro di due forze direttamente opposte, corrispondente ad uno spostamento in-
finitesimo qualsiasi dei due punti di applicazione P, e P,, e uguale al prodotto della
variazione di distanza dr tra questi per la grandezza f comune alle due forze (presa
con il segno + 0 — a seconda che esse abbiano carattere repulsivo o attrattivo)

dL:de, ’I“:|P1P2|

7“2 = (P1—P2>2:>27"d7“:2(P1—P2)'d<P1_P2>:>dT:u'<dP1

dL = FdP1 dPQ fu (dpl—dpg) :fu-dr.
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2 Sistemi isostaticl, iperstatici e labili

Sia S = {51, ..., Su, Pi, ..., Py} un sistema libero, m = 6M + 3N il grado di liberta e
r1(t), ...,z (t) una m—pla di coordinate lagrangiane

r(t) =1 (21 (t), . am () VP ES.

Sia Sy una configurazione del sistema, gli spostamenti virtuali del sistema a partire da
So Si scrivono
L Or

5P:Z;a—:cj

533]' VP e S
j= So

che al variare delle dx; forniscono gli oo™ spostamenti che il sistema S puo compiere
a partire da 5.
Se al sistema S sono imposti s vincoli bilaterali

gi (1, ..., Ty, t) =0, 1=1,...8 (2)

gli spostamenti possibili (compatibili con i vincoli) sono tutti e soli quelli per cui i dif-
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ferenziali 0z ; verificano le equazioni che si ottengono diffenziando a ¢ costante le (2)

0 0
o9 5w1+..+£ 0x,, =0
m (99 63:1 S, (%m S,
82 dr; =0 ¢ .. = M.rxr=0 (3)
— Ytils %, %,
= X Is oxy+ ...+ Is 0x,, =0
X (9551 SO aCCm SO
dove la matrice s x m M, e la matrice cinematica
0 9
M. = : oxr=| .
g, 9y,
T 5 0Zm

Le (3) costituiscono un sistema lineare,

nite 533]'.

a coefficienti costanti e omogeneo nelle incog-

Osservazione 1. La matrice cinematica caratterizza, attraverso il suo rango s’ =
rankM,. e in relazione ai gradi di liberta m (m > s) del sistema libero S, la statica
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e quindi I'equilibrio del sistema a partire dalla configurazione 5

grado di labilita [ =m — s >0 grado di iperstaticita ¢ =s—s >0

grado di labilita | = m — s’ = equilibrio di S in S
grado di iperstaticita ¢ = s — s’ = equazioni di vincolo indipendenti

Poiche il rango s’ di M. rappresenta il numero di equazioni indipendenti tra le s equazioni
di vincolo nelle m incognite 6x; si ha che

sel=0 (m=¢)—=dr=0<«<=fP=0 VYPcS
sel >0 (m>s')= Joo soluzioni dx =0 oppure jx # 0

sel=0 1=0 sistema isostatico
sel=0 +>0 sistema —Vvolte iperstatico
sel>0 >0 sistema [—Volte labile con 7 vincoli dipendenti
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[ =0 isostatico o i—volte iperstatico = S e in equilibrioin .5, VX, sollecit. attiva

_ assegnata S, determinare le X, per cui .S, e di equilibrio
[ >0 [—volte labile = _ : . .
assegnata >, determinare se esistono config. di equilibrio

_ _ , _ _ assegnata >, determinare le reazioni vincolari
[ =0 isostatico o i—volte iperstatico = | o
(o0’ soluzioni)
se 5y e di equilibrio determinare le reazioni vincolari

[ >0 [—volte l[abille — . o
(oc" soluzioni)
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3 Vincoli nel piano
Pendolo esterno

VA
% >
& X
coord. lagrangiane del sistema libero x4, y4, ¢ m=3 S0 5 (Ta,Ya, @)
eq. divincolo g (za,ya,0) =% +y5—1"=0 s=1
0 0 0
99 5£L‘A—|-—g 5yA—|-—g 590:O<:>fA5xA+§A5yA:O [=m—s =2
Ox 4 S, ayASO (99050 :>i28—8/:

MC:(Q_:A YA O) s’ =rankMqy =1
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S e 2 volte labile TA0T A+ Yaoys=0<= 0A-e=0 e =vers(A— O)
Cerniera esterna. Impone che sia nullo lo spostamento del punto su cui agisce: dA =
0

YA "
"1
2 —p \ VT
coord. lagrangiane del sistema libero  z4,y4,90 m =3 S0 S (74,5, 7)
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eq. di vincolo dA:O@){dxA:O ({gl(xA,yA,go):xA—fAz()) s =2

dyA:O g2 (CUAayA790> :yA_gA:O
B dry dys de _
{dm_O@MC: 1 0 0 s’:2:l._1 S e 1 volta labile
dyA:O 0 1 0 1 =10

dP = dA+ dp x (P — A)

JA — 0 —> dP = dp x (P — A) <= A centro istant. di rotazione

drp = —do (yp — ya)
_ VP € S.
{ dyp = dp (Tp — T4)
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1 Vincoli nel piano

Pendolo esterno. 6A-e=0 e=wers(A—O0O) S e 2 volte labile
Cerniera esterna. dA =0 S e 1 volta labile

g Vv A

B

*3 4

() " . >
O : - Xp X

Esempio 11.1. Si consideri un'asta AB di lunghezza L e sia ¢ I'angolo che B — A
forma con l'asse delle x

coord. lagrangiane del sistema libero x4, y4, ¢ m =3 So S (Ta, 94, P),

A= (xa,y4),B = (x4+ Lcosy,ya+ Lsinp)

A:O, d:CA:O, dyA:(),

iB=0, ~ \dep=0, dyg=0. s =4

ed. di vincolo
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eq.di vincolo <

dB=dA+dp x (B—A) = |

Me =

( d:l?A = O,
dya =0,
diIZB = 0,

dra dya
(10
0 1
1 0
\ 0 1

L dyB:O.

p

\

dep
0
0

— (yB — ya) 1
) \ o

(B — T4)

dIA:O,

dyA:O

dQZB:O =<

dyp =0

\ {dxAd
1

= 0

[=0,:=1 il sistema S e 1 voltaiperstatico.
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g1=x4—Ta=0,
g2 =ya—ya=_0,
g3 =2a+ Lcosp —xp =0,
L g4 =ya+ Lsinp —yp=0.

( dJ?A:O,

dyA:O

dv s — dp (yp —ya) =0
 dya+dp(xp—x4) =0

\

ya  dy

0 0 \

1 0 s =3
0 —Lsingp

1  Lcosyp



Meccanica Razionale 4

Carrello bilaterale. Impone al punto su cui agisce uno spostamento parallelo alla retta
di scorrimento

ayen

dA-§ =0 dA-i=0 JA-e—0

v A
A

0

dA-7 =0=dys =0 dA-1=0=dxy =0 dA-e=0=drycosa+ dyssina =0

_ [ dza dya dp _ [ dza dya do _( dza dya dp
MC_(O 1 0 ) MC_(l 0 0O M. = cosa sina 0

L'equazione dx 4 cos o+ dy 4 sin o = 0 che traduce il vincolo carrello e la stessa di quella
del vincolo pendolo. In tutti I casi, si ha

m=3,s=s=1= (=2, 1=0) S e 2 volte labile.
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Esempio 11.2. Si consideri la trave AB vincolata con carrelli bilateraliin A, B e C

. 2 2 A 2 2
deas e Y2 V2 g e V2 V2
2 2 2 2
dA-r =0, \@/2d:6,4+\/§/2dy,4:0, dx s+ dys = 0,
dB -7 =0, <= < dyp =0 < ( dyp =0 s=3

dC - s =0 —V2/2dxc + V/2/2dyc = 0. —dze + dye = 0.
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dx g+ dys =0,
dP = dA+dp X (P—A)= < dysa+dp(xp—x4) =0
[dza — do (yo — ya)] — [dya + do (xzc — z4)] = 0.

dx 4 + dyA = 0, d:fA d?iA d(;p

S < dys+ L/3dp =0 = My = s’ =3
0 1 L/3
dr s — dys — Ldp = 0. 1 T

l=m—5=0, i=5—5=0 trave isostatica
La trave e in equilibrio come poteva verificarsi con la teoria dei centri

301,022d01=d0220$dpzo VP.
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Doppio pendolo. Vincola il punto su cui agisce ad avere spostamenti traslatori nella
direzione ortogonale a quella dei pendoli

L A

0 - g {dA-j:O, {dA-z:O,
dA-e=0, de=0 dep =0, de =0,
dA - e =0, dxgcosa + dyssina = 0, B
{dgo=0, @{dgoz(), § =2
drs dya dy
= Mco=| cosa sina 0 s =2=1=1 ¢=0 1 voltalabile
0 0 1

Il vincolo doppio pendolo equivale al vincolo pendolo agente su due punti distinti A; e
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Ay

dAQ = dAl + dQO X (AQ ~ Al)

{dAl'BZO,
=
dAQ'e:dAl'e+d(PX(A2—A1)'e

dAs - e =0,
dP =dA+dp x (P — A)
= dp X (A3 — A1) -e=0
& [(Ay—A) xel-dp=0=dp =0

dP = dA,;, VP B
= dA; e =0 =dP-e=0 VP

Poiche il vincolo doppio pendolo induce un atto di moto traslatorio il centro istantaneo
di rotazione C' e improprio e coincide con la direzione e del doppio pendolo.
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Esempio 11.3. Si consideri la trave a 1T’ in figura vincolata con un pendolo in B e con
un doppio pendolo in A

0 >
coord. lagrangiane x 4,94, ¢. m =
equaz. di vincolo
(dAJ:O’ rdyA: ) (dyA: ’ (dyA: )
de =0, dp, =0, dp, =0, dp, =0,

| dB-1=0, | dzp =0, | dxa —do, (yp —ya) =0, | dzy =0,
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dZIZAdyAdQOZ
10 1 0 ;L [=0 . .
My = 0 0 1 3_3_3:2.20 S e isostatico
1 0 0

Doppio-doppio pendolo. Vincola il corpo rigido ad avere solo spostamenti traslatori

VA

0 : >
dP = dA,YP (dp = 0)
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[ dxa dya do, . [ =2 . :
Mo = 0 0. 1 8_1:>z':0 S e 2 volte labile.

Esempio 11.4. Analisi cinematica delle travi in figura

m=3,8 =1,

Ya

11

A A A

! H

E | B

| 0 £ 5 L 1

coord. lagrangiane x 4,9y, ¢. m =3

equazioni di vincolo
dip, =0, dip, =0, de. =9,
dyp = 0 drp =0 dip =0,

YB ; B ; dyp = 0,

Ingegneria Edile-Architettura
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_ dra dya de, _ _
do. =0 o 0 1 s =2 '=1" 541 volta labile
dyp = 0, 0 1 0 s =2 1 =0
Poiche dP = dA VP e dyg = 0 si hache dyp = 0 VP e gli spostamenti virtuali
dipendono da dx s e il centro € improprio nella direzione dell’asse y

B dx 4 dyA dQOZ _ —
dp, =0, Mc=10 0 1 o - l -1 S e 1 volta labile
dZIZ‘B — 07 1 0 0 s =2 1 =0

Analogamente in questo caso si hache dzp =0 VP e gli spostamenti virtuali dipen-
dono da dyp e il centro e improprio nella direzione dell’asse x

dip, =0, g:EA (C)lyA il% s =3 =
dep =0, Mqo= L0 0 O P 0 S e isostatica
dyB — 07

0O 1 0
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Incastro (esterno). Vincola il corpo rigido ad avere spostamento nullo

YA
X
O '
dP =0, VP
dry =0, dra dys dp, m =3
1 0 0 [=0 N .
dys =0, M= s =3 : S é isostatica
0O 1 0 ) 1 =10
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Esempio 11.5. Analisi cinematica della trave vincolata con un incastro in A e un car-
relloin B

coord. lagrangiane x 4,94, ¢. m =3
equazioni di vincolo

(dA=0, (dra=0, [ drs=0, (dra dya de. )
d o dyA:O, dyA:O, 1 0 0
9T ol dp, =0, o4 dp. =0, Me=]o0 1 o0

0 0 1
dB - j =0
\ J | dyp = \dyA—kdng(a:B—a:A):O \O 1 L )

. e 1 volta iperstati
O e o1 S e 1 volta iperstatico
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Cerniera interna. Vincola i punti A’ € S" e A” € §” su cui agisce ad avere lo stesso
spostamento

VA

dA"—dA" =0

SihasS=5uUS"equindim=6 xa, ya, ©1,, Tar, Yar, P,

_ dx A dyA’ dgp 1z dx A" dyA’ ! d§02z
dA' —dA" =0 & { 3“’_3“”__8’ Me={1 0 0 -1 0 0
ya — dfar =1, o 1 0 0 —1 0

s=2,8=2 l=m—s=4i=s—s =0 S é4volte labile
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Esempio 11.6. Analisi cinematica della struttura vincolata con un cerniera esterna in
A e una cerniera interna in B

YA

O

S=5'US" m=6 x4, ya, 1., T, Ypr, P2,
eq. di vincolo

( d:L’A = 0,
dA = 0, dyA = O,
S s=4
dB' — dB" = 0, dxs — dyy, (yp — ya) — dxp =0,
| dya +dpy. (xp — x4) — dypr =0,
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(da:A dya dpq,
1 0 0
0

S
|

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Vincoli nel piano

1.1 Teoria del centri e analisi cinematica in moti piani

Si vuole utilizzare la teoria dei centri per determinare il grado di labilita [ e quello di
Isostaticita ¢ di una struttura.

In ogni spostamento rigido piano rotatorio (de # 0) si ha

VPeS dP=dpx(P—-C) (Ccentro= (z¢,yc,dp.) = spostamenti elementari
o 3C1,C5 : C1 # (5, dCy =dCy,=0=dP =0 VP =0

o JIC :dC1 =0 =1 (dp,)

eSeénotalarettar:Cer—=1=2 (x¢,dyp.)oppure (yo,dy,)

e In tutti gli altri casi in cui non si hanno informazioni sul centro C' =3 (xo,yc,dp,)
Noto [ dalla teoria dei centri, m = 3 ed s noto dalle equazioni di vincolo, si hal

m—s=I1l—i=i=[01—(m—2s)

L il=m—-—¢ i=s—4¢
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Se S=5US;, m=6eseicentri assoluti C', Cy e quello relativo C5 sono allineati,
allora S & labile e si ha?
o 1C1, (o, Cho =1

VP € Sy, =— dP & noto dal moto di S; eda (e Cys

e 1C5, C1y =2 (x¢,dp,) oppure (yo,,dy,,) : C appartenga alla retta per C; e
C'12

e () [ = 4 poiche rispetto al caso precedente devono assegnarsi anche le co-
ordinate di (5

edCedéenotalarettar :Cper=1=3
Noto [ dalla teoria deil centri, si ha

m—s=l—t=i=101—(m—2s)

2 012 : de = dgol X (012 — Cl) — d(,OQ X (012 — CQ) =0 = dcp1 X (012 — Cl) = dQDQ X (012 — CQ)
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1.2 Vincoli interni
Cerniera interna. dA’ — dA” =0

vA

Cpr=A [ =4 Ci=AChr=B [ =2

Esempio 12.1. Si consideri il sistema di tre aste con una cerniera interna nel punto A

VA

A.]:A_]:A{

0 > %
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S = Sl U SQ U S3 m =9 LA, YA,y Pl LAy YAy Por s LAz, YAs, P3z

( dZUAl — dCCA2 — O,
dAl = dAQ, dyAl — dyA2 = O, o
{dAlszg, “ dea —deg, =0, 5774
. dyAl o dyA:s — 07
( dxz‘h dyA1 d(plz dx/b dyA2 d902z dxAg dyA:a dSOSZ \
1 0 0 —1 0 0 0 0 0 I_&
M¢=|(0 1 0 0 =10 0 0 0 s'=4 i B o, O Vvolte labile
1 0 0 0 0 0 —1 0 0 B
\0 1 0 0 0 0 0 -10 |

In generale per una cerniera interna in cui convergano /N aste risulta

o o _ _ _
s:s’zz(N—l):>l._m ) 3N —2(N 1><:> l V2
i=s5s—5 =0 1 =0
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Una maglia triangolare e un sistema costituito da tre tratti di trave collegati, in gen-
erale, da cerniere interne.

Una maglia triangolare e un sistema rigido in quanto i tre centri relativi (C3, C2, Ca3),
coincidendo con le tre cerniere, sono non allineati.

B’=B=B” yA

CJJ=C=CJJJ

AJ=A=AJJJ

Analisi cinematica
Coordinate normali: x4, ya4, 1, TB,YB,¥2, Tc,Yo, s € quindim =9.

Equazioni di vincolo: s =6

cernierainternain A: dA'—dA" =0 (dey —dzaw =0,dysy — dysw = 0)
cernierainternain B: dB'—dB" =0 (dxp —dxp =0,dyp — dyg = 0)
cerniera internain C': dC" —dC" =0 (dzcr — dxerw =0, dycr — dycm = 0)

Ingegneria Edile-Architettura
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(dua — [doe — dos (ya —yo)l =0,  dya — [dyc + dos (x4 — x¢)] = 0,
[dxa —doy (yp —ya)] —dep =0, [dya+dy, (xp —x4)] — dyp =0,
| [dxp — doy (Yo — yp)] — dre =0, |dyp + dp, (vc — xB)] — dyc =0,

( dra dys  dpyy;  dep dyp  dypsy;  dxe dyc dps.

'\

10 0 0 0 0 10 ya—uye
0 1 0 0 0 0 0 —1 — (24— ac)
Me=| 1 0 —(yp—ya) =1 0 0 0 0 0 s =6
0 1 TR — TA 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 —(yo—yp) =1 0O 0
\ 0 0 0 0 1 wc—xzp 0 -1 o )

Pertantol =m — s’ =3ei=s— s =0 e la struttura & 3 volte labile.

Nel caso in esame, essendo i centri relativi non allineati non sono possibili spostamenti
relativi tra le aste.

Per questi tipi di struttura si puo introdurre il concetto di labilita interna (" come indice
dei possibili spostamenti relativi tra | corpi costituenti il sistema, indipendentemente
dalla presenza di vincoli esterni.
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Per un sistema meccanico piano costituito da /N travi collegate mediante vincoli interni
si ha

[ =1-3 (1)

m, | osservatore in un sistema di riferimento fisso

m! [ osservatore in un sistema di riferimento solidale ad una delle travi

m"™=3(N—-1), ["=3(N-1)—-s=0BN-5)—-3=1-3.
Pertanto da (1) ne consegue che
[ = () = sistemarigido <= 1[=3.

Quindi se [ = ( la struttura & detta internamente isostatica, analogamente ["* > (
definisce una struttura internamente iperstatica.

Se si considerano strutture ottenute a partire dall’unione di maglie triangolari si otten-
gono ancora sistemi internamente isostatici.

Inoltre, per la si ha che l'aggiunta di tre vincoli esterni semplici rendono il sistema
globalmente isostatico.
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Carrelli e pendoli interni. Un carrello interno vincola il punto di contatto A dei due
corpi rigidi ad avere spostamento relativo parallelo alla direzione della retta di scorri-
mento

YA

0

=Y

(dA" — dA") - e = 0
S=5US" m=6 LA, YA, Pz LA, YA", P2 BZCOSCE’I:—l—SiHCVj

(dzxa — dxar)cosa+ (dyy — dyar)sina=0 s=1

dey dyay do, dea  dya  des, , =95 olte labile.
Mo = . : s=1 1=0
COS & SIn o 0 — COS (¥ — Sln « 0
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Esempio 12.2. Analisi cinematica delle due travi in figura con un incastro in A un
pendolo interno in B e una cerniera in C

0

=\ J

stlLJSQ m =20 LA, YA, P10 Oy YO, P2y
( dl‘A:O,dyA:O,

( J— JR—
dA =0,dp, =0 zg‘l _:OO’ dya =9, dipy. =0
(dB' —dB")-j =0 < ¢ dy;_dyBH:O & |dya+dey, (rp — x4)] s=06
dC =0 e =0, dye = 0 — [dyc + dp,y, (xp — xc)] =0

L d.CUC:O,dyC:O
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1

o O O OO

Ingegneria Edile-Architettura

0

OO )R O

(d:vA dys dy;, dzrc dyc dp,,

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0
rg—x4 0 =1 —(xp—x0)

0 1 0 0

0 0 1 0

Isostatica
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Doppio pendolo interno. Un doppio pendolo interno vincola i corpi rigidi su cui agisce
ad avere spostamenti relativi traslatori perpendicolari alla direzione dei pendol

VA o

O

QS
~Y

S=58US" m=6 xa, ya, 01, Tar, Yar, o, e = cosat+sinajg

{ (dA"—dA")-e=0 N { (dx g — dx gv) cosa + (dy g — dyar) sina = 0,

dpy — dpy =0 dipy, — dipy, =0, l=4
dSIZA/ dyA/ nglZ dZIZA// dyA// ngQZ _9 1=20
Mqc= | cosa sina 0 —cosa —sina 0 S,__ 5 4 volte labile.
0 0 1 0 0 -1 ° T
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(dA' = dA")-§=0
dp; — dpy =0

dZUA/ — dZCA// = 0,
dgplz T d902z — O:

dZIZ'A/ dyA/ dgplz dl’A// dyA” d§02z
Me=| 1 0 0 -1 0 0
0 0 1 0 0 -1

(dA"—dA") -3 =0 o
dpy — dpy =0

dya — dyar =0,
dgplz o dgp2z — 07

dra dya dey, dra dyar de,
Mo = 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 0 -1

Ingegneria Edile-Architettura
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Doppio-doppio pendolo interno. Un doppio-doppio pendolo interno vincola I corpi
rigidi su cui agisce ad avere spostamenti relativi traslatori

YA

0

=Y

dpy, —dpy, =0

Mo = (dm dyy doy, dxan dyar d¢2z> s—5 =1 i: O 5 volte labile.

0 0 1 0 0 -1 , =0
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Incastro interno. Un incastro interno comporta lirrigidimento dei due sistemi compo-
nenti .S

YA

A’ ‘4

(0]

=Y

dx y — dx g = 0,
dyy — dys» =0, s=3
dgplz o dQDQz — 07 -
dr g dya doy, dra dyan dps, i ; 2 3 volte labile.
M, = 1 0 0O -1 0 0 J 3

0 1 0 0o -1 0
0 0 1 0 0 -1
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Esempio 12.3. Analisi cinematica delle due travi in figura con una cerniera in A un
incastro interno in B e un carrello C

YA

_‘B C

QS

S231USQ m =0 LA, YA, P12 TCy YO, P2,
( d:UA:O,dyA:O,

dAZO d.CCB/—d.CCBH:O
dB' = dB",dp, = dp, < < dyp — dyp =0
dC -3 =0 dpy, — dpy, =0

\dyCIO
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I\

dpy, — dpy. =0
L dy(j =0
d.I'A dyA d@lz

I 0 0 0

0 1 0 0

Me=| 1 0 —(yp—ya) —1
0 1 I — TA 0

0 0 1 0

K 0 0 0 0

Ingegneria Edile-Architettura

( dQS‘A = O,dyA = O,
[dxa — doy, (yp — ya)] — [drc — doy, (Y — Yo
[dya +dpy, (xp — x4)] — [dyc + dpy, (x5 — 20)]

dx C dyC' d@Qz

0 0

0 0

0 0
—1 —(xp — x¢)
0 —1

1 0

=0
=0

s=20
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1 Equazioni cardinali della statica e principio del
lavori virtuali

1.1 Statica di un punto e di un sistema discreto di punti liberi
Assegnata la legge di forza F (r, 7, t), 'equazione fondamentale della dinamica del
punto libero e

mi = F, (r, 7 t),

mzZ=F,(r,rt).
e il problema fondamentale della dinamica e determinare il moto assegnata la legge
di forza F'.

Ognuno degli oc® moti possibili & individuato univocamente assegnando le condizioni
Iniziali per la posizione e velocita di P all'istante iniziale ¢,

z (to) = w0,y (to) = Yo, 2 (to) =20 @ (o) = Zo, Y (fo) = Yo, 2 (fo) = 20 (2)
La statica del punto libero ha per oggetto la ricerca di condizioni necessarie e suffici-
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enti per la quiete del punto P.
Un punto P, soggetto alla forza F' (r, 7, t) e in quiete nella posizione P* se e solo se

vt F (r*0,t) =0,
{ r(0)=r*, #(0)=0. )

Si supponga che il punto vincolato P sia in quiete nella posizione P* (consentita dai
vincoli) sotto I'azione della forza attiva F (r, ,t), si postula che & sempre possibile
sostituire ogni vincolo al quale P e soggetta con una forza ®, detta reazione vincolare,
senza che cio alteri lo stato di quiete o di moto del punto P.
Un punto P vincolato si comporta come un punto libero soggetto alle reazioni vincolari
oltre che alle forze attive
mi = F, (r, 7 t)+ &,
mi=F (r,7,t)+ ® my = F, (r,7,t) + ,, (4)
mzZ=F,(r,7t)+ ..

Il sistema (4) non e sufficiente da solo a determinare il moto di P in quanto contiene le
sei funzioni incognite = (¢) ,y (t), 2z (t), ., ,, D..

Condizione necessaria e sufficiente affinche il punto P soggetto a vincoli fissi si trovi in
equilibrio nella posizione P*, consentita dai vincoli, sotto I'azione della sollecitazione
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attiva F (r, 7, t) & che i vincoli siano capaci di esplicare una reazione vincolare ® tale
che

vt F (r*0,t)+® =0,
{ r(0)=r*, #(0)=0. Q

Per determinare condizione pure di equilibrio e necessario stabilire quali reazioni
vincolari @ possano esplicare i particolari vincoli imposti a P (leggi dell’attrito).

Ad esempio se P e vincolato a muoversi su di una superficie o liscia o priva di attrito
si ha che essa puo esplicare su P in equilibrio su ¢ tutte e sole le reazioni vincolari
(P, ®) normaliao.

Sia S ={P, ..., Py} un sistema di N punti materiali P; liberi di massa m; ciascuno dei
quali e soggetto al risultante delle forze esterne F'; e interne f,

Per il principio di azione e reazione le forze interne sono un sistema equivalente a zero
N

N
Zfi:() Z(Pi—())xfi:O (7)
i=1

1=1
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allora dalla (6) si hanno le equazioni cardinali della meccanica

( N N
E m;a; = E Fz‘;
i=1 i=1
N

N
(P,—0) xmia; =Y (P,—0)x F,
\ =1 1=1
che non contengono le forze interne.
Se il sistema S e in quiete dalle (8) si ottengono le equazioni cardinali della statica

(N

(8)

{RW+R@_Q
M+ MY = o,

()

I
—N—
=
Oz <
I |
o QO

Fi 07
1
(PZ—O)XFZ:O,
1

b

\

Le equazioni cardinali della statica per un sistema S di punti materiali costituiscono
solo una condizione necessaria per I'equilibrio di S in una configurazione 5.
Per un sistema S vincolato le (9) forniscono una condizione necessaria per I'equilibrio
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a patto di considerare tra le forze esterne sia quelle attive che vincolari

{ RY + RWY =0,

10
MY+ MY =o. (0

Piu in generale, le equazioni cardinali della statica (9) sono una condizione necessaria
e sufficiente per I'equilibrio solo se riferite ad un solo punto materiale o ad un solo
corpo rigido.

Il sistema libero o vincolato .S e in equilibrio nella configurazione S, se e solo seﬂ

R“ =0, Wt Vi=1,.,N. (11)
dove se S & vincolato R\ = R\” + R".

1.2 Statica del corpo rigido e di un sistema di corpi rigidi

Sia S un corpo rigido libero o vincolato (a vincoli fissi) soggetto ad una sollecitazione
esterna ©(¢) e sia S, una configurazione del sistema compatibile con i vincoli.
Sy & una configurazione di equilibrio per S se, sotto I'azione di (9, il sistema S

L Le (10|D devono valere per ciascun punto P; e quindi scegliendo O; = P, si ha che M(Oe) = 0.
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permane in S, per ognit > t, se vi e inizialmente posto con atto di moto nullo.
Sy € una configurazione di equilibrio per S se e solo se valgono le
R =0, {R()JrR()

Equazioni cardinali della statica { () =

0, 12
MY o, (12)

MY+ MY =0,

conR“ e M(Oe) corrispondenti alla configurazione S, all’atto di moto nullo e al generico

istante t > ¢, e (¢ = ©(@) 4 ),

e Determinazioni di condizioni “pure” di equilibrio per S

e Calcolo delle reazioni vincolari in condizioni di equilibrio (caratterizzazione completa
della sollecitazione esterna cui e sottoposto S e determinazione dei cimenti a cui

sono sottoposti i dispositivi che realizzano i vincoli)
Condizioni di equilibrio per un solido S libero

R“ =0
{ @ _ (13)

da cui si evince che lo stato di quiete di S nella configurazione S, non e alterato se a
»(@) sj sostituisce una sollecitazione ad essa equivalente.
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Condizioni di equilibrio per un solido S soggetto a vincoli fissi

(a) (v) _
{ Y (14)
M5 +M, =0,

cioe S e in equilibrio in S, se tra le reazioni vincolari esplicabili su S (in quiete in Sy) ve
ne sia almeno una soddisfacente per ogni t e per S = 5y la (14).
Analogamente al caso di un sistema di N punti materiali, se S = {51,...,5y} € un
sistema di M corpi rigidi le equazioni cardinali della statica (12) forniscono solo una
condizione necessaria per I'equilibrio di S in una configurazione 5.

Per S = {51, ..., S} libero o vincolato la configurazione S, € di equilibrio se e solo se
valgono le ECS per ciascun solido

R"” + R\ =0,

Mg + My =0,
e Le ECS (15) valgono sia per vincoli lisci che scabri.

Vi=1,...M Vt. (15)

e Dalle ECS (15) si perviene a condizioni pure di equilibrio procedendo, caso per caso,
alla eliminazione delle reazioni vincolari.
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e Se i vincoli sono lisci e possibile pervenire facilmente a condizioni pure di equilibrio
mediante il Principio dei lavori virtuali (PLV).

1.3 Sistemi a vincoli privi di attrito
Sia S un sistema meccanico vincolato a vincoli lisci.

v semnispazio 7T

SLW =@ .4P > 0

piano tangente

semispazio 27

e S = {(P,m)} vincolato a muoversi su di una superficie liscia . Allora ad ogni istante
t la reazione vincolare ® e ortogonale allo spostamento virtuale o P e quindi si ha

5L =& .6P =0. (16)

e S = {(P,m)} appoggiato ad una superficie liscia o, cioé vincolato a muoversi su ¢ 0
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nel semispazio 2*. Allora ad ogni istante ¢ ogni spostamento virtuale 6 P forma con
la reazione vincolare @ un angolo acuto o retto e quindi si ha

SLW =& .5P > 0. (17)

In generale, in ogni sistema di solidi vincolati S, a vincoli olonomi e lisci, il lavoro virtuale
5 L") della sollecitazione vincolare ©(*), proveniente sia dal contatto di S con ostacoli
esterni che dal mutuo contatto dei solidi costituenti .S, verifica le relazioni

SLW >0 V§S

SLW =0 V35S reversibile
e La (18), e una diretta conseguenza della (18);

SLW) =& .55 > 0
SLW =& .- (=§55) >0

(18)

5S reversibile = — 5L =0

e Se S non ha vincoli unilaterali, ogni spostamento virtuale & reversibile e quindi X()
verifica in ogni caso la relazione (18)-.

e La (18); nel caso di vincoli dipendenti dal tempo non é verificata per ogni sposta-
mento possibile.
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Si consideri, ad esempio, un punto P appoggiato ad una superficie liscia o(t)

PJJJ

G(V

} spostamenti possibili e virtuali, —

PP
PP///

SLW =& . 5P =0,
SLW) =& . §P" >0,

PP" spostamento possibile ma non virtuale = 4JLY =& .5P" <0.
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1.4 Principio dei lavori virtuali
Si consideri un sitema meccanico S = {5, ..., .S,,} a vincoli olonomi e lisci
(a) (a) (a)

g. - Zz’ - Rz’ ) MO-

Sl R Mg

)

Una configurazione .S, del sistema S, a vincoli olonomi, fissi, lisci o scabri e di equilibrio
se e solo se i vincoli sono capaci di esplicare una sollecitazione vincolare soddisfacente
le ECS

1

R(a) + R(U) =0,
za) (v) i=1,---,n Vt eperS =25 (19)

Lavoro virtuale della sollecitazione attiva ZZ(.@) e vincolare X

spostamento (rigido) virtuale 6P, = 6O; + dyp; x (P; — O;)

o 5L =R - 50, + My - 6,
5L =R - 50, + M) - 5,

(v

1

) agente su .S; per ogni
1=1,---.,n (20)
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Lavoro virtuale della sollecitazione attiva ©(* e vincolare X(") agente su S per ogni
spostamento (rigido) virtuale 6P =60 + dp x (P — O)

SLO + 510 = 3 (5L§a> + 5L§“>) =y (RE“) + R§”)) 00+ ) (M(O) + M(Ovi)) 0
i=1 i=1 =

(21)
Pertanto, se S e a vincoli olonomi, lisci e fissi e Sy € una configurazione di equilibrio
per S

SLW 4+ 5LW) =0, perS =S, (22)
e dalle (18) si ottiene

LW <0, V58
SLW =0, V&S reversibile

Condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema S di solidi vincolati a vincol
olonomi lisci e indipendenti dal tempo sia in equilibrio in una configurazione S, e che

(23)
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per ogni spostamento virtuale 05 eseguito a partire da S, sia

LW <0, V6S

L =0, V&S reversibile
e La (24), e una condizione di equilibrio pura.

(24)

e Se il sistema e a vincoli bilaterali ogni spostamento virtuale e reversibile e quindi vale
la (24 9.

Principio di Torricelli

Condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema pesante .S di solidi vincolati

a vincoli olonomi, lisci e indipendenti dal tempo sia in equilibrio in una configurazione

Sy € che il baricentro GG di .S non sia suscettibile di abbassamenti per effetto di alcuno

spostamento virtuale di S eseguito a partire da Sj.

5L =p-6G<0<=p oG >90° (25)
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1.5 Condizioni di equilibrio per un solido S

Siano Y@ |a sollecitazione esterna attiva che agisce su S, corrispondente all’atto di
moto nullo, e R e MSL) Il risultante e il momento risultante rispetto al polo O.

SP=580+35px(P—0), YPcS (26)

SLW =R . 50 + MY - 5. (27)

Per i sistemi a vincoli olonomi, fissi, lisci e bilaterali, Sy € una configurazione d’equilibrio
se e solo se

SLW =0 <= RYW .60 +MY" .60 =0 Vi3 (28)

1.5.1 Corpo rigido libero
Ogni spostamento virtuale .5 di S a partire da S, si ottiene da

0P =060+ dp x (P —0), (29)
con 00 e Jdp del tutto arbitrari.
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Allora, Sy € una configurazione d’equilibrio se e solo se

. R = 0.
SLW =R .50 + MY - 60 =0 V80, 5¢ { (30)

1.5.2 Corpo rigido con un punto fisso O

Ogni spostamento virtuale 5 di S a partire da Sy € uno spostamento rigido sferico di
centro O

0P =d6p x (P—0), (31)
Allora, Sy € una configurazione d’equilibrio se e solo se

SLW =MY . 6p=0 Vs = MY =0 (32)

1.5.3 Corpo rigido con un asse fisso r

Ogni spostamento virtuale 05 di S a partire da .S, € un’arbitraria rotazione infinitesima
attorno all’asse r, scelto O € r si ha

0P =60p x (P—0), condy| versr (33)
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Allora, Sy € una configurazione d’equilibrio se e solo se

SLW =MW . 6o =0 Vop | versr

SLY = 5| MY - versr = || M =0 V|5

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Analisi statica: equilibrio e reazioni vincolari

Sia S un sistema vincolato a vincoli olonomi, bilaterali, lisci e semplici

eq. divincolo  g; (z;,yi, 2, 1) =0 i=1,..,s

contatto puntuale (A;, ®,) regione di contatto  ((A;, ®;),T

reazione vincolare ®; = X VQZ"AZ- i=1,...,s
1=1 1=1

In presenza di vincoli olonomi, unilaterali, lisci e semplici

diseq. di vincolo Vi (Tisyiy zint) <0 1=1,...,7
posizioni ordinarie v, (x;,y;, z;,t) <0 ®;, =0
posizioni di confine v, (x;,y;,2;,t) =0 ®; =Y; Vv,

SLWY) = Z ®,-0B; = im% > 0.
1=1 1=1

Ingegneria Edile-Architettura

BZ' 7/:17...

i)



Meccanica Razionale 3

SLW) = ZX . 8g; + Z Yioy; >0 VoS

1=1 1=1
SLW = ZXi - 8g; + Z Yioy; =0 VoS reversibile
1=1 1=1

Sia S = {51, ..., Sy} un sistema di N corpi rigidi vincolati a vincoli olonomi, lisci, fissi e
bilateral

q; (ZCZ',yZ',ZZ') =0 1= 1,...,8 (I)z:Xz VQZ'

Az' 7/:1778

La configurazione S, per S e di equilibrio se e solo se valgono le ECS per ciascun
solido

1

@ B _
AR =0 i N W (1)
MY+ MY o,

Le (1) sono un sistema di m = 6N equazioni lineari nelle incognite reazioni vincolari

X =(Xy,...X,)"
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e quindi puo scriversi nella forma matriciale

matrice statica Mg [m, s

(a) (a) g
termini noti f = (RlxaﬂwMNz)

MsX +f =0

La matrice statica coincide con la trasposta della matrice cinematica Mg = M/,.

Allora, Mg = M/, =rankMg =rankM¢ = s/, postol =m — s',i = s — s’ si ha

e/ =0, =0 S e isostatico e quindi in equilibrio in Sy, le ECS sono soddisfatte e
ammettono una ed una sola soluzione;

e/ =0,7>0 S e volte iperstatico, e in equilibrio in .Sy, le ECS sono soddisfatte e
ammettono oo’ soluzioni;

e/ >0,1=0 S elvolte labile.
Se Sy e diequilibrio le ECS sono soddisfatte e ammettono una ed una sola soluzione.

Se Sy non e di equilibrio le ECS non sono soddisfatte.

e/ >0,2>0 S elvolte labile con ¢ vincoli dipendenti.
Se S & di equilibrio le ECS sono soddisfatte e ammettono oo’ soluzioni.
Se Sy non e di equilibrio le ECS non sono soddisfatte.
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1.1 Reazioni dei vincoli nel piano
Considerando vincoli olonomi, lisci, fissi e bilaterali si ha

(A, ®,),T4)  dLW =0 VdS

dP =dA+dox (P—A) = dLW) =&, -dA+T,-dpo=0 VdA,dy

Cerniera esterna dA =0
YA

0

=Y

(A, ®4),T4)  dLWYW = ®4-dA4+T4dp =0 VdS = Tadp. =0 Ydp, =T4. =0

(I)A:(I)AI’I:—I—(I)ij r,=0
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Esempio 1. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

Y

Hj2

A

0

Analisi cinematica

m =3, TA YA P,
( dQZA — 0,
dyA:O,

dry — Hdp, =0, Me

L dya+ Ldp, =0,
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P 1 volta iperstatico



Meccanica Razionale

Analisi statica
(C,F1)205<$A,yA—|—H/2), F1:F1’i

(D,Fz)DE<J}A—|—2/3L,QA—|—H),F2:—F2]
<A7@A>:AE(IA7yA>7 (I)A:(I)Ag;'&‘l_q)/ly]
(B,@B)ZBE(SCA—I—H,?JA—I—L), (I)B:q)Bajz—l_q)Byj
( a v
R(a)+R(U):O Rz(l:)_'_R:(U):O’ F1+®Ax+q)Bx:OJ
@ g g = B AR =0, =q —F ot $ayt @y =0,
a4 T M =0 MY MY =, —~H/2F, — 2/3LF, + L®p, — HOp, = 0,
dr g d d
( -717/1 gA 80 \ (I)Ax q)Ay CI)Bx (I)By
Mo = 0 1 0 Mg = M} = (1) (1) (1) (1) rankMg = s =3
1 0 —H
\O | L) 0O 0 —H L
1 H H H 2 H
1 . .
soluzioni ®y4, = —Sp,—Fi, Oy, = -Fr——F——bp,, g, = —F+-Fr+—Pp,
o0 A B 1 @Ay = g5 = Pes Py 2L1+32+LB
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Carrello e pendolo esterno dA-5 =0,dA-1=0,dA-r =0

VA

0

»
X

(A, ®,4),T4)  dLYW =& dry+ Paydya+ Tazdp, =0 Vduy, dya,de,

dA-j = 0= dL"Y) = ddag+Tadp, =0 Vday,dp, = ®4=daj, Ts=0
dA -1 = 0= dLYW = ®,dys +Tadp, =0 Vdys,dp, => ®4 =Dy, Ty1=0

dA =dA| +dA, dAyj||r dA, L r=[dA-r=0<+= dA=dA,]
dL(U) :(I)A~dA—|—I‘A-dQOZ(I)AJ_CZAJ_—FFAZCZQOZ:O \v/dAJ_,dQOZ:>(I)AJ_:0, FAZ:O

(I)A:(I)A’r‘, FA:O
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Esempio 2. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

YA F,

[ J

Analisi cinematica
m =3, Taysp, A=(ra,ya),B=(va+L,ya+ H) dA =0,dB -1=0

_ dra dya dy
dwa =0, 1 0 0 s=3 _1=0 .
dys = 0, Mc = 0 1 0 S i Isostatico
dxy — Hdp, =0, L0 g B B
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Analisi statica

(C,F1)205<$A,yA—|—H/2), F1:F1’i

10

(D,F3): D= (xa+2/3L,ya+ H),Fy=—Fpj
(A, P4): A= (a,y4), Pa=Dst+Dyyj
(B,(I)B>ZBE(SCA—|—H,yA—|—L), (I)B:q)Ba;i
( a v
R+ RW — . R%;+R%§:O, B+ 4y + Ppy =0,
M@ g g = By R =0, = ~Ft P =0,
A + A — Y kMIElC’LZ)_i_MIEfJZ):O? —H/2F1—2/3LF2_H(I)Bg;:0,
dxA dyA dg@ (DA;I; (I)Ay CI)B:‘[J
Me (1) (1) 8 Mg = M} = (1) (1) (1) rankMg = s =3
1 0 —H 0 0 —-H
F1 2L Fl 2L
Ppp = — Fy, @ [y, @py = — - I
A 5 +3H 2, P Ay 2, ¥p 9 3H 2
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Doppio pendolo esterno dA-r=0,dp, =0 rdirezione dei pendoli]

y A
X, =
! "h
\..Xj
A
A
Xl“ )(JFX3
“_ AX I) X
—
AP, . T d,=9, d,s dA = dA;s,
(A, ®@4),T4) A r+ s S b — 0

dLW) =@, - dA+T 4 -dp=ddA, =0 VdA,,
<I>A:<I>Tr, FAIFAZIC

Py =Dyyg, I'y=T4.k Dy = Dye, 'y =T4.k
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Esempio 3. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

YA

y S m m

0 g
Analisi cinematica
ng, LA, YA, P, AE(anyA)vBE(xA—l—L/ZJyA—l_L/Q)
dA -7 =0,dp,=0,dB-1=0
B dry dya dy
dya =0, 0 1 0 s=3 1=0 . |
dy, =0, Mo = 00 | o = S0 Isostatico
dry— L/2dp, =0, 10 —L/2
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Analisi statica
Sollecitazioni attive
o (C.F,) . C=(xa+L/2,ya+L/2), Fi=—Fj
momento di F'; rispettoad A: (C — A) x F1 = (L/21+ L/2j5) x (=Fj)=—FL/2k
e sollecitazione ripartita di intensita ¢ nella direzione dell’asse x che risulta equivalente

alla forza concentrata (D, F3) : D = (v a,ya+ 3/4L) , Fy = qL/21
momento di F rispettoad A : (D — A) x Fy = (3/4L7) x (qL/21) = —3qL*/8k

e coppia di momento m = mk
Reazioni vincolari
OCI)A:(I)Aj, FA:FAZIC

e by =Ip1 B=(xa+L,ys+ L/2)
momento di ®p rispettoad A: (B — A) x &= (Li+ L/2j) x (Pp,t) = —Pp, L/ 2k

/

Réa) + RQ(UU) — 07 C]L/Q + (I)B:U — 07
{RWY RV =0, ={ —F+d,=0,
MY MY =0, —FL/2—3qL?/8+m+ T4, — ®p,L/2=0,
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dry dysa dy

0 1 0
Mo=1 o o 1

1 0 —LJ2

(I)Aa: FAZ

0 0
I 0
0 1

0
_L)2

(DAx:FaFAz:FL/Q_m—i_qLQ/Sa(DBx:_qL/2

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Analisi statica: equilibrio e reazioni vincolari

Sia S = {51, ..., Sy} un sistema di N corpi rigidi vincolati a vincoli olonomi, lisci, fissi e
bilaterali

gi (332'7%722'):0 izl)'“as q)z:Xz ng-\Az_ iZl,...,S

La configurazione S, per S e di equilibrio se e solo se valgono le ECS per ciascun
solido

7

@, plo) _
{RZ‘(JR o Ni=1 N (1)
MY+ MY <o,

Le (1) sono un sistema di m = 6N equazioni lineari nelle incognite reazioni vincolari
X =(Xy,...X,)"

e quindi puo scriversi nella forma matriciale
matrice statica Mg [m, s

o _ (pl @\"
termini noti f=I(R My

]UCL,,-.

MsX +f =0
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La matrice statica coincide con la trasposta della matrice cinematica Mg = M/,.

Allora, Mg = M/, =rankMg =rankM¢ = s/, postol =m — s',i = s — s’ si ha

e/ =0, =0 S e isostatico e quindi in equilibrio in Sy, le ECS sono soddisfatte e
ammettono una ed una sola soluzione;

e/ =0,7>0 § e volte iperstatico, e in equilibrio in .Sy, le ECS sono soddisfatte e
ammettono oo’ soluzioni;

e/ >0,2=0 S elvolte labile.
Se Sy e diequilibrio le ECS sono soddisfatte e ammettono una ed una sola soluzione.
Se Sy non e di equilibrio le ECS non sono soddisfatte.

e/ >0,2>0 S elvolte labile con ¢ vincoli dipendenti.
Se S, & di equilibrio le ECS sono soddisfatte e ammettono oo’ soluzioni.
Se Sy non e di equilibrio le ECS non sono soddisfatte.
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1.1 Reazioni dei vincoli esterni nel piano
Considerando vincoli olonomi, lisci, fissi e bilaterali si ha

(A, ®,),T4)  dLW =0 VdS

dP =dA+dox (P—A) = dLW) =&, -dA+T,-dpo=0 VdA,dy
Doppio-doppio pendolo esterno dA =dP, VP (dp, = 0)]

YA

 _AX
0 >

(A, ®4),T4) dLY = ®4dA+T 4 dp =P 4dA=0, YVdA—= B, =0 T,=T4k
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Esempio 1. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

YA

q
A

0

Analisi cinematica
m =3, Ig,YB,p, A=(xp—Lyp+ H),B = (zp,yB)
dp,=0,dB =0

do. =0, drp dyp de

drn =0 M-~ = U 0N 5= :>l:0 isostatico
B= ™ 1 1 0 o0 =3 i=0

dyB:O,
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Analisi statica
Sollecitazioni attive
o (C.F,):C=(xp,yp+H), Fi=—-F1
momento rispettoad B : (C — B) x F1 = Hj x (—F1i) = FHEk

e sollecitazione ripartita di intensita q nella direzione dell’asse y che risulta equivalente
alla forza concentrata (D, Fy) : D = (xp — 3/4L,yp+ H) ,Fo = —qL/2j
momento rispetto ad B : (D — B) x Fy = (=3/4L1+ Hj) x (—qL/27) = 3qL*/4k
Reazioni vincolari
o'y =14k

o bp=>p1+ Dy

(R + RY

=0 —F 4+ ®n. =0
R+ R" =0, NN Br =0,
{M(a)+M(U)O E< Rﬁ(y)—i—R?(J):Oa = _qL/2+@By:07
< 4 MY+ MY =0 FH +3qL*/A+ T4, =0,
\ z z )

4. =—FH —3qL?/4,®p, = F,®p, = qL/2
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de dyB dsﬁ FAZ CI)B:U (DBy
0 0 1 0 1 0
Mo = . 0 0 Mg = M} = 0 0 1 rankMgq =5 =3
0 1 0 1 0 0

Incastro esterno dP =0, VP (drxa = dys = dy, = 0)]

YA

A X
A X3

0 -
X

(A, ®4),Ty) dLYW =&, -dA+T,4-dp=0= &, =D+ Dyj, Ta=Tark
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1.2 Reazioni dei vincoli interni nel piano

Sia S = 5" U .S” un sistema vincolato internamente con vincoli olonomi, lisci, fissi e
bilaterali si ha

S': dP=dA' +dy x (P—-A) YPeS  ((4,9,),T)

) _
S": dP=dA'+dg x (P—A") YPes§ (AT =0 Ve

ALV = @, - dA' + Ty - d + @ - dA" + T -do”" =0  VdA',dy',dA", dy"
Cernierainterna  [dA’ — dA” = 0]

YA

0
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dA'—dA" =0 = dLW) = (&, + ®") - dA' + T/, -do + T - dp" =0 VdA', dy¢',dy"

"

/ /!
At®a=0 e i T, =
= dyi+Dyyj T =0,
dL® =0 VdA' dg,dg" < { Ty =0 o AT AT ) Ta
I/, =0 ) =—®, I;=0,
\

Nel caso in cui la cerniera interna colleghi N travi S; nel punto A si ha

N
> & =0, TI;=0 Vi
1=1
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Esempio 2. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS per 'arco
a tre cerniere in figura.

Analisi cinematica

m =0, Za,Ya,P1,Tc;YC; Pr A= (xa,ya),B=(xa+L,ya+L),C = (xa+2L,ya)
equazioni di vincolo

)
dA =0, dry=0,dys =0,
dB' — dB" =0, A dra — dp, (yp — ya) — |[drc — dps, (Y — yo)] = 0,
dC' =0 dys+dp,, (xp — xa) — |dyc + doy, (xp — x0)] =0,
| | dze =0, dyc =0,

s=20
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(dZCA dyA d901z dzc dyC dgsz\

I 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 _ 6 l
Mo = 1 0 —-L -1 0 L -y 0 S e isostatico
o 1 L 0 -1 L
0 0 0 1 0 0
\ 0o 0 0 0 1 0 )

Analisi statica
Pl,F1>ZP E(CIZAyA—|—L> F1:F1’I:

Py =

A= (1a,y4), <I>A = (I)Axi + P4y
B,@%)ZBE(%A—FL yA—l—L> (I)’é:—(I)/
ZCE( A+2L,yA)7 (I)C—(I)sz+q)0yj

/ R/@ 4 R'W) — 0, o R/’( a) + R//( v)
: /(a (v :
M+ M=o,
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M'\" = (P— A) x Fy = Lj x Fyi = —LFk,
M = (B — A) x &y = (L i+ Lj) x (Vi + ¥ g) = (LI, — L}, k

( p/la) /(v) _
R/(a) 4 R/(U) —0 Raz + Rx — 07 F1 + (I)Ax + @%x = O,
!/ ) _ /(a) /(v) _ d (I)/ L
AT e e =, —LFy + L®, — L&y, =0,

MY = (B—C) x ®f = (—L i+ Lj) x (i — P §) = (L&Y, + LIy, ) k

( a v
R"® + R"™ = ¢ R+ R =0, oy — Pp, =0,
" — Y% _ 1(a) 1(v) — _» _
S M//(a) M//(v —0 = 9 Ry + Ry =0, = q)(]y CDBy Fy =0,
oo =R M e Mg o, U L0, + L0, =0,
\ VA VA )
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Carrello e pendolointerni  [(dA" — dA").-5 =0, (dA"—dA")-r=0, rdirez. pendolo

YA

P\

=Y

dA" — dA")-j =0 =
( 3 = ey + Wl + (@), + ) dyy + T+ !

i

/ /!
— =0
Ax Ax A ) e
— o r 0,
dLY) =0 Vdx'y, dy'y, do’,, dx’), dy < < i4y + CDZly =0 < ;l_ Ig}? T =0
A A )

A = A A~
X Az — Az_o

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 14

Esempio 3. Analisi cinematica e calcolo delle reazioni vincolari con le ECS.

_\I‘

L : 2 L " L

Analisi cinematica

m:67 LA, YA, L1, XC,YCy P2
A= (rva,94),B=(wa+ L,ysa+2L),C = (x4 +2L,ya)
equazioni di vincolo

dA=0,dp, =0, (dB'—dB")-j=0, dC =0,
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dA =0,dp, =0 dry =0,dys =0,dp;, =0

(dB/ o dB//) ) .7 — 07 = dyA + dgplz (xB o ZUA) o [dyC + dgplz (IB o ZCC)] — 07
dC' = O, dl‘(j — O, dyc = O,
(dZIZA dys dpy, dre dyc dg@z\
I 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 6 _ 0
Me = o o0 1 0 0 0 -y 0 S e isostatico
o 1 L 0 -1 L |77 '
0 0 0 I 0 0
\ 0o 0 0 0 1 0 )

Analisi statica
Il carico triangolare (P, u(P) = %yz) , P eQ=10,2L] & equivalente a

4 :
(P, Fqp): P = (ZUA,yA—I—gL) , Fi=pla
<P2,F2>IPQE (QZA—FSL,QA—I—QL),FQ:—F’I:

Ingegneria Edile-Architettura
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(A, @4),Ta) : A=(2a,y4), Pa=Pai+Pug,Ta=T4k
(B, ®%),(B,®%): B=(xa+ L,ys+2L), @%y = —CIDjBy
(C,®¢c):C=(xa+2L,ys4), Poc=dc,t+ doyg

N R/(a) + R/( ) — 0, . R//(a) + R//(’U) — 07
S M+ MY ST M@ L _ g
9 C C )
a 4 . 4
M = (P, — A) x F; = SLj x pLi = —gpLQk,

M\ = (B~ A) x ® + Tk = (Li+2Lj) x O g = L&y k + Dk

( ola) | ) ( L+ ®y, =0,
R/(a) n R,(U) _0 R —+ R = O p A/ -
o o <> <>_ _ ) Pyy +Pp, =0,
A A =0, \ sz>+MjZ):0, _gpL2+L<1>39y+FAZ:0,
\
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M\ = (Py— C) x Fy = (Li + 2Lj) x (—Fi) = 2LFk,
M?Y = (B—C) x ®f = (—Li+2Lj) x (~¥l 5) = L&y k

( a v
R 4+ R — R/x/( ) + Rf@/( ) = 0, —F + $c, =0,
ST M@ ) _ g = Ry + R =0, ={ —Pp,+Pc, =0,
c tTMc =0 M Y =g 2LF + L&, = 0.
\ z z !

4
Oy, = pL, &y, =2F, T4, = 2LF + gpLQ, By = —2F, ¢, = F, b¢y = —2F.

Ingegneria Edile-Architettura
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(dA — dA") - § = 0,dy’ — dyp" = 0]

Doppio pendolo interno (dA’ — dA") - »=0,dy' — do" =0 7 direzione dei pendoli

YA

0O -
X

(AA' = dA")-j =0 _ ALV = o' da!y + ) da’y + Oy dy'y + O dyly + Ty dl + T4 dy!
dy’, = dy; = Oy daly + Y da’y 4 (P, + O ) dyy + (T, +T7,) dy

i

/ /!
= p— O
Ax Ax / . /
&, =dyj T
dLW) =0 Vda'y, dyly, de, da’y & { Oy + % =0 & A fﬁ? o
A A A

/ oo AT
X Az+ Az_O
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Doppio-doppio pendolo interno  [dy’ — dy” = 0]

VA

0

/ i

dy, = dy, =

ALY =0 Vda'!y, dyly, dg., doy, dyly < <

»
X

ALY = @/, da’y + ' da’y + D'y dyfy + 4 dyfy + Ty de, + T dy!
= 'y doly + & daly + &y dyy + O dy’y + (T, +17,) di,

GV Y/, —0
Ar — T Ax — ! /
Y. N/ —0) < (I)A_O FAa
Ay Ay ®)=0 T/)=-T,.

Ingegneria Edile-Architettura
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Incastro interno  [(dA’ — dA") =0,dy" — dy” = 0]

Y A

(dA"— dA") =0 _ dLWY) = @' - dA + T/ - do' + @'} - dA" + T - dy”
do' —dp" =0 = (@', + ) - dA' + () + T) - d’

(I)i4-|—(I)Zl:0 o 14:(I)Axi—|—q)14yj I‘;l: hzk,
', +T% =0 ¢ = -, I =-TI,

Se l'incastro collega N travi, I'azione del vincolo in A risulta

ALV =0 YdA' dy < {

N N
1=1 1=1

Ingegneria Edile-Architettura
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Meccanica Razionale 2

1 Principio dei lavori virtuali: analisi dell’equilibrio e

calcolo delle reazioni vincolari

Le equazioni cardinali della statica sono una condizione necessaria e sufficiente per
I'equilibrio di un punto materiale o di un corpo rigido.

RY +RWYW =0,
S {

P . R(a) + R(U) — O7 (a) (U)

(1)

Per un sistema di N punti materiali e/o di M corpi rigidi una configurazione S, e di
equilibrio se e solo se valgono le ECS per ciascun punto e/o per ciascun solido

(P,..Pyv}: RY+R"=0 i=1,.,N 2)
R” +R!" =0

{Sl,...,SM} . Z(a)—i_ ! (v 7
MY +My =0, i=1,.,M

e Analisi dell’equilibrio: [ =0

e Calcolo delle reazioni vincolari in condizioni di equilibrio (vincoli lisci o scabri)
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Principio dei lavori virtuali: Condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema
S a vincoli olonomi lisci e fissi sia in equilibrio in una configurazione .S, € che per ogni
spostamento virtuale 0.5 eseguito a partire da S sia

5L\ <0, V&S  SLW =0, V&S reversibile (3)
e Analisi dell’'equilibrio: [ = 0,1 > 0
e Condizioni pure di equilibrio
e Calcolo delle reazioni vincolari in condizioni di equilibrio (vincoli lisci)
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Esercizio 1. Analisi dell’'equilibrio con il PLV

F

M

Analisi cinematica
m =3, Ta,Ya, P, A= (xa,y4a), B=(xa—2L,ya+ L) dA-j=0

B [ dxa dya do s=1 [ =2 .
dys =0, MC_< 0 1 0 17 50 2 volte labile
Analisi dell’equilibrio
(B,Fp): B=(xa—2L,ya+ L), Fp=F1
(M,FM>IME(SEA—L,yA),FM:—Fj
(A, F4): A= (va,ya), Fa=-F1

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale
(A, ®@4): A= (z4,y4), Pa=Daj

AL\ = Fp-dB+Fy -dM + F4-dA= Fdxp — Fdyy — Fdzy

= Fldes —do(yp — ya)] — Fldya + do (xp — 24)] — Fdza
= Fldvs— Ldy] — F |[—Ldp| — Fdxy =0

dL\W =0 < S &in equilibrio in Sy

Il PLV fornisce condizioni generali di equilibrio per il sistema in esame

(CL) e (CI,) . (a) ° a
Zi - 13 AATMy-do  grio) - R dx s+ Mdyp.
. J =

AL = R9Ydx, + MVdp. =0 Vdra dp, < @ RW =0, MY =0

X

Calcolo delle reazioni vincolari
La trave € in equilibrio e : = 0 allora per le ECS siha ¢4 = Fj.

RY+R"W=0  (F-F=0 &,—F=0,
MYy MW =0, ~ | (M—A)xFy+(B-A)xFz=LFk—LFk=0
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Esercizio 2. Analisi dell’'equilibrio con il PLV
-1- ‘

O — . a
Analisi cinematica
m = 67 LA, YA, P15 TByYB, P2 dA = 07 dB’ = dB”

dfl]'A — 07 dyA — 07 dﬂfA — 07 dyA — 07
dry — do, (yp —ya) —da’y, =0, = { dxy — dz, =0, s =4
dys + dp, (xrp —x4) — dy =0, dys + Ldp, — dyf, = 0,
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(d:CA dys dop, derp dyp dSOQ\

o 0 0 0 O 9
Me=10 1 0 0 0 0 s'=4 . _ 2volte labile
I 0o 0 -1 0 0
\0 1 L 0 -10

Analisi dell’equilibrio
(M,Fuy): M= (24— Lya), Fyy=—Fj

(CFC> (ZCA—l—L,yA—l—L), FCZF/Qj
(A, ®@a): A= (24,y4), Pa=DaitDayj,
(B,®p): B=(xa+L,ya), PH= <I>j9$1+CI>Byj ¢ = —P',

F
AL\ = Fy-dM + Fe - dC = —Fdyy; + dyc

F
= —Fldya+dg, (vy — 2a)] + 3 [dys + deoy (xc — vp)]

L F
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dL'" =0 <= S & in equilibrio in Sy
Condizioni generali di equilibrio
trave AB : (R{", M{Y), (RI”MY) . gy = 0, dys — 0
rave BC - (RY, My})) , (RY), ML), dow = 0.dys = Ldgp

dL@ = R\ - dA+ M\ - dp, + RS - dB + MYy - dpy = M%) dey. + RS dyp + Myj) di,.
_ ( MY 4 LRéZ)) do,. + M) dp,.

(a) (a) _
dL(a) =0 Vdgplza dSDQZ < Zga)7 Zga) : Ml(gl)z ' LRZy B O’
M2Bz — 07

Calcolo delle reazioni vincolari
La trave e in equilibrio nella configurazione S, ed essendo = 0 il problema e statica-
mente determinato.
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R(a) R(v) ( D ap + q),Bx =0,
— O — / o
ECS trave AB — { 1(a)+ 1(,0) L= bay— F +L(I)By 0,
MlA_'_MlA:O’ \L(D/By_F5207

—d, =0
R + R =0 YF
ECS trave BC — W ) = P, 5 =0
M, + My =0, 2
L0=0,
F F
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Esercizio 3. Calcolo delle reazioni vincolari con il PLV

VA F)

2L/3 . L/3

(0]

=Y

Analisi cinematica

m =3, Xa,Ya, P, AE(ZCAayA)aBE<xA+LayA+H) dA:OvdBj:O

dry dya dep
dxA:O,dyA:O, o 1 0 0 s=3 [=10
{dyB:O, Me=1"0 1 o | s=37i=0
0 1 L

Ingegneria Edile-Architettura
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YO P =(xa,ya+ H/2),Fi=Fi, Py=(xa+2/3L,ys+H) Fy=—Fyj
WA= (w4,y4), Pa=Pai+Payj, B=(zat+Lys+ H), &p=>pj
Calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

Fi1+ Py, =0,

—Fy + (I)Ay + (I)By = 0,

—~H/2F, —2/3LF, + Ldp, =0

Calcolo delle reazioni vincolari con il PLV

Calcolo di &3

Si sopprima il carrello in B e si consideri il sistema S* vincolato con una cerniera in A
e soggetto alla sollecitazione attiva

nek = {(P, Fq), (P, Fo), (B, ®p)}.

&, = —Fi+t(F/3— FH/(2L)i,
— { &y — (FLH/(2L) +2/3F) j

Allora si ha [* = 1 ma la configurazione S, resta di equilibrio e per il PLV dovra aversi
AL =0 VdS*

dove dS* € uno spostamento possibile per S* ma non per S, cioe tale che d*yp # 0.
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VA

S*: dyp=d'ya+ Ld*p, = d*yp = Ld"p, & d"¢, = d"yp/L
AL = RO . g A+ MY d* o+ & -d'B = MOd* o, + dpdyp = (MﬁfQ /L + @B) dyp

ALY =0 Vd'yp <= M /L + 05 =0+ d5=-M\"/L
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In ogni spostamento dS™ la trave e suscettibile di rotazioni infinitesime attorno ad A

&

\
Y

d'P=d¢x (P—A) A= centro istantaneo di rotazione

d'xp=—(yp — ya) d*p., P dfxy=—H/2d*¢,, d'y =0
d'yp = (rp —xa)d*p,, =< Po:d'vo=—Hd"p,, dys =2/3Ld"p,
o :tana = d*,, B :d*xp=—Hd*p,, d‘yp= Ld"p,

dL*Y) = F, - d*P, + Fy - d'Py+ ®5-d*'B=0 VdS*
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AL = Fid*z) — Fod*ys + Op,d*yp = (—H/2F, — 2/3LF, + Ldp,)tana =0 Vo

Calcolo di &4
Si sopprima la cerniera in A e si consideri il sistema S* vincolato con un carrello in B
e soggetto alla sollecitazione attiva

nk = {(P1, F1), (P, Fa), (A, ®a4)}.

Vi

2
=Y

Allora si ha [* = 2 ma la configurazione S, resta di equilibrio e per il PLV dovra aversi
AL =0 Vds*
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dove d.S* e uno spostamento possibile per S* ma non per S, cioe : d*z 4, d*y4 # 0.
S*: d'yp=d'ya+ Ld*p, =0 = d"p, = —d"y4/L

dL* @ — R@ . A + ij) dfp+DPy-d'A
= RWd* 4+ RWd y, + Myz)d*% + Pped™w s + Payd yas

T Y
= ROdwy + RWd*ys — M d"ya/L + ®a,d x4+ aydya

_ (R;@ D Ax) dza + (R;@ MYy o Ay) Fys=0 VYd'za, dya

R:(z:a) _|_(I)Aa: =0
RYW — MY/ + @4, =0
{F1+<I>Ax:() {@Ax:—ﬂ

AL = 0, Vd*a;A,d*yA(:){

—Fy/3+ HF/(2L) + ®a4y =0 = | &uy = Fy/3 — HF /(2L)

Per determinare la reazione ®, con la teoria dei centri utilizzando i diagrammi di
spostamento, conviene procedere alla determinazione di ¢4, e ¢4, separatamente.
Per determinare @4, si consideri il sistema S* vincolato con un carrello in A e uno in B
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e soggetto alla sollecitazione attiva
SO = {(P, Fy), (P, Fa), (A, ®4=0uj)}.
Allora si ha [* = 1 ma la configurazione S, resta di equilibrio e per il PLV dovra aversi
AL =0 Vvds*
dove dS* e una rotazione attorno a C' centro istantaneo di rotazione

d'P=d¢px (P—C) (C centroistantaneo di rotazione

)
e \\. P :d'zy = —H/2d"p,, dy=—Ldp,
d*fl?P — <yP yC)*d P Py dfxy = —Hd*QOZ, d*yQ — _L/Sd*gpz
d'yp = (xp —x0)d*p,, =< A:d'zg=0, d'ys=—Ld*p

o :tana =d P \ B:d'zp = _Hd*gpza d*yB =0

dL"Y = F - d*PL+Fy - d*'Py+ @4 - d*A = Fid*z) — Fyd*yy + O 4d*ya
dL* = (—H/2F, + L/3F, — L®4,) d*p, =0 Vd*p, = &y, = —H/ (2L) F} + F/3

Per determinare ® 4, si consideri il sistema S* vincolato con un carrelloin A e unoin B
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e soggetto alla sollecitazione attiva
S = {(P,F1), (P, Fa), (A @4 =Da,%)} .
Allora si ha [* = 1 ma la configurazione S, resta di equilibrio e per il PLV dovra aversi
AL =0 Vvds*
dove dS* e una traslazione lungo I'asse x (C' improprio nella direzione dell'asse )

d"xp=cost, dyp=0 VP

Ingegneria Edile-Architettura
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AL =

Ingegneria Edile-Architettura
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ALY = (Fy + ®4)dws =0, YVd'zs= Oy = —F
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1 Analisi dell’equilibrio e calcolo delle reazioni
vincolari: ECS e PLV

Le equazioni cardinali della statica sono una condizione necessaria e sufficiente per
I'equilibrio di un punto materiale o di un corpo rigido.

RY +RWYW =0,
S {

P . R(a) + R(U) — O7 (a) (U)

(1)

Per un sistema di N punti materiali e/o di M corpi rigidi una configurazione S, e di
equilibrio se e solo se valgono le ECS per ciascun punto e/o per ciascun solido

(P,..Pyv}: RY+R"=0 i=1,.,N 2)
R” +R!" =0

{Sl,...,SM} . Z(a)—i_ ! (v 7
MY +My =0, i=1,.,M

e Analisi dell’equilibrio: [ =0

e Calcolo delle reazioni vincolari in condizioni di equilibrio (vincoli lisci o scabri)
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Principio dei lavori virtuali: Condizione necessaria e sufficiente affinche un sistema
S a vincoli olonomi lisci e fissi sia in equilibrio in una configurazione .S, € che per ogni
spostamento virtuale 0.5 eseguito a partire da S sia

SL\W <0, VoS  OLW =0, VIS reversibile (3)
e Analisi dell’'equilibrio: [ > 0
e Analisi dell’equilibrio: | = 0 «——teoria dei centri e diagrammi di spostamento
e Condizioni pure di equilibrio
e Calcolo delle reazioni vincolari in condizioni di equilibrio (vincoli lisci)
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Esercizio 1. Arco a tre cerniere

YA

Analisi cinematica

m =6 LA, YA, P11,  TC, YO, P2

cernierain A: dA=0 (dxs=0,dys=0)

cernierainternain B: dB'—dB" =0 (dxp —dxp =0,dyp — dyg =0)
cernierain C: dC =0 (dzc=0,dyc=0)
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( dZCA = O,
dya =0,
[dx g — dipy (Yyp — ya)] — [dze — dp, (ys — yo)| = 0,
[dya + dpy (xp — 24)] — |dyc + dpy (v — 20)] = 0,
dSIJC = 0,

L dy(j = 0.

(d:z:A dys dyp, dre dyc dg@\

1 0 0 0 0 O

o 1 0 0 0 0

Mg = 1 0 -H -1 0 0

o 1 H 0 -1 L

o o0 o0 1 0 0
\ 0o 0 0 0 1 0 )

Calcolo delle reazioni vincolari con le ECS

I\

( dZCA — 0,
dys =0,
dry — Hdp, — drxe =0,
dys + Hdp, — dyc + Ldp, = 0,
d:cC:O,

L dy(j = 0.

isostatico

Si osservi che la cerniera interna € carica, pertanto conviene scrivere le ECS per le
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travi AB e BC e per il punto materiale B

cernieraesternain A: @4 = ¢ 4,i+Dy,j,
cerniera internain B: ®p = dp,1+dp,j.
punto materiale B — —®p, -V,

cerniera internain A: Wp = Vg,i+¥p,j,
cerniera esternain C':  ®¢ = ¢, i+P¢,j.

trave AB —

trave BC —

° @,
J! S T
-0 ® -¥ 0 C
B B
Ay,
a v (I) —|_(I)B :O
R() R():O Ax T )
ECS trave AB — { 1(a)+ 1(@) = Py +Pp, =0,
My, + M, =0, Hbp, — Hbp, = 0,
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_(I)Bsc — \IJBZU — 07

. () (v) _
ECS punto materiale B — R,;"+R;’ =0« { —&p, —Vp, — F =0,

a v CI) —|_ \IJB — O

R( ) R( ) -0 Cx x

ECS trave BC — { 2(a)+ S o e Pyt ¥y — F =0
My + My = 0, —LUp,+ L/2F =0,

®,=3/2Fi+3/2Fj, ®5=—3/2Fi—3/2Fj,
Uy =3/2Fi+ F/2j, ®c=—3/2Fi+F/2j.
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Determinazione delle reazioni vincolari con il PLV: teoria dei centri e diagrammi
di spostamento
Calcolo di &4

Si procede con il determinare separatamente ¢4, e ¢4, secondo lo schema in figura

Calcolo di ©y4,

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera in A e sostituendola con
un carrello con direzione di scorrimento parallela allasse delle x e con la reazione
vincolare ® 4 = O 4, 1.
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Allora il sistema S* (una volta labile) e soggetto alla sollecitazione attiva
¥ = {(A, Du,d), (B, —Fj), (P,—Fj)}
Per il PLV si ha
LY =00 -d*A—Fj-d*B—Fj-d'P = ®d*vs — Fdyg — Fd'ys =0, Vd*S*
dove d*S* € uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*x 4 # 0.

d'xp=d'xzs— d' o, (yp — ya) {d*zz:B:d*:EA—Hd*gpl =0
trave AB § . . = . N
{dyp:dyA+dgol($p—xA) d*yp = Hd*p,
= d'va= Hd o,

d*zp = —d*@y (yp — yc) { d*yp = —L/2d*p,
trave BC § . = . e
{dypzdwz(xp—xc) d'yp = —Ld"p, = Hd" ¢,

d'zxs=Hdp,, dyp=Hdy,, dyp=—L/2d"p,=H/2d"p,

&L\ = (P ,H—FH—FH/2)d"¢, =0, Yd*p, = 4, = 3F/2.
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0 5] ofH

Il sistema nella configurazione S* ammette | seguenti centri di istantanea rotazione
Cy, Cp=B, (0=C
Il diagramma di spostamento riportato lungo I'asse x € ottenuto ricordando che
d'ya=0, dyp=—Ldpy=Hd"p;, dyc=0,
laddove quello riferito all’asse y si ricava facilmente dalle relazioni seguenti
d'xa=Hdp,, dre, =d'rzp=dxc=0.

Ingegneria Edile-Architettura
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Calcolo di ®y4,

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera in A e sostituendola con
un carrello con direzione di scorrimento parallela allasse delle y e con la reazione
vincolare ® 4 = ®4,j.

Allora il sistema S* (una volta labile) e soggetto alla sollecitazione attiva

o = {(A Dad), (B, —Fj), (P, ~Fj)}
Per il PLV si ha
LY =dyj - d*A—Fj-d'B - Fj-d'P = ®,,d"ys — Fd'yp — Fd'yp =0, Vd*S”
dove d*S* e uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*y4 # 0.

{ d'vp=d'ry — d*p, (yp — ya) N { d'rg =—Hd"p, =0 N { d*p; =0
d'yp = d*ys + d*p, (xp — T 4) d'yp = d*ys + Hd*p, d*yp = d*ya

d'zp = —d* (ZUP —yc) N { d*yp = —L/Zd*% _ { d'yp = _L/Zd*%
d'yp = d*py (vp — 20) d'yp = —Ld"p, d'ys = —Ld*p,

d'LY = (=®y, L+ FL+ FL/2)d*py =0, Vd'p, = d4, =3F/2.
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Il sistema nella configurazione S* ammette i seguenti centri di istantanea rotazione
Cy, Cipw=B, (y,=C

dove ('} e improprio parallelo all’'asse x.
Il diagramma di spostamento riportato lungo I'asse z e ottenuto ricordando che

d'ya=dyp=—Ld'py, dyp=—L/2d"p,
laddove e nullo quello riferito all’'asse y dato che
dvy=d'vg=dzc = 0.

Ingegneria Edile-Architettura
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Calcolo di @,
Si procede con il determinare separatamente ¢, e ®¢, secondo lo schema in figura

A

~ 0
o

)

Calcolo di &,

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera in C' e sostituendola con

un carrello con direzione di scorrimento parallela allasse delle x e con la reazione
vincolare @ = &p,1.
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Allora il sistema S* (una volta labile) e soggetto alla sollecitazione attiva

v* = {(B,—Fj), (P, =Fj) , (C, ®c,i)}

LY = —Fj-d&*B—Fj-d*P+ ®c,i-d*C = —Fd*yp — Fd*yp + Pepd’ze =0, Vd*S*

dove d*S* € uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*zc # 0.

d*xp = d*z4— d* o, (yp — ya) d'xp=—Hd"p,
trave AB —s — e
{ d*yp = d*ya + d* oy (xp — T4) d*yp = Hd gy,

.. n . d'xp = d*xc,
trave BC — { Z*IP : j*.l'C(:C d_@;(%f’ yC) — d*yp _ —L/Qd*QOQ,
R A A dyp = —Ld"py = Hd g,
AL\ = (FL+ FL/24 ®c,L)d* 0y =0, Vd'p, = d¢cp = —3F/2.
Il sistema nella configurazione S* ammette i seguenti centri di istantanea rotazione

Cl = A, 012 = B, 02
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dove () e dato dall'intersezione della retta congiungente AB con la parallela all'asse
y passante per C.

o

[LLY L4 5
1

Il diagramma di spostamento riportato lungo I'asse z e ottenuto ricordando che
d'ys =0, d'yp=Hdo,=—Ld*o,=, d'yp=—L/2d"¢py, d'yc=0
laddove quello riferito all'asse y si ricava facilmente dalle relazioni seguenti

dra=0, drp=drec=—-—Hd¢,=Ldy,, dxc =0.
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Calcolo di ®¢,

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera in C' e sostituendola con
un carrello con direzione di scorrimento parallela allasse delle y e con la reazione
vincolare - = ¢, .

Allora il sistema S* (una volta labile) e soggetto alla sollecitazione attiva

2 = {(B,~Fj), (P, —Fj), (C,&c,j))

I'L'Y = —Fj-d'B — Fj-d*P + ®¢,j - d*C = —Fd'yp — Fd'yp + dc,d*yc =0, Vd*S*
dove d*S* e uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*yc # 0.

trave AB:{de:dxA_d%[)l(yP_yA) j{de:_Hd%

d'yp = d'ys + d*p (xp — T 4) d*ygp = Hd*p,
dzp = —d*py (yp — yc) d'wp =0
trave BC : P=  2y2aem = { d*yp = d*yo — L/2d* .,
{ d*yp _ d*yC 4+ d*QOQ (Zl?p . 330) Yp Yc / P9

d*yp = d'yc — Ld"p,

d¢1 =0, d'yp=0, dyc=Ldypy, dyp= L/Qd*%
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ALY = (=FL/2+ ®c,L)d*py =0, Vd*p, => ¢, = F/2.
Il sistema nella configurazione S* ammette | seguenti centri di istantanea rotazione
Ci=A4, Cp=DB, 0

dove (' e improprio parallelo all’asse =.

Il diagramma di spostamento riportato lungo I'asse x € ottenuto ricordando che
d'yp =0, dyp=L/2d"py, d'yc = Ld py,
laddove e nullo quello riferito all’asse y dato che

d'ry=0, dyp,=0, dap=dzc=0.

Ingegneria Edile-Architettura
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Determinazione delle reazioni per la cerniera interna in B

Essendo la cerniera interna in B carica, si indichino con &5 e Wz le reazioni eserci-
tate sulle travi AB e BC rispettivamente. Osservando che B e in equilibrio e che la
sollecitazione attiva agente su B ha la direzione dell’asse y si ha

(I)B:Ea \PBl' — _q)Bxa

laddove non sussiste la stessa relazione per le componenti lungo I'asse .
Pertanto, si procede con il determinare separatamente ®p, e poi ®p,, Vp,.

Calcolodi &5, e Vg, = —Dp,
Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera interna in B e sostituendola
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con un pendolo interno con direzione parallela all'asse delle y (d*yp = d*yp~) € con la
reazione vincolare ¢p, (Vp, = —®p,)

= {(Ba _FJ> ) (Pa _FJ) ) (Bla (I)Bxl) ) (Blla _q)Bxl)}
LY = —Fj-d*'B—Fj-d'P+ d&p,i-d*B' — &p,i-d*B"
= —Fd*yB — Fd*yp + (I)Bxd*LCB/ — @Bxd*ZEB// = 0, Vd*S*
dove d*S* € uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*x g — d*x g # 0.

trave AB:{de:_d #1(yp = ya) é{de/:_Hd oL

dyp = d*py (vp — 14) d'yp = Hd*p,,
N o B d*QZB// = O,
trave BC : { d*xp B *d o2 (yp —yo) _, d*yp = —L/2d*p,,
Typ = d'ps (wp = o) dypr = —Ld'p, = Hd'p,

&L\ = (FL+FL/24 ®p,L)d*p, =0, Vd'¢, = $p, = —Vp, = —3F/2.
Si osservi che essendo d*yg = d*ygr, nel computo del lavoro elementare per la forza
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attiva (B, —Fj) non & necessario specificare se tale azione insiste nel punto B come
appartenente alla trave AB o alla trave BC.

i T B i
Il sistema nella configurazione S* ammette i seguenti centri di istantanea rotazione
Cl S A7 Cf127 02 =C

dove (', e dato dall'intersezione della retta per A e C con la parallela allasse y pas-

sante per B.
Si osservi che In figura le rette in celeste si riferiscono al diagramma di spostamento

della trave BC, ed é inoltre evidenziato lo spostamento non nullo d*xp = —Hd* ;.
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| diagrammi di spostamento sono ottenuti ricordando che

assexr : dys=0, dyp=—Ldo,=Hdp,, dyc=0,
assey : d'xy=0, drzp=-Hdyp, dzp =0, d'zc=0.

Calcolo di &5, e Up,

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera interna in B e sostituendola
con un pendolo interno con direzione parallela all’asse delle = (d*xp = d*x ) € con le
reazioni vincolari oz, e Vg,

Y

Si cominci col considerare il caso in cui la sollecitazione (B, —F}j) insista sulla trave
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AB. Allora il sistema S* e soggetto alla sollecitazione attiva
> ={(B,—-Fj),(P,—Fj),(B",—Ug),(B", s}
'L = —Fj-d*'B'— Fj-d*P — Up,j - d*B + Vp,j-d*B"
= —Fd*yB/ — Fd*yp — \Ifod*yB/ -+ \Ifod*yB// = O, Vd*S*
dove d*S* € uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*yg — d*yp» # 0.

d*xp — —d*gpl (yp — yA> { d*[lfB/ — —Hd*gpl
trave AD : — . % ’
{ d*yp = d*py (xp — x4) d*yp = Hd ¢,
d*x . _d* ( . ) d*xB// — O,
trave BC : { R LEAC L SN d'yp = —L/2d*p,,

d*yp = d*py (xp — @ . .
r P (e 2 d'ypr = —Ld"p,,
da cui, essendo d*zp = d*xpr, Sl ricava d* ¢, = 0 e quindi

d'zp =dxp =0, dyp =0, dyp=—L/2d"p,, dyp =—Ld"p,,

'L\ = (FL/2 = Vp,L)d* 0y =0, Vd*py=—= Up, = F/2.
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Il sistema nella configurazione S* ammette i seguenti centri di istantanea rotazione
Cir=A4A, (Cp, 06,=C

dove (5 e improprio nella direzione parallela all'asse .
Il diagramma di spostamento riportato lungo l'asse z e ottenuto ricordando che

d'ys =0, d'yp=—Ld"vy, dyp=—L/2d"p,, d'yoc=0
laddove e nullo quello riferito all’asse y essendo
dx4=0, daxp=dzp =0, dxc=0.

Si consideri il sistema S* ottenuto sopprimendo la cerniera interna in B e sostituendola
con un pendolo interno con direzione parallela all’asse delle x (d*xp = d*xp») e con le
reazioni vincolari g, e Vg,

Si consideri il caso in cui la sollecitazione (B, —Fj) insista sulla trave BC.

Allora il sistema S* e soggetto alla sollecitazione attiva

¥ ={(B",~Fj), (P, ~Fj), (B, ®p,j), (B", = Pp,j) } -
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Per il PLV si ha
'L = —Fj-d*'B"— Fj-d*P+®p,j-d*B' — ®p,j-d*B" =0, Vd*S* virtuale per S*
In particolare, si ha

'L\ = —Fd*yp — Fd'yp + ®p,dyp — Op,d*yp =0, Vd*S*,

dove d*S* e uno spostamento rigido infinitesimo per cui d*yp — d*yp» # 0.
Ricordando che

d*CCP — —d*gpl (yp — yA) { d*CCB/ = —HCZ*@l
trave AB — . . — % « ’
{dyp:dgﬁl(fﬁp—im) dyp = Hd'g,,
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d*r o = —d* < o ) d*xB” — 07
trave BC' — { o i _ g gpéj w , y)c — { d'yp = —L/2d"p,,
yp Po TP C d*yB” _ —Ld*QOQ,
da cui, essendo d*rp = d*xp», Sl ricava d*p; = 0 e inoltre
d'rp =dxp =0, dyp =0, dyp=—-L/2d"p,, dyp=—Ld"p,,
e quindi
d'L'Y = (FL+ FL/2+ ®p,L)d"p, =0, Vd'g, = dp, = —3F/2.

Il diagramma di spostamento e esattamemte o stesso del caso precedente.
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1 Metodo del nodi

Il metodo dei nodi consente il calcolo degli sforzi interni nelle aste di un sistema
reticolare in equilibrio.

Una maglia triangolare e un sistema costituito da tre travi collegati, in generale, da
cerniere interne.

Una maglia triangolare e un sistema rigido in quanto i tre centri relativi (C3, Cia, Cs3),
coincidendo con le tre cerniere, sono non allineati.

B’:B:B” VA

CJJ=C=C s

A!=A=AJH

Analisi cinematica
Coordinate normali: m =9 x4,y4,01, IB,YB, P2, T, YO, Ps3-

Equazioni di vincolo: dA' — dA” =0 dB'—dB" =0 dC"—-dC" =0
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[ dxy — [dzc — dipy (ya — yo)] = 0
dya — |dyc + dps (x4 — xc)] = 0,
dra—dpy (yp —ya)l —dep =0, s=6 [=m—s=3 -
9 dya + do, (x5 — 2.4)] — dyp = O / . ) 3 volte labile
| -
| -

)

d:lj(j ,
| [dys + doy (xc — 2B)] — dyc = 0,

| centri relativi non sono allineati, allora non sono possibili spostamenti relativi tra le
aste.

La labilita interna " & indice dei possibili spostamenti relativi tra i corpi costituenti il
sistema, indipendentemente dalla presenza di vincoli esterni.

Sistema meccanico piano costituito da /N travi collegate mediante vincoli interni

" =1—-3 (1)

, s = 1 =8—8§ =
drp — dp, (yC—yB>

[ = () = sistemarigido <= 1[=3.

Se /' = () la struttura @ internamente isostatica, se [ > ( definisce una struttura
Internamente iperstatica.
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Le strutture ottenute a partire dallunione di maglie triangolari sono sistemi interna-
mente isostatici.

Inoltre, per la si ha che I'aggiunta di tre vincoli esterni semplici rendono il sistema
globalmente isostatico.

Strutture reticolari in equilibrio

La travatura reticolare in figura e in equilibrio poiche soggetta a 3 vincoli esterni semplici

Si consideri la trave T;; avente come punti estremi ; e j e si indichino con

R;; lareazione che la trave T;; esplica sul nodo ¢
R;; lareazione che la trave T;; esplica sul nodo j
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allora, per il principio di azione e reazione si ha

—R,;; lareazione che il nodo : esplica sulla trave 7;;
—R;; lareazione che il nodo j esplica sulla trave T;;

Si esaminano separatamente | seguenti casi
e La trave 7;; e scarica
Per le ECS si ha

Rz'j + Rﬂ' — 0,
e posto uy, il versore della direzione orientata » +— k si ha
Rij = Riju;;, Ry = —Riju; = Rjuy,
con RR;; = Rj; sforzo normale.

e La trave 1;; e carica
In questo caso le ECS forniscono il legame esistente tra R;; e Rj;.
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1.1 Metodo del nodi

Supposto che la struttura reticolare sia in equilibrio, allora € in equilibrio ogni sua parte.
Si consideri il nodo ¢ e siano

F, risultante della sollecitazione attiva agente sul nodo ¢
R, risultante delle reazioni vincolari esterne agenti sul nodo
R,, reazione che la trave T;; esplica sul nodo ¢, h=1,... M

dove con M si e indicato il numero delle travi concorrenti nel nodo s.
Allora, le ECS per il nodo : si scrivono

( M
y Fio+ Riz+ Y Ripe =0,
Fi+Ri+ ) Rip=0+= - % 2
i Fiy+ Riy+ Y  Ripy = 0.
\ h=1

Se si suppongono note le reazioni vincolari esterne R;, il sistema (2) fornisce 2 equazioni
per le 2M incognite  Rj,, Ry, h=1,..., M.
Se alcune delle M travi concorrenti nel nodo ¢ sono scariche le corrispondenti incognite
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R,;. assumono la forma
R = Ry,

con u,;; noto dalla geometria della struttura.

In particolare, le forniscono univocamente le reazioni R;, nel caso in cui 7 sia un
nodo semplice cioe se in esso convergono solo due aste.

Il metodo dei nodi, consiste nel determinare tutte le reazioni R;; a partire da un nodo
semplice ¢ e procedendo in sequenza all’individuazione delle R ;, per ciascun nodo j
utilizzando i risultati ottenuti nei passi precedenti.

Si illustrera tale metodo a partire dalla sua applicazione ad una travatura reticolare in
equilibrio.
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Esempio 1: Travatura reticolare in equilibrio

Sollecitazioni attive: (P, Fi), (Ps, —F}j), (Fs, —F}j)
Reazioni vincolari esterne: cernierain A : (A, ®4,i+®4,j) ,carrelloin B : (B, ®p,j)
Equazione dei momenti

MY + MY = (P, — A) x Fi— (Py— A) x Fj— (Ps— A) x Fj+ (B — A) x ®p,j
= aj X Fi— (2ai + aj) X Fj—4ai x Fj+ 3ai x $p,j
= [—aF — 2aF — 4aF + 3a®p,) k = [~TaF + 3a®p,] k.
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Le ECS per l'intera travatura reticolare forniscono le reazioni vincolari esterne

(F+®4, =0, dy, = —F,
S —F—F+d4,+Pp,=0, = Py, =—F/3,
\ —7CLF—|—36LCDBy:O @By:7/3F

NODO A
Il nodo semplice A e in equilibrio, inoltre si ha

RA — q)Aa:i—i_(I)ija
Rag = Naguug = Nagl, Roar = Najuar = Naj,

e le ECS consentono di determinare R45 € Ry

{@AﬁNAg:o, {—F+NA8:0, Nyg = F|
<

R,+Rsus+ Ry =0
A A8 Al (I)Ay—l-NAle.

R = Fi, Ra = F/3j.
NODO 1

—
—F/3+ Ny =0. Nay = F/3,

Avendo determinato R 41, il nodo 1 puo considerarsi semplice e le ECS consentono di

determinare R;» e Rys.
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Osservando che
F, = Fi,
Rl — 07
Ria=-Rai=—F/3j, Rir=Npup=Npi, Rig= Nisuis = Nig (v2/2i—v2/2j),
si ha
F+ N12 + \/5/2N18 — O, N N12 — —Z/SF,
—F/3—/2/2Ny5 = 0. Nig = —V/2/3F,
Ri; = —2/3Fi, Rigs=—F/3i+ F/3j.

NODO 8
Avendo determinato R s € R;g, il nodo 8 puo considerarsi semplice e le ECS con-
sentono di determinare Rgy € Rgy.
Osservando che

Fs =0,

Rs =0,

RgA = —Fi, Rgl — F/Sl - F/SJ, Rgg — Nggj, R87 — N87i,

Fi+ R4+ R+ Rigs=0<«=
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si ha
—F+F/3+N87:O, N87:2/3F,
Fs+ Rs+ R R R Rg; =0 <— -
g T~ g + g + Iigy + igo + gy {—F/3—|—N82:O. Ngs = F/3,
Rg; = F/3j, Rgr =2/3Fi.

NODO 2
Avendo determinato R, e Rgo, Il nodo 1 puo considerarsi semplice e le ECS con-
sentono di determinare Ry € Ror.

F, =0

R, =0,

Roi = 2/3Fi, Ros= —F/3j, Rz = Nai, Rar= Nor(v2/2i—v2/2j),
2/3F + Nog + Nyr\/2/2 = 0, . Nyy = —F/3,
—F/3 — Noyn/2/2 = 0, Ny7 = —/2/3F.

Ro; = —F/3i, Rgr=—F/3i+ F/3j.

Procedendo in modo analogo e possibile determinare le reazioni relative ai restanti
nodi.
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2 Metodo di Ritter

Il metodo di Ritter, per la determinazione delle reazioni interne di una travatura retico-

lare, si basa sull’applicazione delle ECS ad opportune sezioni di una struttura reticolare

In equilibrio.

La sezione che divide la struttura in due parti S” e S” dovra tagliare aste scariche e tali

che tutte le aste tranne una, 7;;, concorrano in un punto 7' proprio o improprio.

E’ evidente che se la struttura S = S5’ U S” & in equilibrio, allora lo saranno anche S’ ed

S,

Supposto che T;; sia l'unica asta che non concorra con le altre in un punto 7' pro-

prio o improprio, applicando opportunamente le ECS ad S’ oppure ad S” é possibile

determinare R;; = N;u;;.

In particolare, si ha che

e se 7' e un punto proprio, allora dall’equazione My = 0 si ottiene un’equazione
nell'incognita NV;;

e se I' e un punto improprio, allora dall’equazione R-u = 0 con u direzione ortogonale
a quella individuata da " si ottiene un’equazione nell'incognita }V;;.
Il metodo verra illustrato in dettaglio mediante un esempio.
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Esempio 2: Struttura reticolare in equilibrio

VA

0

La sezione di Ritter ¢ in figura divide la struttura nelle due parti S’ e S”.
Le ECS applicate all'intera struttura forniscono le reazioni dei vincoli esterni (cerniera

in A e carrello in B)
b, =—Fi— F/3j, ®p=7T/3F].

Si prenda in esame S’ a sinistra della sezione di taglio o;.
Sollecitazioni agenti su S’

(P, Fi), (A, ®4), (P2, Naguss), (P2, Noruar), (Fs, Nsrugy)
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ASTA Tk,

La sezione o, taglia le aste scariche 153 e T5; che concorrono nel punto proprio P,
(nodo 2) e 'asta scarica 1g7 che non concorre nel punto proprio F.

Allora, imponendo che M p, = 0 si potra determinare I'incognita Ng;

1\/Ip2 = (A—Pg) X(I)A+<P1—P2) XFi+(P8—P2> ><N87U_87
= (—ai—aj) X (—Fi— F/3j) + (—ai) X Fi+ (—aj) X Ng7i = (aF/3 — aF + aNg7)k
Mp, = 0 <= Ng; =2/3F (tirante)

2

ASTA T5;

La sezione ¢ taglia le aste scariche 753 e Tg; che concorrono nel punto improrio i (cioe
sono entrambe parallele all'asse x) e I'asta T5; che non e parallela all’asse =.

Allora, imponendo che R - j = 0 si potra determinare l'incognita No;

R-j= ®a-j+ Fi-j+ Nogugs-j+ Ngrugy - j + Nojuoy - j
= —F/3+ Nyt (V2/%—V3/%) -j = —F/3 = V2/2Ny:
R-j =0« F/3+V2/2Ny; =0 <= Ny; = —/2/3F (puntone)
essendo uy; = ugy = i, uyr = (V/2/2i — v2/2j).
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ASTA Ths
La sezione o, taglia le aste scariche 157 e Ts; che concorrono nel punto prorio P; (nodo

7) e 'asta 153 che non concorre nel punto proprio Fx.
Allora, imponendo che Mp. = 0 si potra determinare I'incognita Nos.

Mp = (A—Pr) x ®4+ (P, — P;) X Fi+ (P, — Pr) X (Noguas + Nozuor)
+ (Ps — P) X Ngyugy
= (—2ai) X (=Fi— F/3j) + (—2ai + aj) x Fi
+(—ai+aj) x | Nogi + Nor (V2/2i-v2/2 ) | + (~ai) x Ny
= (2aF/3 — aF — aNsy3) k

Mp, =0 <= No3 = —F/3 (puntone).

Agli stessi risultati si perviene considerando S” a destra della sezione di taglio o;.
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La sezione di Ritter o in figura consente di individuare Ny, Nig, N g

VA

il 4

0

ASTA 145

La sezione o5 taglia le aste scariche 175 e 175 che concorrono nel punto prorio P; (nodo
1) e I'asta 14 che non concorre in P;.

Allora, imponendo che M p = 0 si potra determinare I'incognita NV 5.

ASTA T

La sezione o, taglia le aste scariche 145 € 175 che concorrono nel punto prorio P (nodo
8) e l'asta 175 che non concorre in .

Allora, imponendo che Mp, = 0 si potra determinare I'incognita /V;s.
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ASTA T'g

La sezione o, taglia le aste scariche 77, e T'4s che concorrono nel punto improrio i
(cioe sono entrambe parallele all'asse x) e I'asta Ts che non e parallela all'asse =.
Allora, imponendo che R - j = 0 si potra determinare l'incognita Vis.

La sezione di Ritter o3 consente di individuare N,3, Ny7, Np7, laddove la sezione o4
consente di individuare Ns4, Nsg, Ngp

VA

O
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Esercizio 1. Analisi cinematica della struttura, determinazione delle reazioni vincolari
esterne ed interne

YA

LrYtEITYY

() ‘ . s - + "
X

La struttura in esame € costituita da tre corpi rigidi: le aste BC' e AD e la struttura
reticolare DCGEH.

Coordinate normali m =19

S’ =asta BC' xp,yg, 0,

S = struttura reticolare DCGEH x¢, yc, ©,
S" =asta AD x4,ya, p;
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Equazioni di vincolo: s = 8

cernierain A: dA=0

cernierain B: dB =0

cernierainternain C: dC"—dC" =0 (dze — dxer =0, dycr — dycr = 0)
cerniera internain D :  dD" —dD" =0 (dxp — dxpn =0,dyp — dypn = 0)

/

(dZCAZO, dra =0,
dyys = 0, dys =0,
drp = 0, dxp =0,
dyp = 0, dyp = 0,
) drp — dp, (yo — yp)| — dxe =0, N dap — doe = 0,
dyp + dp, (xc — xp)|] — dyc = 0, dyp + Ldp; — dyc =0,
dzc — dey (yp — ye)] — [dza — dos (yp — ya)] =0, dzc + Ldp, — dxy =0,
| [dyc + dpy (wp — zc)] = [dya + dps (xp — 2.4)] = 0, | dyc — dya+ Ldips = 0,

— . . 4 1 volta labile
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Sollecitazioni attive e vincolari agenti sul sistema
e sollecitazioni attive {(F, Fi),(D,—F1i),(P,qLi)}, P = (xp,yp+ L/2)

e reazioni vincolari esterne  {(A, ®4 = O4,i+ Py,j), (B, Pp = Pp,i+ Pp,j)}-

Analisi dell’equilibrio con il PLV
dL'") = R/ -dB+My - dp, + R" - dC + M{. - dp, + R” - dA+M} - dip,
= M, - dp, + R"-dC + M} - dp; =0,

poiché M, = 0 essendo la trave BC' scarica, R” - dC = 0 poiché tutte le forze agenti
su DC'G EH sono dirette lungo I'asse delle z e dxc = 0 e infine M’} =0

"=(D—-A)x (—Fi)=—-Lix Fi=0.

Allora, l'intera struttura e in equilibrio in S;.

Calcolo delle reazioni vincolari esterne (A, ®4), (B, ®p) con le ECS

A= (zp+2L,yp), B=(wg+2L,yp+L), D=(zg+Lyr), P=(zpye+L/2),
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ECS per l'intera struttura
Ms=0< (F—A) X Fit(D—-—A)x (—Fi)+(P—A)xqLi+(B—A) x®3=0
& (—=2L1) X Fit+ (—Li) x (—Fi) + (—2Li+L/2j) x qLi+ (Lj) x (Pp,i+ Pp,j) =0
@-q[ﬁ/Qk—L@Bajk:O — CI)BQ;:—QL/2

Mp=0<(F—B)XxFi+(D—-—B)x (—Fi)+ (P—B)xqLi+(A—B)x®,=0
& (—2Li — Lj) x Fit+ (—Li—Lj) x (—=Fi) + (—L/2j) x qLi+ (—Lj) x (Pa,i+ Pa,j) =0
& LFk—LFk + qL?/2k + Lok =0 = &4 = —qL/2

ECS per la trave AD

MDZO@(A—D> X (@Axi—l—q)ij):O@LiX ((I)Axi—l—q)ij):O
S Lhyk=0 = &4 =0

ECS per la trave BC

M=0< (B — C) X (q)Bxl—l—(DByJ) =0<«= Lix (CI)Bxl—l—(DByJ) =0
@L@Bykzo — @Byzo

In definitiva, si ha (A, ® 4 = —qL/2i), (B, ®p = —qL/2i)
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Metodo dei nodi per il calcolo delle reazioni vincolari interne
Si consideri il nodo 7 in cui concorrono M travi T;; e siano

F, risultante della sollecitazione attiva agente sul nodo
R, risultante delle reazioni vincolari esterne agenti sul nodo :
R,;;, reazione che la trave 7;; esplica sul nodo ¢, h=1 ... M

( M
Fig+ Riz+ Y Ripe =0,
ECS : { h=1 (1)

M
Fiy+ Riy+ Y Ripy =0.
\ h=1

Se alcune delle M travi concorrenti nel nodo 7 sono scariche si ha
Rin = Ripugp,
con u,;, noto dalla geometria della struttura.

Le (1) forniscono univocamente le reazioni R;; nel caso in cui ¢ sia un nodo semplice
cioe se in esso convergono solo due aste.
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NODO A
Il nodo A e in equilibrio
Fi=0 Ry=®,=—qL/2i,
Rap = Napuap = —Napi,
NODO D

Avendo determinato R 4p, il nodo D puo considerarsi semplice e le ECS consentono
di determinare Rpg e Rpc.

FD:—Fi, RDA:NADHDA:—QL/Qi
Rpw = Npgupm = Npu (—v2/2i+v2/2j), Rpe = Npcupe = Npcj,

< —qL/Q—NAD:O_—_>NAD: —qL/2

—F —qL/2 —+/2/2Npy =0, Nprg = —V2(F +qL/2),
—
\/§/2NDH‘|‘NDC:O- NDC:F—l—QL/Q.

NODO B

FBIO, RB: —qL/Qi,

. —> Npo = —qlL /2
Rpc = —Npci, be al/
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NODO C
Avendo determinato Rz € Rpc, il nodo C' puo considerarsi semplice e le ECS con-

sentono di determinare Rqoy e Reg.
Rop = —qL/Qi, Rqp = —(F+QL/2)j,
Ren = Newuen = New (—v2/21 = v2/2j),  Ree = Neguee = —Neeid,

~NeuV2/2 —qL/2 — Neg = 0, AN Neg = F,
—(F+QL/2)—\/§/2NCH=O, NCH:—\/i(F—FC]L/Q).

NODO H
Avendo determinato Ry € Rpy, il nodo H puo considerarsi semplice e le ECS con-

sentono di determinare Ryr e Ryq.

Ry = Neguge = — (F + C_ZL/2) (1 —I—J) ., Rygp = Ngpugp = — (F + QL/2) (1 —J)
Ryr = Nupupp = Ngg (—v2/2i—v2/2j), Rpe = Nucune = Nuc (—V2/2i+v2/2j) ,

—(F4qL/2) — (F +qL/2) — vV2/2Nyg — V2/2Npq = 0, . Nue = —V2(F +qL/2)
— (F—l— QL/Q) + (F—|— QL/Q) — \/i/QNHE —+ \/Q/QNHG = 0, Nyggp = NHg,
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NODO £
La trave EG e carica, siindichi con R, la reazione di £G su £

R*EG — R*EGZL‘I + R*EGyj7 Fp= Fla
Rerg = Nepgupg = Ngg (\/§/2i+\/§/2j) = —(F+qL/2)(i+]),

—

{ EG:U—i_F_(F_‘_qL/Q):O? >l<EG:I;‘:qL/Qy
Bay — (F'+qL/2) =0, Bay = F +ql/2,

NODO ¢
La trave E'G e carica, si indichi con R}, la reazione di £G su G

R*G’E = RZExl—i_REEva Roy = Nggugyg = — (F + C]L/Q) (1 —J) ., Rgo = Ngcuge = Fi,

{ ee — (F+qL/2) + F =0, Rgp,=aql/2
Rgp, + (F +qL/2) =0, Rip, = —(F+qlL/2),
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Metodo di Ritter

La sezione che divide la struttura in due parti S’ e S” dovra tagliare aste scariche e tali
che tutte le aste tranne una, 7;;, concorrano in un punto 7" proprio o improprio.
Supposto che T7;; sia 'unica asta che non concorra con le altre in un punto 7" proprio o
improprio, applicando le ECS ad S” oppure ad S” & possibile determinare R;; = N;;u;;
e se 7' e un punto proprio, allora dal’equazione M7 = 0 si ottiene I'incognita N;;;

e se 7' e un punto improprio, allora dall’equazione R -u = 0 con u direzione ortogonale
a quella individuata da 7" si ottiene I'incognita N;;.
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ASTA T4p
La struttura S’ a destra della sezione di taglio o; consente di determinare R 4p.

®,=—qL/2i, Rup= Napusp =—Napi
(—=Napi—qL/2i)-i=0<«<= Nap = —qL/2

La sezione o5 taglia le aste scariche Tz, Tpc € Thy.

ASTA Ty

Le aste Tz~ € T'pc concorrono nel punto proprio C.

Allora, imponendo che M = 0 si potra determinare l'incognita Npy.
Sollecitazioni attive e vincolari esterne agenti su 5’

(D, —Fi), (A, &®4=—qL/2i), (B, ®5=—qL/2i)

Reazioni vincolari interne agenti su S’

(D, Rpy = V2/2Npy (—i +j)) , (D,Rpc= Npcj), (B,Rpc=—Npci)

Me = (D-C)x (=Fi)+(A=C)x ®,+ (B—-C)x ®5+ (D —C) x V2/2Npy (=i +j)
+<D—C) XNpcj—l—(B—O) X (—Ngci)
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M=0 <— NDH:—\/§<F+QL/2)

ASTA Tsc
Le aste Thy e T ho concorrono nel punto proprio D.
Allora, imponendo che M = 0 si potra determinare I'incognita Npgc.

Mp=(A—-D)x P4+ (B—D)x P+ (B—D)x(—Npci),
Mp=0 <= Npc=—qL/2

ASTA Tpco
Le (direzioni delle) aste Tz~ € Ty concorrono nel punto proprio G.
Imponendo che M = 0 si ha

M;=0 <= NDC:F—I—C]L/Q.

Ingegneria Edile-Architettura
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uando si considerino le sezioni o3 e o4 In figura, € possibile determinare le restanti
3
reazioni interne.

YA

O

Ad esempio la sezione o3 taglia le travi scariche Toq, Tyc € Tp.

Sara possibile determinare R« osservando che le travi Ty e Typ concorrono nel
punto H e imponendo che My = 0.

Ingegneria Edile-Architettura



Ingegneria Edile-Architettura

Meccanica Razionale
A. Marasco
Lezione N. 20 del 26 Novembre 2020



Meccanica Razionale 2

1 Geometria delle masse

1.1 Baricentro

Sia S = {(P;,m;),i=1,...,n} un sistema discreto di n punti materiali, la massa del
sistema S e la quantita positiva

m=3"m @
1=1

Sia r; il vettore di posizione del punto materiale P, di massa m,; in una terna Oxyz.
Si definisce baricentro o centro di massa il punto G tale che

n n n i
1 B 1 1 1 S
re=_— g mit = Te= g mili, Yo = — E MY, 2= _— 2 MhiZi (2)
i=1 i=1 1=1 =1

La posizione del baricentro GG dipende solo dalle posizioni e masse dei punti P, di S

1 - !~/ 1 . / _ / - N —
OG:E;WOR—, OG:E;W()P@ G=0G (ZmﬂﬂmGGO).

1=1
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A

A
&
L ] L ]
#
I i @
E 5 G
v Py @ 50 &
b L -G
I it .--"'-r '. .’
-~ i e R . :
g s Vi Ve
= »>

1 <& 1 & -
OG:E;WOPZ-, O’G’:E;miO’Pi G=¢ (ZmiGPz-mGGO>-

1=1

mGG' = m(GO+ 00" +0'G)=m(00' +0'G - 0G) =mO0' +Y mO'P, =Y mOP,=m00'+> m;(O'P, - OF)
1=1 =1 =1

= mO0' +>» m;(00)=04G=¢
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Il baricentro gode di proprieta analoghe a quelle stabilite per il centro di un sistema di
vettori paralleli.

Si consideri ad esempio un sistema X di n vettori paralleli e concordi aventi direzione
e verso arbitrari e moduli proporzionali alle masse m,; dei punti P; di S

S = {(P,amu) i = 1,...,n} (3)

dove a > 0 e u SONno uno scalare e un versore arbitrari.
Il centro ' del sistema . e definito da

n mn
1
rc=— E m;T;, m = E my. (4)
m 4 ;
i=1 1=1

Allora, il centro di massa o baricentro GG di S coincide con il centro C' degli infiniti sistemi
Y rappresentati in (3).
In particolare, per il sistema delle forze peso dei singoli punti P, di .S

X ={(P,migk),i=1,...n} (5)

si ha che il centro C' coincide con .
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Esempio 1. Il baricentro G del sistema S = {(P,m1), (P, mg)} € interno al segmento
P P, e divide tale segmento in parti inversamente proporzionali alle masse m; ed m;

y b
d
—4 +—
O P] G PE X
® i $ t ®
¢ i,
G.|GP1|_TTL2 — . ——
|GP2| ma
m1x1+m2:€2
Ta = , Yo =0, 26 = 0= mxrg = mix1 + Mmoo
mi + mo
mxg = mMix1 + mox mxg < MiTo + MoX mxg < (mjp+mso)x
G 171 22 G 172 22 o a < (my 2)2<:>331<£Eg<£€2
r1 < T mxg > mix1 -+ Moy mxg > (myq + ms) 11
e mxg = my (rg — dy) + ma (xg + dy) = mxg — mydy + mads
1 G L = d1 iy, |GP1|_7712

372:513G‘|‘d2 m1d1:m2d2<:>—:— —
d2 my |GP2| mi
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Sia S = {(P,p(P)), P € B} un sistema continuo in cui la massa si distribuisce lungo
tutta la regione B occupata dal corpo.
La distribuzione di massa in B é caratterizzata dalla densita di massa p (P)

m(c)zfp(P)dT cCB m:/p(P)dT (6)

C

dove con dr si intende un elemento infinitesimo di volume per corpi 3D, di superficie
per quelli 2D e di linea per quelli 1D.

Sia r il vettore di posizione di P € S in un riferimento Oxyz, il baricentro di S e |l
punto G tale che

1 1 1 1
TG = —/pTdT TG = —/p:ch, Yo = —/pydT, 2q = —/psz.
m m m m
B B B B

Il sistema S € omogeneo se la densita p e costante

: 1 1 1 1
m = pmisB = pB, TG:E/TdTEQSG:E/ZCCZT, yG:E/ydT, zG:E/sz.
B B B B
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Analogamente al caso di un insieme discreto di punti materiali, il sistema continuo di
vettori paralleli

¥ ={(Papu),Pe B} a>0

ha il centro C' coincidente col baricentro GG di S.
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Esempio 2. Baricentro di una barretta di lunghezza d e densita p =cost, ax

VA

-+
Lt

O
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Esempio 3. Baricentro di un rettangolo e di un triangolo rettangolo omogenei

)’T y
b T;,#

b
bh h 2 2 2 b
triangolo m = p—,rup:y=h——-x, xg=— / rdxdy = / (x — aj—) dr = £y
0 0

Yo = — / ydrdy = —, 2z =20
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Esempio 4. Baricentro di un parallelepipedo omogeneo

— pabh ddd_— N
=P de abh///x$yz T bh

h
20 = abh///zda:dydz 5
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1.2 Proprieta dei baricentri e simmetrie materiali
1.VPeS Per=Gen

1 < 1
T=0xy VPeS PEW#ZG:—ZmZ-zZ-:O zG:—/psz:O
m 4 m

2.VPeS Per=G¢cr

Zmzyz—o 26 = Zm@zz—()

/ydT—O Zq = /psz—O
S m m

Un piano 7 si dice diametrale, coniugato alla direzione della retta r individuata dal ver-
sore u, per un sistema S se ad ogni punto P € S, non appartenente a m, corrisponde
un altro punto P € S tale che

e P e P hanno uguale massa (pari densita se S e continuo)

r=0x VYPeS Pecr=

e PP | u e il punto medio di PP appartiene a
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| punti massa P e P si definiscono punti coniugati.

"
piano diametrale i

N
/

Il piano diametrale 7 si dira piano di simmetria (materiale) per S se e ortogonale alla
direzione coniugata, cioe se e diametrale coniugato ad u che risulta ortogonale a .
Per sistemi piani si definiscono le rette diametrali coniugate e rette di simmetria.

y Y 9
P, L &)
h/2 Py h/2 Py 4

& L
h/2l0/ |0
P ¢ P

d

-
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3. Il baricentro GG di un sistema .S appartiene ad ogni piano diametrale coniugato di S
ed in particolare ad ogni piano di simmetria.

1
T = 0x lano diametrale — 2z = — mpzp + mp (—z =0 Gern
yp G - ; hZh ; h(—2n)

Toe 1

0 ! > O

4. Proprieta distributiva. Sia S un sistema di massa m e baricentro G tale che
k

S = U S; e siano m; e (G; la massa e il baricentro di ciascun sistema S;. Allora G

1=1
coincide con il baricentro del sistema di £ punti materiali

{(Gz,mz) ,i — 1, k} .
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1 1
S:m:/p(P)dT, rG:—/prdT Sz-:mz-:/p(P)dT, rGi:—/prdT
m my;
B B B; B,

k k k
mrg = [prar =3 [orir =37 || [pir | re.| =3 mire
B 1=1 B; 1=1 1=1

B;

In particolarese S = {(P,,m;),i=1,...n},S =5US": S ={(P,m;),i=1,...,n'},
S"={(P;,m;),i=n"+1,..,n} siha

n n n
! " . _ / 17
m—g m;, m = E m;, m—E m; =m +m
i=1

S o/  —
, i=ntl =1 = m/rg + m"rg = mrg
l — 1 «—
rg = ﬁ g m;r;, Tgr= W g m;T;,
i=1 i=n/+1
1
S = S’ U S// rqg = — (TI’L/'PG/ + m//'l"G//> ,
m

Ingegneria Edile-Architettura
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In modo analogo, si prova che

1 1
S, = S—S" T = — (m'r(; W m”'rG//) , S" = S—S, o = ;
m—m m—m

Esempio 5. Baricentro di una sezione omogenea ad L

J’T % ¢ y
OL I __x.

m=m'+m", rg = e (m’a:G/ + m”a:G//) . Yo = -~ (m’yG/ +m’ /yG//) :
a h
m' = pah, G =|-,=

m"=pb—a)a, G'= (a+b_a 9) = <b+a 9)

2 72 2 2

Ingegneria Edile-Architettura
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b* +a(h —a) - h+a(b—a)
dShtb—a) " 2h+b—a)

m=pah+b—a), xg=

yA B ) y
}
0 Ia > 0
/ 2 1 1 2
S =8_-9 Q;G/: — (m:z:G—m fG”) Yor = —— <myG_m yG”)
b h
m = pbh, _(5 5)
b—a h—a b+a h-+a
. //: —=
W= plb-a) o), 6= (a+P %0 100) = (LAY
v’ +a(h—a) h*+a(b—a)

T S thtb—a) YT 2htb—a)

Ingegneria Edile-Architettura
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Meccanica Razionale 2

1 Geometria delle masse

1.1 Baricentro

1=1 1=1

1
p(P)dr, rq= —/prdr (1)
m
B
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. . 1
S omogeneo m=pmisB = pB, rg= 7] rdrT.

1.VPeS Per=GeEn VPeS Per=GE¢er

2. Il baricentro GG di un sistema S appartiene ad ogni piano diametrale coniugato di .S
ed in particolare ad ogni piano di simmetria.

Proprieté distributiva.

S ={(P,m),i=1,...,n},S" ={(P,m;),i=1,...,n"},S"={(P,m;),i=n"+1,...,n}

S =5US" rg=—m'rg+m'rq), m=m'+m"
m
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1 1
S'=5-5":reg=——(mrg—m're), S"'=85-5:rg=

m —m/” m —m/
Esempio 1. Determinare il baricentro del triangolo omogeneo in figura

(er — m’rG/)

¥

-
-

Per il baricentro G; di ciascun triangolo rettangolo 7} e 75 di altezza h e base b; si ha

bl h/bliE bl h/bl.T 9
201 h h
o dxdy = —2Pdy = = dxdy = 2de = —
ta hbl//xxy hm/ Lat =T de = hln//yxy hb1/262 SREY
h
TG, = b1+§ Ye, = 3 2, = 2¢, = 0,
m = m' +m" = pbh/2, m' = pbh/2, m" = pbh/2.
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Per la proprieta distributiva si ottiene

1 1 [2p2 b 1 [26%2  2bob;  boby b2
CUG__(m,xG/—i—m”:CG//):—[—1—|—b2(b1_|——2)]—E[ 1_|_ 21_|_ 21_l__2

m b| 3 3 3 3 3
2b1 b9 1h h
e 3 + 3 ) Yya b3 < 1+ 2) 37 e 07

Esempio 2. Sezione rettangolare non omogenea con densita 1, = p, fto = 5

S" o om/=ubh,G'= (b/2,h/2), S":m" = (uy — puy) hb/4 = pbh,G" = (b/2 + b/8, h/2)

1
S =5US":m=2ubh, xc= (,ubhb + ,ubh58b) 19_6b Yo = g
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Esempio 3. Baricentro di un settore di corona circolare omogenea di apertura angolare
20 € compreso tra i raggi m, ed 7.

) ¥y ) i
r »7
B . -7
xlﬁ\ﬂlia (.; - O \II'I':!I)I (.; | O ,f\]af G_ .
~ L ."I J .E N 'I ‘{
x;h‘Uf l,.l:l!',' “-\,-"'Of
f’zﬁh F ‘H“—\\‘
ro > 1 =079 =7 T =T9=T

Lasse Ox e di simmetria per il settore, pertanto il baricentro G appartiene alla biset-
trice, cioé y¢ = 2¢ = 0, inoltre m = p (13 — r¥) «

T2 3

L[y 1 2 — 7
To = E//p(rcos@)rdrdéz (Tg_ﬂ)&/?ﬂ (2sina) dr = — Slngz (r3 —17) (2)

1 (Tz - T1) Q 3
1
N QSinoz(T§+7“1r2+r%) 0
¢ 3a (ro+m) ya ¢ '
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e Per 2a = 27 si ha che il baricentro di una corona circolare e posto nel centro della
corona (anche l'asse y e di simmetria materiale).

QZ‘G:yG:ZG:O.

e Per ry = 0 e o = r si ha che il baricentro di un settore di cerchio di ampiezza 2« e
raggio r e dato da

281N o
T = r, Yo = 2q = 0.
3
mwT .. . . . . .
ePerri=0,=1r e a= k) dalla si ricava il baricentro di un quarto di cerchio

e di un semicerchio

44/2 4
rTa=—T, Yg=2z20= ra=—"T, Yg=2z2c=0.
37 3T

e Per r; = ry = r si ha che il baricentro di un settore di circonferenza di ampiezza 2«
e raggio r e dato da

SIN v

T = r, Yo = 2q = 0.
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Esempio 4. Baricentro di una lamina piana circolare omogenea di raggio R nella quale
sia stato praticato un foro circolare di raggio R/2

Y

e

=Y

Lasse x e di simmetria materiale pertanto yo = z¢ = 0.
Utilizzando la proprieta distributiva si ha

S, : m,=prR* G,=(0,0) S¢my=prR*/4, G;=(R/2,0)
1 4 1 R R
S = Sp — Sf ST = —— (mp:v(;p — mfng) = S I (——pﬂR2_> - — .
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1.2 Momenti d’'inerzia

Si consideri un sistema (discreto) di punti materiali S = {(FP;, m;),
retta s, si definisce momento d’inerzia di S rispetto alla retta s

I,=) md, di=d(P,s).
1=1

I, >0, I.=0<«—= P, s V.

Ingegneria Edile-Architettura
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Fissato un sistema di assi cartesiani Oxyz, si hanno | seguenti momenti d’inerzia di S
rispetto agli assi

]x:Zmi(y?+z§), Iy:Zmi(aE?+z§), [Z:Zmz(ﬁ%—yf) (4)
i=1 i=1 i=1

Per un sistema piano (z = 0) si ha

I, = Zmzyf, I, = Zmix?, I.=1,+1, (5)
1=1 1=1
Si definisce raggio d’inerzia di S rispetto alla retta s
Loomey ®
7 — m = my,
Ps - -

e rappresenta la distanza dall’asse s a cui va concentrata la massa m per ottenere |l
medesimo momento di inerzia del sistema S.
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Esempio 5. Calcolare i momenti d’inerzia di S = {(P;, mq), (P, ms)} rispetto agli assi
baricentrali G¢n

A
d
=4 o=
d ] d s
=t ¢ .
i "y '3
& - 5 P
G

m&g = mi&y +may = mi (§g — di) +ma (§¢ + da) & mady = mads

dlz%dg d:d1+d2:mﬁd2 dy ="
= L = L = "
do="2dy  d=di+dy=—“dy  di=—2d
mo mo m
2 2
]g = O, ]77 = mld% + mgd% = m (%d) + Mo (%d) — mrjandQ
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Per un sistema continuo S = {(P,u), P € C'} didensita u siha

Iszfu(PMQ(P)dc, ps = 57 mz/u(P)da (7)
C

I, = /,u (P) (v* + 2%) dc, y = /,u (P) (2° + 2%) de, I, = /,u (P) (2° +y?) de,
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sistema piano I,

|
=
3
<
[\
S
O
S
]
=
3
8
()
S
O
-
|
&
_I_
<
—~
00)
~

Proprieta distributiva

S'={(P,p), PeC}, S"={Pu, PcC, S={Ppu, PcC=CuUl"

IS:/M(P)dQ(P)dc:/,u(P)dQ(P)chr/M(P)dQ(P)dc:];Jr];’. (9)

C C’ c”

Esempio 6. Calcolare i momenti d’inerzia di un rettangolo omogeneo rispetto agli assi
Oxyz e GENC
y n
Y

V= Vur
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h/2 b/2 ; h/2 b/2 ;
bh ubh 1ubh
I = / / untdedy =222 1 = / / péErdédn = 5 L= It == (0> + 1)

—h/2-b/2 —h/2—b/2

K2 h\’ b2 b\’

I, =Ic+mdg, I,=1I,+mds, I.=I+mdg,
dove
dé, = Y&+ 26, dé,=ag+ 2, di. =g+ yg

sono i quadrati delle distanze del baricentro dagli assi della terna Oxyz.
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Teorema degli assi paralleli
Siano Ozyz e G¢n( due terne di riferimento con assi paralleli e concordi, allora

[x = ]5 + mdé’x, ]y = [77 + mdé)y Iz — [C + mdé,za

dove

Ao = (Wot2c), doy=(1¢+20), do.=(v6+va).

G 4 N

; -..'rl’_-l' 2 -
YG X

Ingegneria Edile-Architettura
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Teorema di Huyghens-Steiner

16
Siano sy ed s due due rette parallele e G € s, allora si ha
I, = I, +mdz, de = d (G, s) = d(so, ). (11)
s s Iy=1I,+m(dé—dE). (12)
= | $. a8
//, //
0 =

/ ®
oo

I, >1, I,=1,<d;=0 I, > mdg,

I,=md; < I, =0  (13)
Fra tutte le rette parallele ad s quella che passa per G rende minimo il momento
1).
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Escluso il caso in cui tutti i punti di S siano allineati su s, considerando la massa di S
concentrata in GG si commette un errore per difetto nella valutazione di I (cfr (13)-).
La (12) e una diretta conseguenza della (11

IS:[SO+md2, dG:d(G,S>
Iy = I, +mdg, ~=d(G,s)

= I, =I,+m(dé—d) .

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Geometria delle masse

1.1 Momenti d’'inerzia

A A
L - =
L ] L
Py
&
* ® '
N . °
. \'\ﬂ!‘ .,
H\\ ®
4 « N e y
£ .,
" >
X;-
Yi 2

IS = i mzdf
1=1
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Momenti d’inerzia di S rispetto agli assi

I, = Zmz(nyrzZz), [y:Zmi(xf%—zf), IZ:ZmZ(:z:ZZerZQ) (1)
i=1 i=1 i=1

I, = /,u (P) (y* + 2%) de, I, = /u (P) (2% + 27) dc, I, = /,u (P) (2% + y°) dc,
C C C

Sistema piano (z = 0) si ha

I, = Zmzyga ]y = Zmﬂ??, I, =1+ ]ya (2)
1=1 1=1

I, = / w(P)y*de, I, = / w(P)x*de,  I,=1I,+1,

C C
Raggio d’inerzia di S rispetto alla retta s
[ n
—4/= = > = P)dc, 3
P\ m=Dm [u(P)dc 3)

C
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Proprieta distributiva: S =S'US” I, =I.+1].

Teorema degli assi paralleli: Siano Oxyz e G&nC due terne di riferimento con assi
paralleli e concordi, allora

I = I+ mdy,, I,=I,+mdy,, IL=I+mdg. (4)

Ao, = Wot2c), doy=(2¢+20), do.=(v6+va).
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VP e S r=E(+xq, yYy=n+ya, z2=C(+zg

/M (v° + 2°) de = /M [(77+2/G)2 + <<+ZG)2} de
C C
/

wn® +2nye + vy + ¢+ 2Cz + 28] de

]
A—

v (772 + C2) dc + (y?; + zé) /udc+ 2y /,Lmdc + 22 /,LLCdc
C C C

= I+ m (Y& + 25) + 2ya (mng) + 226 (m¢g)

— [§+m(yé+zé)

Ingegneria Edile-Architettura
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Teorema di Huyghens-Steiner: Siano s; ed s due due rette parallele e G € s, allora si
ha

I, = I, +mds, dag =d(G,s) =d(so,s). (5)

sl s Iy=1I,+m(dg—dE), n=d(G,s), doa=d(G,s). (6)
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Esempio 1. Calcolare i momenti d’inerzia rispetto agli assi Gn(C della sezione ad L

D H— S
le=1+ 1 =" I, +m (Yo — ya) + Lo +m” (Yor — ya)*,

21+ JWHSIW+m(@y—x@-+Wwwﬁ%ww—xd3

N r— ﬁﬁ "o 1" __ . " — b+aﬁ
S":m/ = pah, G_(2,2) S" m"=pb—-a)a, G —( 5 72>7

b2—i—a(h—a) h2+a(b—a)
o " . — — —
S=SUSim=pathtb=a). G=\ 0 T S b a)

I; = pah*/12, I =p(b—a)a’/12, I = pa’h/12, I =p(b—a) a/l2.
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1.2 Prodotti d’'inerzia
In una terna di riferimento Oxyz, | prodotti d’inerzia di un sistema S sono

]:r;y — Z my;TiYi, [xz — Z m;xizq, ]yz — Z miYizi, (7)
i=1 i=1 i=1

szzt/>ﬂfﬂ1@dq L%::j/p(P)xzm; ]@Z:L/}%fﬁyzda
C C C

sistema piano (z = 0) I,.=1,,=0.
Proprieta distributiva

S=S5'US"  Ly=I,+1" IL.=I_+1I"

xTy? xrz)

Qﬂz%[h%.
Teorema degli assi parallel
I:cy = 1577 +mxqya, Iy, = ]gc +mraza, ]yz = Ipc + MYgza- (8)
VP e S r=E(+xq, yYy=n+ya, z2=(+zg
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&

g
Iy = /Mﬂiydc = /M (€ +z¢) (n+ye)de
C C
— /,ugndch xgygf,uchryg/,udewL :Ug/,undc
C C C C

= Iy + magye + yama + xamng = Iy + mrgyc.
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G € Ox,0y,0z = I,,=1I¢), [..=1I¢, I,.=

— 4n¢
Esempio 2. Calcolare i prodotti d'inerzia del rettangolo omogeneo rispetto agli assi
xy, &n, 'y’
v y ¥’
T bT T x!
3
7 -
X
b h
b’ h?
I, = p rydxdy = P I,.=1,, =0,
0 0
b*h? bh
]577 = Ixy — MNMTQYg = IOT — pbh§§ — 0, Igc = ]77( =0
bh  b’h?
]x’y’ = 1577 + m:L"Gyé; = pbh§§ = T, ]x’z’ = ]y’z’ =0
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1.3 Momenti principali d’inerzia

Si considerino un sistema S di punti materiali e una retta s per I'origine O in un sistema
di assi Oxyz, siano «a, 3, i coseni direttori di s

s =vers=(a,3,7), oF + [+ =1 (9)
Sia r; il vettore di posizione di P, rispetto ad O e
‘2

r;|” = xf + yf + 22-2, |OPZ-3\2 = (r; - s)2 = (r;a+ y;0 + Zﬂ/)Q.
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Il momento d’inerzia di S rispetto ad s puo esprimersi in funzione di a, 5, v
I, = La* + I,B* + L.y* — 21,08 — 2I,.ary — 21,.37 (10)

e consente di valutare I, rispetto ad una qualsiasi retta s uscente da O quando si siano
calcolati i momenti I, I,, I, e i prodotti d’inerzia I,,, I,.,I,. di S.
Infatti, si ha

@ = (Il = OPP) =22 + 42 + 2 = (wia + yiB + 27)°

= (52 + 72) +y7 (042 + 72) + 2] (042 + 52) — 2wy, — 2xizio0y — 2y2:87
= o’ (:IJZ2 + yf) + 5 (:1322 + ZZQ) + 7 (:1322 + yf) — 2aBxy; — 2avx2; — 267Yi%;

n n n n
I, = Zm’dlz — oﬂZmi (SCZQ +y22) +522mi (xf +ZZ2) +*y22m¢ (51322 ‘|‘yz2>
i=1 i=1 i=1 =1

—2a z": MY — 2ary z”: miTiz — 237 zn: MY Zi
i—1 i—1 i—1

= [xOé2 + [y52 + ]z/72 - 2[acy055 _ 2].7)2047 D QIyZB’y
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Per ogni retta s uscente da O, supposto I, > 0, si consideri il luogo (geometrico) dei
punti Q) (z,y, z) € s tali che

S A (11)
S
Eo = T,Y,2) €ES: T =—= Vs:s=vers=(a,p3,7v). 12
o={Quynesing- > @Br). (2
Sostituendo le (11) nella (10) si ottiene I'equazione dell’ellissoide di inerzia Eg
Eo: La*+ Iyy2 + 1,2° — 20 oy — 20,02 — 21,yz = 1. (13)

Se O = G si ottiene I'ellissoide centrale d’inerzia E¢.

| momenti d’inerzia relativi ai tre assi dell’ellissoide si definiscono momenti principali
d’inerzia, e gli assi dell’ellissoide d’'inerzia sono assi principali d’inerzia.

Si osservi che determinato I'ellissoide d’'inerzia Eo € noto il momento d’inerzia relativo
ad ogni retta s uscente da O.
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Infatti, se () € s N E allora si ha

1 1
0Q| = — — I,=—,
oel= T 00"

e quindi agli assi principali d’'inerzia competono momenti d’'inerzia minimo 0 massimo.

(14)

b4
i

In particolare, dalla (14) risulta evidente che all’asse maggiore dell’ellissoide compete
momento minimo e a quello minore il momento d’inerzia massimo.

Se esiste una retta s passante per O : I; = 0, allora i punti del sistema S sono tultti
allineati su s.
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Si consideri il sistema di assi Oxyz con I'asse z coincidente con s, allora

VPeS wi=y=0=L=1I,=Y myz, L=ILy=1I.=1I,.=0, (15)
1=1

e il luogo dei punti (13) si riduce ad un cilindro (rotondo) il cui asse di simmetria z e
asse principale d’inerzia

Co: Li*+Ly =1, I =1, (16)

Per 'ellissoide d’inerzia valgono le seguenti proprieta

1. Lasse z sia un asse di simmetria per l'ellissoide d’inerzia (asse principale), allora

<x7y7 Z) S EO — (le',y, _Z> S EO (17)

e I'equazione dell’ellissoide (14), essendo I,.. = I,. = 0, diventa

Ey: La*+ ]yy2 + 1.2% — 21, 2y =1,
e vale anche il viceversa, cioé si e dimostrato che

z e asse principale d'inerzia <= I,.=1,, = 0.
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2. Se due assi del sistema sono principali d’'inerzia, allora lo e anche il terzo.
Si supponga che gli assi x e y siano principali d’inerzia, allora

Ly=1,.=0, I,=1I,.=0

e quindi anche 'asse z e principale d’'inerzia (1,, = I,. = 0).

3. Unaterna e principale d'inerziase e solose ,,, = [,, = [, =0
In una terna principale d’inerzia I'ellissoide d’inerzia assume la forma canonica

La* + Ly + L.2° = 1. (18)
Yy
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4. Se m = xy € un piano di simmetria per il sistema S, allora I, = I,,, = 0 e quindi
Ey: La*+ [yy2 + [.2% — 21,0y =1 YO € . (19)
Inoltre, poiche il baricentro G appartiene al piano 7 di simmetria per S, si ha
Eq: I+ 1In+I13¢—2lgén=1

5. Per un sistema piano .S i cui punti appartengono al piano 7 = xy siha I, = I, = 0
e quindi

Eo: L’ +1y*+ 12" —2L,oy=1 L=I1+1, VYOEmr

e anche per E si ottiene un’equazione del tutto analoga.
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Esempio 3. Si determinino gli ellissoidi d’inerzia relativi alle origini dei riferimenti
Oxy, GEnC di un rettangolo omogeneo di lati b ed h.

SRy

Hﬁ.

0

Y= ¥y

Ricordando che per un sistema piano risulta

I, = /,u(P)y2dc,Iy://L(P):EQdc,Ixy:/M(P):l:ydc, [z:]x+[ya[xzzlyz:0

C C C
Eo L’ + Iyy2 +1,2° — 212y =1 VO ern
P bh? P b’h bh
Ix:,u/dy/fdx:'ug : Iy:,u/dy/:z:Qda::’uT, IZ:%(h2—|—bQ)
0 0 0 0
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b
b2h2
_ dy/:zz _ L I.=1,.=0
0
3

bh ub’h bh
,u3 - + 5 Y +%(h2+bz)z — 2

Lasse z e un asse principale d'inerzia ({,, = 1, = 0).

m = ubh,G = (b/2,h/2)

ub*h?

FEo xy =1 VO e

I = Ic+myg, Iy=1I+mag, Ic=I+1, Ly=Ig+macye, .= I
I, = I,  Eg: IL&+Im*+I1C—2qén=1
pbh? h?  ubh’ ub3h ubh , 5
Ir = I, —my? = —— — ubh— = I, = I = h*+b
: mye = —— — pbh- ==, ===, o= (B4 0)
]577 — ]a:y mrgyag = 0 [gg =1 n¢ = 0
bh? b3h bh
Eo a €—|—%7] +%(h2+b2)c2:1.

Si osservi che Ia terna baricentrale e principale d’'inerzia (I, = I¢¢ = I, = 0).
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Determinazione degli assi principali d’inerzia di un sistema piano

Si consideri un sistema .S i cui punti appartengono al piano ™ = xy.

Poiche 'asse z e principale d’inerzia, la ricerca di una terna principale d'inerzia e limi-
tata alla determinazione di due assi nel piano zy.

Si consideri una retta s del piano xy

s =vers = (a,3,0) = (cosp,sinp,0), ol + 3 =1 (20)

dove ¢ e I'angolo che la retta s forma con I'asse =.

YA
F
% r
Y ¥i |
¢
Y .
S e o :
oN—"1% X :.
Il momento d’'inerzia di .S rispetto ad s e
I, = I, cos* o + I, sin® ¢ — 21, cos psin @ (21)
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e I'ellissoide d’inerzia
Eo: La*+ [yy2 + 1.2% — 20,0y =1 VO €
Interseca il piano zy in un'ellisse di equazione
Eonm: Laz*+ ]yy2 — 20y =1 YO € . (22)

Sono possibili, allora | due seguenti casi
e gli assi x ed y sono principali d’'inerzia.
Allora, in questo caso l'ellisse (22) assume la forma canonica

Eonnm: La*+ [yy2 =1 YO € . (23)

e gli assi x ed y non sono principali d’'inerzia.
Allora, e possibile individuare gli assi principali d’'inerzia r; ed r, imponendo che ad
essi competa momento d’inerzia minimo 0 massimo.

Siano r; ed r, detti assi e si supponga che ¢, e ¢, siano gli angoli formati dalle rette
con 'asse delle x.

Per determinare il minimo e il massimo di I, si cominci con I'imporre che tali rette
siano punti di stazionarieta per I, ()
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d
= 0<= — ([,cos® o+ Iysin® p — 21, ing) =0
I dg0< cos” ¢ + I, sin” ¢ y COS @ sin @)
< (I, — I,)sin2¢p +21,,cos2¢p =0

allora si ha
— se cos2¢ = 0sihay=mn/4+ kr/2 da cui si ottiene

pr=—m/4  py=p +T/2=m/4
— se I, = I, allora cos2¢ = 0 e ci si riconduce al caso precedente in culi
py = —m/4 py =/4
—se [, # 1, ecos2¢ # 0 siha

21, cos2¢p 21,
> tan2p = — J
I, — I, A -

da cui a meno della periodicita si ottengono due valori per I'angolo ¢ che differiscono
per /2.

Sin 2 = —

Ingegneria Edile-Architettura
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1 Geometria delle masse

1.1 Momenti principali ed ellissoide d’'inerzia

In un sistema di assi Oxyz, siano S un sistema discreto o continuo di punti materiali
ed s una retta per l'origine O

s=vers=(a,f,7), o+ +9 =1L (1)

Il momento d’'inerzia di S rispetto ad s puo esprimersi in funzione di o, 3, v, dei momenti
I,,1,, I, e dei prodotti d'inerzia I,,, I,., I,

I, = L,a* + 1,5* + [ — 21,03 — 21,.ay — 21,..37. (2)

Per ogni retta s uscente da O, supposto I, > 0, si definisce ellissoide di inerzia
relativo ad O il luogo (geometrico)

S

VI

Eo: La*+ ]yy2 + 1,2° — 20 vy — 21,02 — 21,,yz = 1. (4)

EO:{Q(Js,y,z)ES:rQ: } Vs:s=vers=(a,f,7) (3)
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Se O = G si ottiene I'ellissoide centrale d’inerzia E¢.
| momenti d’inerzia relativi ai tre assi dell’ellissoide si definiscono momenti principali
d’inerzia, e gli assi dell’'ellissoide d’'inerzia sono assi principali d’inerzia.

=
i

Determinato l'ellissoide d’inerzia £ e noto il momento d’inerzia relativo ad ogni retta s
uscente da O

1 1
PesnNkE OP| = — < [3 — T 9
o 1OFI=77 oPP

e quindi agli assi principali d'inerzia competono momenti d’inerzia minimo 0 massimo.

(5)
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Se esiste una retta s passante per O : I; = 0, allora i punti del sistema S sono tutti

allineati su s.
Si consideri il sistema di assi Oxyz con I'asse z coincidente con s, allora

VPES mi=y=0=IL=I=Y mgz, L=IL,=1IL.=1.=0 (6
1=1
e il luogo dei punti (4) si riduce ad un cilindro il cui asse di simmetria z e asse principale
d’'inerzia
Co: La*+ILy =1, I.,=1I, (7)

Per I'ellissoide d’'inerzia valgono le seguenti proprieta

1. Lasse z sia un asse di simmetria per l'ellissoide d’inerzia, allora
z e asse principale d’inerzia <= I, =1, =0.

2. Se due assi del sistema sono principali d’'inerzia, allora lo e anche il terzo.

3. Una terna e principale d’'inerzia se e solo se [, = [, = I,, = 0, in questa terna
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I'ellissoide d’'inerzia assume la forma canonica
La®+ Ly + 122 =1 (8)
4. Se m = xy € un piano di simmetria, allora G € T e

Eo: La*+1y*+12*—-2L,oy=1 VOecm. (9)

Eg: &+ I+ I3¢ —2Igén =1
5. Per un sistema piano S i cui punti appartengono al piano m = xy si ha
Eo: La*+ Ly + 12" —2L,oy=1 I,=I,+1, VYOcn

e anche per E si ottiene un’equazione del tutto analoga.
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Determinazione degli assi principali d’inerzia di un sistema piano

Si consideri un sistema .S i cui punti appartengono al piano ™ = xy.

Poiche 'asse z e principale d’inerzia, la ricerca di una terna principale d'inerzia e limi-
tata alla determinazione di due assi nel piano zy.

Si consideri una retta s del piano xy

s =vers = (a,3,0) = (cosp,sinp,0), ol + 3 =1 (10)

dove ¢ e I'angolo che la retta s forma con I'asse =.

YA
F
% r
Y ¥i |
¢
Y .
S e o :
oN—"1% X :.
Il momento d’'inerzia di .S rispetto ad s e
I, = I, cos* o + I, sin® ¢ — 21, cos psin @ (11)
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e I'ellissoide d’inerzia
Eo: La*+ [yy2 + 1.2% — 20,0y =1 VO €
Interseca il piano zy in un'ellisse di equazione
Eonm: Laz*+ ]yy2 — 20y =1 YO € . (12)

Sono possibili, allora | due seguenti casi
e gli assi x ed y sono principali d’'inerzia.
Allora, in questo caso l'ellisse (12) assume la forma canonica

Eonnm: La*+ [yy2 =1 YO € . (13)

e gli assi x ed y non sono principali d’'inerzia.
Allora, e possibile individuare gli assi principali d’'inerzia r; ed r, imponendo che ad
essi competa momento d’inerzia minimo 0 massimo.
Siano r; ed r, detti assi e si supponga che ¢, e ¢, siano gli angoli formati dalle rette
con l'asse delle .
Per determinare il minimo e il massimo di I, si cominci con I'imporre che tali rette
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siano punti di stazionarieta per I, ()

dl d . .
d;(’p) = (<= % ([m cos® p + I, sin? ¢ — 21, cos ¢ sin gp) =0
< (I, — I,)sin2¢p +21,,cos2¢p =0

allora si ha
— se cos2p = 0sihap=m7/4+ kmr/2 da cui si ottiene

pr=—m/4  py=p+T/2=m/4
— se [, = I, allora cos2¢ = 0 e ci si riconduce al caso precedente in culi
py = —m/4 py = /4
—se I, # 1, ecos2¢ # 0 siha

21, cos2¢p 21,
— tan2p = ——*
I, — I, AL -

da cui a meno della periodicita si ottengono due valori per 'angolo ¢ che differiscono
per /2.

Sin 2 = —
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1.2 Ellisse di Culmann e antipolarita

Si consideri un sistema piano S e un riferimento baricentrale Gxy principale d'inerzia.

Allora, se m e la massa di S, i due raggi d’inerzia sono

I, I,
Py — T IOy — .
m m

(14)

Si definisce ellisse di Culmann I'ellisse di semiassi p, € p,, cioe la conica di equazione

Ingegneria Edile-Architettura
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Si consideri la seguente corrispondenza tra punti e rette del piano ad esclusione del
baricentro GG del sistema S e delle rette da esso uscenti

A:(xA,yA)—>i—§x+i—§y+1:O VA£G (16)
Y x

ropr+qy+l=0— A= (za,ya):za=pp,, ya=qp. Vr:Gér (17)

La corrispondenza definita nelle (16) e (17) e detta antipolarita, la retta associata ad
ogni punto A # G e detta antipolare, laddove il punto A associato alla retta » mediante
la é detto antipolo.

Esempio 1. Determinare gli antipoli delle rette parallele agli assi e delle seguenti rette

ay: T = —p, as: T = p, az:x = —p,/2 as:a=2p,

pr4+qy+1=0— A= (za,ya) xa=pp,, ya=qp; Vr:Gé¢r

al:ix%—l:OHAl:(py,O) agz—ix+1:O—>A2:(—py,O)
Py Py
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2 1
gy —x+1=0— Ay = (2p,,0) 0w+ 1=0— Ay = (-2,0)
Py 2p, 2
rette || x qu+1 =0 — A, = (O, qpi) rette || y pr+l=0— A, = (ppi, O)
YA
a, i
ol i ) ) ‘\\
/A, N A, 2
A, G F A,

N Fa ‘

Teorema di reciprocita. Siano A e B gli antipoli delle retta a e b, allora

Acrettab=— B <€ retta a
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e Sia A l'antipolo della retta a, allora ogni retta s4 di centro A ha I'antipolo S, € a
(A, a), Vsa dicentro A= Sj€a

e Gli antipoli di un fascio di rette parallele appartengono alla stessa retta r; passante
per il baricentro, detta diametro coniugato alla direzione del fascio di rette parallele
Va,b:al|b A BE€rg
Costruzione del diametro coniugato

Dato un fascio di rette parallele, si consideri la retta del fascio tangente all’ellisse di
Culmann. Il diametro coniugato e la retta passante per il punto di tangenza e per G

YA YA
il : T s il . b -
[ 5 e - I 5 -
e W e N
o~ > >
i - i f l:" J \-\\
B % A
}f_._h_ g ---_-_‘_J .
1L~ Pl e -~ T, R
“15. S,
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Si consideri un fascio di rette parallele e siano a e b due rette del fascio e A e B |
corrispondenti antipoli, allora A e B appartengono allo stesso diametro (retta per G).
| punti A e B sono detti punti coniugati nell’antipolarita e si ha

|AG||BG| = cost

dove la costante dipende dal diametro.
NellEsempio 1. poiche le rette a4, ...,as sono parallele gli antipoli appartengono allo
stesso diametro e risulta

[A1G] | A9G| = |A3G| |AWGI = py,
Antipolarita per G e per le rette passanti per G

retta r per G — punto improprio della direzione del fascio di cui r € diametro coniugato

G — retta impropria

In particolare, la retta impropria contiene tutte le direzioni dei fasci di rette parallele di
cui una retta per GG e il diametro coniugato.
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1.3 Nocciolo (centrale) d’inerzia

Sia S un sistema continuo piano.

Il nocciolo d’inerzia e il luogo dei punti formato dagli antipoli, rispetto all’ellisse di
Culmann, delle rette che non tagliano il sistema S, cioe delle rette esterne o tangenti
ad S.

e || baricentro G di S appartiene al nocciolo d’'inerzia.

e Poiche maggiore e la distanza di una retta » da G minore e quella del suo antipolo
R, la frontiera del nocciolo d’'inerzia e individuata degli antipoli delle rette che hanno
gualche punto in comune con S ma senza intersecarlo.

e Gli antipoli di rette esterne al sistema .S sono punti interni al nocciolo d’inerzia.

e || nocciolo d’inerzia e sempre un dominio convesso.
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Esempio 2. Determinare I'ellisse di Culmann e il nocciolo d’'inerzia di un rettangolo
omogeneo

a,

Osservando che gli assi sono centrali d’inerzia, per determinare l'ellisse di Culmann e
sufficiente calcolare i raggi d’'inerzia

L fwbh 1R / pbdh 1 b2
Vm | 12 wbh V12 12 ubh 12

Ingegneria Edile-Architettura




Meccanica Razionale 16

2 2 2 2
LY L Y
—+ = =1 + =1
P, P: b2/12 ~ h?/12

Per determinare il nocciolo d’inerzia e sufficiente individuare gli antipoli delle rette pas-
santi per i vertici e i lati del rettangolo

Cpr+qyt+1l=0— A= (za,y4) :xa=pp,, Ya=gqp, Vr#trg

r
X
A:(xA,yA)—>p—§$+?;—§y+1:O VA # G
Y x

[ h 2 h h h
_alzy:—§ <Ey+120>—>141:(0,8)], [agzy:§—>A3:<O,—6>]
[ b 2 b b
T <_5$+1:O)_>A2:(_ O)] [aﬁ‘:x:?—)m:(é’o)]

b h 6 6 b h 6 6
‘/12 = (§,—§> — 17192 . ECU_Ey—F]. — 0 ‘/})4: <—§,§> — T34 . ——CU‘|—_y‘|_]. =

|
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b h 6 6 b h 6 6
Vog = (5,5) — 793 . BCL‘—I—EZJ—Fl =0 Vig = (—— ——) — T4 —B:C—Eerl =0
Osservando che le rette della stella di centro V;; hanno I'antipolo sulla retta r;; passante
per A; e A; si ottiene il segmento di estremi A;A;.

Esempio 3. Determinare I'ellisse di Culmann e il nocciolo d’inerzia di un disco omoge-
neo di raggio R.

| raggi d'inerzia di un disco omogeneo sono p, = p, = R/2 e quindi I'ellisse di Culmann
é una circonferenza di raggio R/2.
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Il nocciolo d'inerzia puo facilmente ottenersi considerando che la sua frontiera e deter-
minata dagli antipoli delle rette tangenti al disco.

D’altra parte, per la simmetria, e facile convincersi che il nocciolo d’inerzia € un disco
di raggio R/4.
Infatti, si considerino ad esempio le rette tangenti al disco e parallele agli assi x e y

R R
a12—£+1:0—>141:(0,——> CL22£+1:0—>A2:(0,—)

R 4 R 4
x R x R
a32—E+1=0—>A3:<—Z,0) CL4IE—|—1=O—>A4=<Z,O>

| punti A; rappresentano i punti d’'intersezione del disco di raggio R/4 con gli assi.

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale 19

Esercizio. Determinare l'ellisse di Culmann e il nocciolo d’'inerzia della sezione a
doppio T in figura

+____B____*._ B =14cm
YA Yok H =14cm
-+—[—+- t=2cm
il ——+——r -T-—
+
|
- |H
X |
|
4+ |
7 t
—_ +_>_¢_:_
| X
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1 Calcolo vettoriale

1.1 Momento polare
Momento del vettore applicato (P, u) rispetto al polo T

Mr=(P-T)Xu=(rp—1rp) X u Mpr=Mg+ux(T-25)

M,
u

. P
< 7 1 Pﬂ]’

& i \

5
2 i
-~ e Iy P
/,_::_”f_.a-f i e e

S

e Il momento di (P, w) non varia se si sposta il polo lungo una retta parallela ad u

T

¢ || momento non varia se si sposta il vettore u lungo la sua retta di applicazione
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Esempio 1.1.1. Calcolare il momento del vettore (P, F') rispetto ad A

Te,
2L
B
| 2L
A o F, e,
< INF =
3L 3~
SF 4 4 24
F:—el——Feg MA:(Q—A)XF2:6L61X—F62:——F€3
5! 5 D D
SF 4 12 12F 24
MA: (P—A) X F = (3[/61—'—4[/62) X <?81—5F82> = —ELF—T: —EFBS
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1.2 Asse centrale
La componente L del momento parallela al risultante R non dipende dal polo

M; R=Mgy-R, VTS M;=L+Ny L|R NrLlR

asse centrale A= {P: | M p| :mTin|MT\} ={P  Np=0}={P:Mp=L}

M, M,
R || Ozx; A={P=(x1,20,23) : 71 = — 027332: 01
RS Rg

, L3 Eé)%}
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In generale, per un sistema .S di vettori applicati con risultante R e momento M () si ha

R M
asse centrale A:{P (x1,x9,23) : (P —0) = AR } & Aeéﬁ}

T — Ty To— x5 T3 — I R x My

A= {P = (331,332,373) : 3 = R, G R 3} ) (Q - O) — R2 = (ZIZ/I,ZC/Q,ZEé)

MT:MO—I—RX<T—O><:>L—|—NT:L—|—NO+RX<T—O>

Pe A& Np=0&Npop+Rx(P-0)=0&Np=(P—-0)xR
& NoxR=[P-0)xR|xR&=NoxR=[P-0)-RIR—R-R(P—-0)

p-0)- L=O Rl NoxB_,p, RxMo
@-0) = T F0 5 (P-0)= R+ (Q-0) & (P-Q) =

& (11— 2y, w9 — x5, w3 — x%) = A (R, Ry, R3).
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Esercizio 1.2.1. Nel riferimento Oxyz, determinare I'asse centrale per il sistema di
vettori applicati S = {(A;, v;),i=1,2,3}:

11
A1 =(2,0,0), v = (1,0,0), Ay =(0,0,2),vs=(1,0,1), Agz(o,l,O),vgz<§,—§,0>

R:i z<— - 1) Moi(Ai—O)xvi:@,Q,—;),

1=1 1=1

15 75
2 = — Mo=|-—-,-,5
R > RXx M= (4,4,
R x Mg 5 1 2 7
P—0)= P M= —=1)+=(—-—,55] A
A O)=\ = ( 0) = (2 2,>+15< ) c R
( VO
r=——+-=-A\
13012 2 7 1 2
—__ x — ) =2(=—y|=2—= AeER
Ay g 2)\ 5(x+30) (6 y) 23 €
\Zzg—l—)\
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Determinare i valori di o e $ tali che il punto P = («a,a + 1/6, 3) appartenga all’asse
centrale A.

1.3 Sistemi equivalenti
Si considerino due sistemi S e S’ di vettori applicati

S={(P,u;),i=1,...,n}, (risp. S={(P,u(P)): Pe€Q}) R, My, VT
S ={(Qj,v;),j=1,...,m} (risp. &'={(P,v(P)): PeQ}) R/ VT
S e §' sonoequivalenti<— R=R', M= M/, VT.

S e S sonoequivalenti<—= R=R/, 30:M,= My,

Tabella di “massima riduzione”

R=0, Mp,=0= zero
I=0 R=0, Myy,+#0= -coppiadi momento M,
R #0, My,=0= R applicato in un punto dell’asse centrale

I # 0 R applicato in un punto O piu una coppia di momento M
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2 Cinematica

2.1 Moti rigidi

S corpo rigido |PQ| =cost VP,QQeS WVt

Te3 Te3

e
e, 2

LN —>
e ;

r
P/

spostamento rigido IPQ| = |P'Q'| VP Q € S (rigido o non rigido)
moto rigido Vt . |PQ|=-cost VP @ €S (rigido o non rigido)
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Configurazione di un corpo rigido
(x1x913 terna fissa o di laboratorio di versori (e;) P = (11, 79, 73)]
Oy112y3 terna mobile solidale ad S di versori (u;) : O € S (P = (y1, Y2, y3)]

e3 4 “:!
B _
L

r}w‘/“z
A ;

r
B
u,

s e
O 0/ 2 : /
- A
_ e, %

OelsS Tp/Q (t) = T0/Q (t) + TP/O (t) VP e S

ro/a () = zo1 (t) €1+ x02 (t) €2+ 703 (1) €3, Tpio (t) = yrur (t) + yous (t) + ysus (1),
U; (t) = A (t) e; + A (t) e + A (LL) e, 1=12,3 (A@] coseni direttori)
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’I"p/Q (t) = T0O1 (t) € + L2 (t) €9 + L0O3 (t) €3 -+ U1 <A11 (t) €1 + A12 (t) €9 -+ A13 (t) 63) +
Y2 <A21 (t) e + AQQ (t) €y + Agg (t) 63) + Y3 (Agl (t) e + A32 (t) €y + Agg (t) 63)

Le configurazioni di un sistema rigido .S dipendono da 6 funzioni del tempo
e 101 (t), 02 (), xo3(t) che definiscono la posizione del punto O nel riferimento fisso;

e 3 coseni direttori indipendenti A;; che definiscono l'orientazione della terna solidale
rispetto a quella fissa.

Qxix913 terna fissa o di laboratorio di versori (e;)
Ox1xox3 terna con centro in O € S e assi di versori (e;)
Oy1y2y3 terna mobile con centro in O € S solidale ad S di versori (u;)

linea dei nodi n = 0Ox1x9 N Oy1ys N = Versn
angoli di Eulero: ) precessione ( rotazione propria ¢ nutazione

Le configurazioni di un sistema rigido .S dipendono da 6 funzioni del tempo
e r01(t),x02 (t), xo3(t) che definiscono la posizione del punto O nel riferimento fisso;

e 3 angoli di Eulero che definiscono 'orientazione della terna solidale rispetto a quella
fissa.
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attodimotorigido VP eS wvp(t)=vo(t)+w(t)x(P—-0) Vit
Spostamento elementare dP =dO +dp x (P—0), dp=wdt
vettore di rotazione elementare dp = wdt

/;P\
1L
0 :

Moti traslatori

equazioni cartesiane dei moti traslatori zi (t) =x (t) +y;, =1,2,3
spostamento elementare VPeS dP =dO
atto di moto traslatorio VP, P, €S vp (t)=vp (t)=71() WVt
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e Moti rotatori attorno ad un asse fisso a

e Moti rototraslatori

e Moti rigido sferici

e Moti con asse scorrevole su se stesso e moti elicoidali

e Teorema di Mozzi e invariante cinematico

Ingegneria Edile-Architettura
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2.2 Moti rigidi piani

Oxizow3  (€;) (fisso) : m = Oz a9 T || s, Ozs| Oys (e3= u3)
Oyiyays  (u;) (solidale) : w5 = Oy1ys p € (—m,m) =211, zo3(t)=0

atto di moto piano vp(t)=vo(t)+w(t) x (P—0) wvo(t)| mw(t)=pes
spostamento elementare piano  dP =dO +dp x (P —0) dO |7, = pes VP

Ogni atto di moto rigido piano o e traslatorio parallelamente al piano 7 oppure e rota-
torio attorno ad un asse ortogonale a .
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e Se dyp # 0 si hanno spostamenti elementari rotatori attorno ad un asse a L «

. . . d d
centro istantaneo di rotazione dC' € ng:dC =0 C = (3301 — 502, ro9 + 501, O)
2 2

dp #0=—=dP =dp x (P—-C) dC=0,p=pe3 VP
Se a e una retta dello spazio solidale passante per C' e ortogonale a 75 si ha

asse istantaneo di rotazione VA€a dA=dpx(A-—C)=VAc€a dA=0

dP =dp x (P—A) A€a,p=pe; VP
e Se dyp = 0 si hanno spostamenti elementari traslatori (parallelam. a )
dp =0=—=dP =d0O VP

Teorema di Chasles

In un moto rigido piano le perpendicolari agli spostamenti elementari passano per |l

centro istantaneo di rotazione C' che e un punto proprio se de # 0 e improprio nel
caso in cui de = 0.
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2

Proprieta dei centri istantanei di rotazione

1.5¢e 0 :dO=0=0=C
2.5edP, P :dP,=dP,=0=—dP =0 VP
3.SeVP1,P2:dPlzdPg,HszdszO:>dP:O VP

e Diagrammi di spostamento

e Centri assoluti e centri relativi
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3 Sistemi vincolati

e Vincoli olonomi, lisci, fissi, unilaterali e bilaterali

e Equazioni e disequazioni di vincolo

e Coordinate lagrangiane e gradi di liberta

e Spostamenti elementari e spostamenti virtuali

e Equazioni di vincolo e gradi di liberta

e Sistemi isostatici, :—Vvolte iperstatici e [—volte labili con 2 vincoli dipendenti
e Analisi cinematica di un sistema vincolato piano

e Matrice cinematica

e Vincoli nel piano esterni e interni: pendolo, cerniera, carrello, doppio pendolo, doppio-
doppio pendolo, incastro.
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4 Statica

e Equazioni cardinali della statica (ECS).

e Analisi statica di un sistema: matrice statica e relazione tra i modelli cinematico e
statico.

e Reazioni vincolari della cerniera, del carrello, del pendolo, del doppio pendolo, del
doppio-doppio pendolo e dell'incastro.

e Maglie triangolari e strutture reticolari. Labilita, isostaticita e iperstaticita interne.
e Metodo dei nodi. Metodo di Ritter.

e Principio dei lavori virtuali (PLV)

e Principio di Torricelli.

e Condizioni di equilibrio per un corpo rigido.

e Analisi dell’equilibrio con il PLV e condizioni generali di equilibrio.

e Determinazione delle reazioni vincolari con il PLV. Diagrammi di spostamento.
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Esercizio 4.1. Si effettui I'analisi cinematica della trave Gerber a due campate (AC e
C'D) e si determinino le reazioni vincolari con le ECS.

F F F’

Analisi cinematica

m =0 ZA,Y4,P1, TD,YD; P2

cernierain A: dA=0 (dzs=0,dys=0)

carrelloin B: dB-3=0 (dyg=0)

cernierainternain C': dC'"—dC" =0 (dro — drer =0, dyc — dycr = 0)
carrelloin D: dD-3 =0 (dyp =0)

'da:A:O,dyA:O, (dSCAIO,dyA:O,

dya + dypy (xp — xa) = 0, dya + 2adp; = 0,

dxa —doy (yo — ya)] — [dzp — dpy (yo — yp)] =0, = ¢ dza — dzp =0,

[dya + dp, (xc — x4)] — |[dyp + dpy (xc — xp)] = 0, dya + 3adyp; — dyp + 2adpy = 0
\dyD:O. \dyD:O.

N\
/"

Ingegneria Edile-Architettura



Meccanica Razionale

1

0
Mo = 0
1
0

x

0O 0 0 0 0
1 0 O 0 0
1 2a 0 0 0
0o 0 —-1 0 0
1 3a 0 -1 2a
0O 0 0 1 O

(dZEA dys dp, dep dyp d@Q\

Calcolo delle reazioni vincolari con le ECS
Si osservi che la cerniera interna in C' e carica, pertanto conviene scrivere le ECS per
le travi AC' e C'D e per il punto materiale C
Reazioni vincolari e sollecitazioni attive

cerniera esterna in A :
trave AC —— carrello esternoin B :
cerniera interna in (' :

punto materiale C' — —®,, -V,

trave CD —

Ingegneria Edile-Architettura

cerniera interna in C' :
carrello esterno in D :
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Isostatico

Dy =Dy i+ Pyyj,
bp = Pp,j.
b =P, 1+ (I)Cyj.

o =Ve,i+ Ve,
PH = CPpyj.
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Sollecitazioni attive

(P, Fy) : PL=(xa+a,y4),F1=—F3 (C,F¢):C=(xa+3a,y4), Fc=—Fj
(P, Fo) : Py=(x4+4a,y4),Fy= —\/75 (F'i+ F'j)

ECS

Dy + Doy =0,
= CI)Ay-I-CDBy—I-CDCy—F:O,
2a®p, + 3adc, — aF = 0,

R LRI o,

ECS trave AC — { (@) (v)

. (a) (v) _ —®cy = Ve =0,
ECS punto materiale ¢’ — R} +R;"=0% { —Ppy — Ve, — F =0,

(qfc V2o
R® L R® _ g
ECS trave CD — 2a+ QU e Dy, + U —QF’:O,
(a) (v) _ y y
M7, + M) = 0, \[2
2
\—2a\IJOy+CL7F,:O,
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2 2 3V 2
q)A:iF/i_iF/ja (I)B: 2F+—fF/ j7
2 8 S
2 2 2 2
\I:C:£Fﬁ+£F", $o— Vi (_p_ Vg j
2 4 4
AY
A B C D E H
0 2a a a a a 2a l)

Trave Gerber a tre campate

Ingegneria Edile-Architettura
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5 Geometria delle masse

5.1 Massa e baricentro

1=1 1=1

1
p(P)dr, rq= —/prdr (1)
m
B
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oVPcS Pern=Ger VPeS Per=Ger

e || baricentro G di un sistema S appartiene ad ogni piano diametrale coniugato di .S
ed in particolare ad ogni piano di simmetria.

e Proprieta distributiva S = U S; m= Z mi, Mrg= Z m;Tg,

Esercizio 5.1. Calcolare la massa e ll barlcentro di un’asta AB non omogenea di
lunghezza L, supponendo che la densita in un suo generico punto P sia

(1) p(P) = T3 1AP|, 2) p(P) = T3 1AP*.

221" 1 (L /om 12m [23]% 2
M = —x dx = —| = = — dr = ——— |—| = —-L.
/ A L2[2]o w e M/O (L2 )a: < m L? [3]() 3
3m 3m [2° L 1 L /3m 13m [x* L 3
M = dr =" |—| = = — = dr = = —L.
/ ! L? [3]() e M/O (L?’x)x ! m L? [4]() 4
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Esercizio 5.2. Si determini il baricentro G della sezione piana e omogenea in figura,
sapendo che |O'A| = R/2, |O'B|=R, |00'|=nh.

B
R A

=V

>

a

L'asse delle y e di simmetria e quindi x = 0.
Sia S = S"U S” dove S’ e formato dai due rettangoli di base a e altezza h, ed S” e la
semicorona circolare delimitata dalle circonferenze di raggio R ed R/2. Per la proprieta

distributiva del baricentro si ha

/ I
/ % myag + m-ygr
m=m +m, Yya = :
m
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/ /
St m’ =2pah, yg =h/2,

Poiche per una corona circolare simmetrica rispetto all’'asse Oy e delimitata da circon-
ferenze di centro l'origine e raggi R ed r risulta

7 T 2 92 4 [Rg o TB]
— —_— R —_— ) —
' = py (R, ver =g
nel caso in esame
% — (R/2)’]
3 4 14
S m" = pz {RQ - (R/2)2} = p—ﬂRQ, Yyor = h + —= - =h+ —R.
2 8 3T R2 _ (R/Z)Q 97
In definitiva, si ottiene
14
ah® + T2 | +—R
y 8 O
G p—
3
2ah + %TR?

Per i sistemi piani, si definiscono i momenti statici rispetto agli assi S, e S, (0 momenti
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del primo ordine)

n n n
m = E mi, Sx:E miy; = mya, Syzg miT; = MIgq,
1=1 1=1

1=1

m = /p (P)dr, S, = /pydT =myg, Sy= /pxdT = mxgq,
B B B

allora il baricentro G e il punto in cui concentrare l'intera massa del sistema S per
ottenere i momenti statici S, e .S,,.

Esercizio 5.3. Determinare i momenti statici per i sistemi degli esercizi 5.1 e 5.2

2
asta (1) S,=0,5,= §mL’ (2) S;=0,9,= ZmL.

3 14
arco S,=plal®+ "R (h+_R)|, S, =0.
8 97
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