
APPLICAZIONI LINEARI tra spazi vettoriali

. E
'

data fi.pt →IR'
.
f ( ( Y )) = [

× "Y

) .

verificare se f è lineare .

5 × - y

+
2

a) Linearità : deve verificarsi che hai = e f ( ( 9 )) = [ Ì ) =! ) ER ' r
l '

C- IR3
EIIRZ

deve verificarsi che fare + a) = fera) + five) h
. E ER

?

I= ( ¥] I = [ È}
tentai = E IL d) = [ ? È!ÌY

"

)-questione risanati sono diversi
.

era .ae# l'÷!!:/ .it#:II..f:i:;;:::::Yf-dsaoaaetnone- area. pane
.

FC +Lz ) ⇒ f- ( va ) + Five )

• Considero f : R'→R
'

, al variare
di d ER

.

f ( ( Ì) ) = (DÈI È- d) .
Determinare d per cui

f- è lineare .

Per tale valore di d
, determinare klf .

vuol dire esplicitare la dimensione

e una base.

si linearità : fai = e f ( [ § ) ) = [ I +2 -d) = [è) → d»

(
ER} ( e IR

'

Verifico che se D= a f sia effettivamente lineare : f ( ( ¥ )) = }
' )

2) proprietà di linearità : fin +E) = fini + five ) fa
, ± e RS

rendo a :L !! e ai :) . tunnel!!:{Di %!:
")

voglio vedere se hai + hai =/ !!! ) + I ! ) . I III;" ) è uguale a prima .

→ la funzione rispetta questa proprietà

Verificose 1 ER
,
f ( dl ) = 1 f (e)

Prendo ⇐ II. I Hari . e µ!!) ) = [!! ! !;)_
sono uguali

teneteli :D # I II. f! I

⇒ f è lineare

ko Che { ± e R 3 f. c. FCI) = e } CR
' ( din teerlf))=3 )

In che { E ER? t.cn . 7 I confini = # } e R ? (din In (f) E 2)

mai eh :D .- lei ÷: % :
Kohl = { f-¥ . ) = × ( ¥

,
) , + ER } → nei (f) = e [%) >

base di Kei (f) = { [%
,
} } din (nei (f)) = 1

Sfrutto il tono della nullità + rogo .
3= din ( Ker fi ) + din (Im (FI)
t

din dello spazio di partenza



→ din ( Im (FI ) = 3-1=2
,
inoltre Inifi C'§

?

din = 2

→ In (f) = IR
' l f è srviettiva)

base di Imlfl : qualsiasi baie di IR
'

,
ad es : { ,

la } = { / !) , [ ! ) }
• Sia f : R'→R' lineare con flea) = ft [ !) ) = [! ) e Fleet = f ( f ? )) = [È) . Descrivere l'immagine
del generico vettore [ g) . Scrivere la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche .

Descrivere kerlft e Inch.

conosco il comportamento di f solo su [ f) e [ f) ; tali vettori formano una base di R
?

quindi
, per

linearità
,

posso ottenere f di un qualsiasi vettore [§ ) .

Si può scrivere free ) = F ([ 9) ) . Voglio scrivere l' immagine di [g) quindi scrivo [ ?) comecombinazionedi [del :3 :

[ g) = al :) .is?l=EYI

→ b = fa a = - f . per linearità

q
' l :) affiliati IIEII ! -Ettolitri :3 = - I + E ! ;) = E) + I =/ )

\
e] E dati

/

Sia [ G) generico ER? f ( III ) = f ( x I :) *SI :)) = xf [f) + y I:) =

T
per linearità

= + I + si f- I ' 1
Matrice : f : R

"

→ Rm è rappresentata da una matrice mxn la cui colonne sono i coefficienti con cui scrivo le immagini

della base di partenza rispetto alla base di arrivo.

In questo esercizio mi viene chiesto di usare le basi canoniche di partenza e di arrivo

calcolo ftp. ! ) ) e f Il :D

Elliott =L !! si !) -al ;) + al :)
± e ⇐

Quando la bene è canonica posso mettere

f- ( III ) .. (i ) = - { e + i + {± A
}»

= ( % direttamente i rettori in colonna . se la

bara non è canonica no !

Ker (f) e Inch In generale , le immagini di generatori

parto da
Énch In .ch .. { ( ÌIÌÌ ) = × (Ì ) + s (ÌÌ)} generano immagini

+ i
generatori

⇒ Inlfl = e [% )
, [%? ) > sono linearmente indipendenti ( sono dipendenti se sono multipli )

din (Ince) ) = 2

Ben ch = { [ ÷) , f-È}} Ricordo : din ( Inch) = e la. )

Dalla formula della nullità + rango, ho che din (volute ;
-2=0 - molti = { [%}
T

R' In(f)

Fran è sari attiva perchè l'immagine ha una din e dello spazio di arrivo (dintorni fi) = 2 e 3 )



ESERCIZI ALGEBRA LINEARE PROF

EI Considero la matrice AEM (mini . £ (⇒= A ± L: MIR"
.

L è lineare ?
XI

-

' a 1
n
,
2

Per stabilire se L è lineare
,

devo fare L(o± + pz ) = Al 9± + DI ) = aloe) e a (PI) = o a ± + pay = OLII) -1 BLII )
L è lineare perché rispetta la proprietà lineare

EI

L : R'→ R lineare
, qual è laforma di L?

IR
?

{ I
, I } , Ri Ae M ( 1,2 ) al a. s) ( è una matrice 1 riga e 2 colonne)

Llxy ) = (ab) ( Y ) : ax +by

EI Data 2 :R'→ R ' ( usando la base canonica) tali che

LI⇐ )=L . 2

LI le) = e + 3

L (e) = 21 - dee
Determinare din Kar CHI e una base

.

Determinare poi la din Intel .

Costruisco la matrice a . Faccio riferimento alla base canonica di IR?

Trasformati della
=

colonne della
base matrice di

rappresentazione

colonne di A = (L? L?? ?? )

1 - 1 2

A = ( o 1

? ) Ker (L) = { ± 1 a ± = e} Faccio il prodotto dia per un qualunque vettore di coordinate (x. g.z) e
- 2 3 vedo quando è o_O

.

anzi ⇒ ⇐t.li?::.l=et::::. : " ::
(e'la 2° eq . moltiplicata
per - 2)

⇒ Ker (Lt = Il_ zt, o.tt/tttEtR}
Ker ( L) = f-2 , o , 2>

1

è generato din Kar (2) = 1

dal vettore C-2,0, 1) moltiplicato da una

qualunquet .
base = {1.2, o, si} dintorni2) = 2

sono partita da n =3
ES sugli autonomi

a. ( %) a - ttz.la ! ) - 1 ! ! ) =/ I
' dì )

detta -Ita) = (a - d)( d - J ) - be = d' - (at d) d- ad - bc

-
EI a = ( ? § ? ) autonomi ? polinomio di

0 O -2
2° grado

a- t Is = (% È
.

!
..
)

In una matrice triangolare
,
il determinante è (2-d) (6-d) ( -1 - d)

.

Devo ritenere d'd)⇒ ⇒

{!! !! !! . gli autonomi sono sempre gli elementi della diagonale principale



Esercizio sugli AUTOVALORI

Determinare autovalarie antonietta della matrice a = ( § § !)
a-÷: ÷ :L

.

Dld ) = detta - disk (2-1) / È .rs/=k-di t.net'- 3) = E -d) ( da_al = (1) (f-a)(an)
t
polinomio

= - (d- 214daL)

caratteristico

→molteplicità algebrica

segue che gli autonomi sono da = -2 con me= 1

A 2 = 2 con Mz= 2

Ora cerco gli antonelli.
'

ax -0
G O 0

Mi occupo di da = 2 → A +LI, = ( o s s ) . Imposto il sistema al = o →
439 + e- = o

o 3 a

posto I ( ¥ )
c'èun solo parametro

quindi 1 generatore e 1 da cui + = o e z =-3 y
)

dimentica a

1-
L'autospazio di -2 ( Vl- 2)) è : vfzl = { (o.tt , -3T) / tt ter} = Te 0,1, -3»

- -

its t
•eticienti

la m = a quindi anche la molteplicità
geometrica è 1.

Ora vado su da = 2 → A -LI} = (§ § §) . Impongo la -2 Is ) I = 0 . Segue { -y + E-o
i

Gaz
✓ (2) = { (a

,
b
,
b) / Ha ER.ttbe IR }

.
Quindi v (21=5110,01

,
io
,
1,113

,

din Kai = 2= ma
T -

ho due parametri \, ho analizzato b
sulla× non

ho condizioni quindi 2 generatori . ( non considero a quindi
7- coefficiente di a. a>o mentre il coltre

.

L'autovalore da = 2 è regolare . Metto poi o perchè be
' di 5=1)

indipendente da a

2 1 0 O

ES : Stabilire se a = ( o a 00 ) è diagonali zza bile?O 0 1 1

O 0 -2 4

Non è simmetrica quindi sono costretta a calcolare gli auto valori .
A - d Ia =

2-t n-t o o

0 2- la 0 0( o o ⇒ § ) det a - dia = 4-di
' / %, / = (z -d) ' ( a +test + a)

O 0 - 2 G-

detta - IIa) = (d - 2)
' ( d' -51+61=(1-2)

'
(d- 3) = o

→ di = 2 ma =3 ← ?

12 = 3 ma = 1 regolare

,
posso risolvere al = O

da = din vida ) = din v (z) ,
oppure

posso dire che din 421 = clinker (a - ZIG ) = G - din In Ca - ZI ) =

= G- r ( a -ZI )



a-⇐ =/ ! ! ! ! ) e'a-⇐ ' =

ripetitivo andare
T I link

→ A non è diagonali zzabile

ES autorevoli
,
Antonetti

, diagonali zzasile ,
S
, _

Tal: : ;)
A è reale e simmetrica quindi è diagonali zzasiie . Mi devo aspettare autocrati reali

A- tfs = ( ? a I.
,
) detta - disse la - d) / ?? ;) / = E - 1111-112-21 -s) = (a -d) (that) =

=
- d ( d-2)2

Quindi gli autorevoli sono da = 0 'ma = 1 e da = 2 ma = 2

( ) ho il sistema
{j?

= o↳ = o ⇒ (a -OI,) I ovvero AI =L
.

Pensando I = È {
+ +; :O

y :O{
z = x

NOI = { (a.o.at/ttaER } = (( 1.0,1))

|2=2 ma = 2

⇒ (a -2 Is) 1=0 2 - 2 Is = (
-

! ! !! ) + + zio → 2- = -×

✓(2) = { (a, b, -a) Ita, BER) =

= [( 1,0, -1 ) ,
(0

, 1,0) )

dindeliautotpazio = 2 = ndtepl . algebrica infatti la
autovetture
checorrisponde a da matrice è diagonalizzabile .

A- = ( § ! § ) E. ( § ! ! ) se devo diagonaliztoe la
matrice

,
basta che dimostro che è

diagonalizzasile e fornito
a- e S

.

Non calcolo S
-se nemmeno s'as



sia f: Mhz) → 2 f ( FI !) ) = (IIa)
↳matrice ↳vettore

a) verificare la linearità di f

b) determinare il ko e l'Inf

c) Scrivere la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche

d) Determinare
,
se esistono

,
le preinnagini di [ § )

a) linearità :

- devo verificare che f- (e) = e ma e, nello spazio delle matrici , è [ ? ?) .
annoi rt : :)) -- (% :) -- I :)

an bi
- linearità rispetto alla somma: siano As = (c, di) e Az = [%!) ,

verifico che flaraaz) = hahaha)

Qatar bztbz

nanni . Alan
. a. +a.) i. %!! !!!!! ) ._ È: + I: f- nanna» ↳ dimostrato ne

posso trasformare
l'uno

nell' altro.

- prodotto per uno scalare la ER

nanetti: I:) t.FI?id=af:%aeai
①netta f è una funzione lineare tra due spazi vettoriali

b) Trovo l'uno e l'altro lo ricavo dal tono
.

her (f) = { a c- MERI tic. flat = [f) }
a-C = o ai =L

HAI = ( IIa) → voglio che sia uguale a /?) → {btd-ob.at cara
,
deiseri → a ?

- f)
| (sistema

per la

generica indeterminato)
mania

= e -1 ! ! ) + DI : :)
~ a

\ 1
generano il

ver e tono

linearmente indipendenti (non

sono multipli .

⇒ din ( no Cfi) = 2

base da non = Il :?) . ( :
-

;) }

Per il tono della nullità + rango ho : fin (Mirai! din (novel ) + din (Inch)

divideva spazio

di polenta

diminuita ; la base canonica è = ff : :/ . (%), I ? ;), io :) }
→ din (Inf)) = G-2 = 2 e l'Incf )è contenuta in pi che ha dimentica 2

.

- Incf) = R'

Una bara dell' Inlf ) è una qualsiasi base di IR?



c) Ricordo : se f : V → W
,
la matrice rappresentativa , rispetto alle due basi fissate è la matrice mxn

T [cardini m
cardini n

le cui colonne sono i coefficienti con cui scrivo le immagini della base di partenza rispetto alla base di

arrivo.

In partenza prendo labase canonica . L' immagine è f-¢ ! ! )) .
ra- c

ftp://.IE/=sI:I+oI:I
- -<btd → sono lebasi coraniche di R2

ftp:// -- %) = al :) + il :) mania rappresentativa: aw = [ : : : :)

MI t.fi/=-aI:I-iol:I

E :D .- I:/ = iii. il :3

d) le contro immagini (o preimmaginil di [ !) → f-s ( [}))
a-c-- 2

f- ' ( ( })) = t BE Mlz, 21 f. c . ftp. [ ;) } flB) = [ 's ) diventa [ Ìd ) = [ ) → head =3
t

generica
matrice B. [I Ì

-d)
f-s ( [ 'd) =/ (I'Ì) , c.der} non è uno spazio vettoriale perché a Ef (Lt)

l'unica preimnagine che è anche sottospazio vettoriale è f-
'
la = Ker 1ft e ho verificato che il nucleo è

un sottospazio vettoriale .

• Verificare che / !! ) , -1!) , / !) , / !) } èma banditi
E
'

un insieme formato da 4 vettori infatti din (R") - a. Devo
,
però
,
verificare l'indipendenza lineare dei

Gualtieri VI.¥, VIVE .

Q VI + b↳ + che + alla = o ⇒ a = b = e =D = o

l! !!! Il :L -1!!!!
' °

1!!! risanarmi ⇒⇒

sia:* - ricreante. ne
ÈÌ

.

È!! !) . ⇐µ ;) .

- determinare la matrice rappresentativa di f rispetto alle basi canoniche

⇒ scrivere la matrice rappresi di f rispetto alla bara canonica in partenza e 13 in arrivo.

si aaxs Flesh (%) = SI ! ) t of !) - s [% ) to /!)
Fleet =

. .
= o ... 1 . . . - 2 . .- 1 . . . aaxs = {! ! %) equivale a scrivere i vettori1- (e) = . . . =L . . .-T . . . 0 . .. -1 .. .

in colonna



2) Pa
,
xs Heat = [%) = 1 le + o ± a 0 + o le

FIE) = (%) = ok +ore + 1h + ora

Flesh (Ì ) = ? scrivo [Ig) come combinazione lineare dei vettori di p

⇐fa ⇐ + ⇒ ⇐ =

÷. ) 1 !!!! : - IÈÌ
f- Les) = 2¥ + ok - sia +0¥ D= { ! ! Io)

6 -1 3
• Sia f: R

'
→R' lineare con a = [ 3 O } matrice rappresentativa rispetto alla base { | ?) , {% ) , [ ;)} in5 0 3

partenza e alla canonica in arrivo
.

1) Scrivere la matrice rappresentativa di f rispetto alla base canonica in partenza e in arrivo.

Dalla matrice
,
ora la def di matrice rappresentativa e dico che f ([§)) = 6⇐ +1 + 5 = (%)

f- (( % )) : -⇐ + sez .-[!)

ftp://.se ⇒⇐ %)
Devo definire l'immagine di EI , E , 13 .

Nel cacarono già.
Devo scrivere ⇐ e rispetto alla base p etrasformarli.

← a [ f) + of ;) - sf !) ; fa = al;)→ /? ) - il;) = =

,
se + i ⇐ + re

per linearità perché in arrivo

devo tempra prendere la

berte canonica

fieri = [§ ) = -1 + 3 + O I

Flea ) = ? scrivo e a partire da | ?) , % ) , [%)
III. a ask.int:1 - È:[

quindi fieri;
- e [ ! ) + o [È ) + a [ §) = [? ) = o -1 +1

per linearità



" ieri: mai ! ! :/
2) Stabilire sia C. è diagonalizzasile . Se si diagonalitrarla.

Diagonalitzasieità : Devo guardare i tuoi aiutandovi .
Sono le radici del polinomio caratteristico

- anticata aut ; ; :p - al ! ! :)) ..
'

÷ :/ .in/I..il-e-nl::.f
= (3 -d) ( 3 -d) ( 111 + ( 1 -d +21 = (3-di [3 - ad + d'+1 ] = (3 -d) ( d - 2)2=0

I = 3 mi = 1 è singolo quindi regalare
1=2 ma = 2 è doppio. E' regolare se la di m del suo aiutotpazio è =2 (devo calcolare la
T

= 7-epicità molto! geometrica)
algebrica

3-

2) × -y =o × = y
1=2

,

l'autospazio va
= no ( c - ZI' =

kg ( §) {¥7; ;; 2g - e ⇒ e = 29

Zy o con
✓

= sono le tolnzioni del sistema y libero

omogeneo attocinto

→ vi. tl !) IIII
[
ho un solo generatore quindi un talento nettare linearmente indipendente

quindi molti geometrica di 2 è 1.

Segue che 6=2 è antovalore non regolare (nrg e nn a)

- C non è diagonali zzasite .

• Sia f : R'→R' lineare rappresentato
,
rispetto alle basi canoniche

,
da a = [% -{{+ n ) al variare

di her. ②

a) definire din(Inf) e din (Keith) al variare di h.

② heart ! ) her. I reati:D inane all'Eth ÷!!!:# I
③

Ci tono 3 modi per descrivere f

a) matrice rappresentativa

⇒ f dell' immagine
3)generico nettare

din (Inch) = rla)
din (molti) = 3 - RCA)

1

nullità a rango



A = [} -{ {+1 ) sicuramente
,

Zena) e } .

ra) =3 ⇒ data ⇒ o. Lovanio : stai
" "

/ ? II / + 21:{ ' / + a / ? =

= 3 f- a - ah -a) + 2 (-6 - 6h -6 ) + 1 (¥12) =
= o tth

.

RIAI E 2 Ah infatti 1° e 3 ° riga sono linearmente dipendenti ( 392=2.17) .

rlai.ie/f?Ih+p)) .

Cerco qui la 2×2 non singolare .

le 2×2 possibili sono : f! ! ) LÌ!) Ì» )
t t t
dato det =

dat = 2h -12 - C-2) =
tth 3h -13 - f-SI = = 2h -14

= 3h -16 t
t 2h -14=0 ha -2

3h -16=0

4=-2

⇒ se 4=-2
,

RCAI =L → din (Inch) =1

se ¥ - 2
,
RCA ) = 2 = din (Inlfl)

1
.

Se 47 -2
,

esiste almeno una 2×2non

singolare ( ovvero che il datato) .

2) Determinare h per cui la =3 è autonoma dia; per tale h , se possibile , diagonalizzar

A.)
=3 è antovarlore ⇒ detta -3Il 0

.

a. si:D . : I
0 2 1

det
- s h.in//=o-zf-:hI/xs/? / voglio che sia ⇒ .

6 a -2

-2 ( 3 -6h-6 ) -11/-12+301=0
6 + 12h +18 = o h = -2

Se ha-2 , 1=3 è autonomo . Cerco gli altri autonomi.

3 - f 2 1

detta - te =/ ; ÷ :/ .hn/-I-:./-zlIIsl+al : -Il .
con h = -2

= (3 -d) ( 12 -Xxx ) - 2 ( -6/+31 +¢) +1 (-1/2+11+61) =

= (3 - d) da -6/+6/7 = o

1=0 mi = 2 è un antenato doppio quindi
verifico se è regolare .

I =3 m = 1 è semplice quindi regalare



3 × t 2g + Z eoAutoopazio V. nota -o = ne 'a' = nei f! ! ! ) : [IIII
,

Z = - 3 × -2g{
x. y , liberi

" { (II.
ay
) = × ( Ì ) + I [È) } din (vol = 2 mgioi . mani. 2
\ T 1=0 è regolare
linearmente

indipendenti

oss : Vo = Ver (a) Av = tu
↳ { v : Aradeo } } Va = merce )

( def . di autonomie

«

din dipartente
din (Vol = din (Koch) = 3-mai la din dell' auto spazio è n - rimatrice)

t

⑤-
A è diagonali tzabila perché i suoi due autonomi sono regolari →

7 P (matrice di f. c . D= P - soap o a =P Dp-a

passeggio )

con D= ( § { § ) (autonomo: scelto un ordinamento)

P = [ / / ) in colonna antovalori rispettando l'ordine scelto
.

mancavano -⇒ ma

'

÷;) È?: ÷ !!!!!:: I
vi. { [!! -- ah!!!

anaaeaoa e.neonate indiane

⇒ D= p- rap

% : :": : ÷: :*:
verifica che P.de AP Pd = f! ! ! ) (§ ! !) =/

° ° - '

/ .. = (
° °

-4
Ci 2 O

• Discutere al variare dio
,
la diagonalizzabilità di a- = ( 2 e a ) e

, quando possibile diagonali;
O 0 0+5 Zala

G- la 2 O

cerco gli antovaloi detta - TI) = | } sit ÷
. , / = o - o + (a.is - di / ! / =

= 6+5 -d) ④ si + da -4 ) = ) la +5 - d) ( d- SI
| = o

| = +975

| = 5



guarda ora se c'è possibilità di avere autovalori coincidenti:

12 = d } mai

In = da → O = Sto 9 = - 5

se a = -s , da = da = o è doppio (ma = 2)
I

43=5
→ 1=0 è regolare perché semplice

| 2=13 → 5+0=5 9=0

se 0=0 da = o è regolare perché è semplice .

I

12=13 = 5 è doppio

se 97 - s e a # 0, da ⇒ da ⇐ ds sono autovalori distinti quindi semplici e regolari. La matrice è

quindi diagonali zzabiie

→ a = - s
.
Studio la regolarità di da = fa a. La molteplicità algebrica di 6=0 è 2 .
Cerca la m g. (o ) ( che ricordo coincide con din (voi ) .

din (vol = din (Ker (a -OI ) ) = 3 -r (a -Ot) = 3 -RCA)

real = r [ § § ÷ ) = 2 (
per la matrice 2×2 [I %) )- din Noi = 1 = mgld.

→ di = da = o non regolare
t

A non è diagonalizzab.ee

→ 0=0
,
12=13 = 5 è autonomo doppio cioè ma. (51=2

.
Cerco la m.gl 5 ) .

mng . (5) = din vs = din ( ka (a -SI) ) = §
- rla -SI)

.

dindella

matrice

(o dello spazio
di partenza

ra -sei = r [È ;Ì
.
! ) = rf! !!) fa perché detti : ⇒ = .

non ho cantiamolo

la 392 e la 30 colonna

mng .
( 5)= 3-1=2 → autonome doppio è regolare .

µ (
vuol dire che a = At)

: se ← °

A =/ ! ! !) è simmetrica. Vale il teorema spettrale per il quale a è diagonali zzabile

e la matrice di passaggio può essere scritta come matrice ortogonale .

Diagonali tzo : D= P -tap D= Ptap Rematrice ortogonale di passaggio
P- t.pt e le colonne di P sono autoreattori ortonormali ( = ortogonali e

di lunghezza 1)I



se A- f ! ! !) " noia -⇒non IÈÈÈ l'÷; - voti f- il:p
[ f) è l'autovettura che

stavo cercando.

- 1 2 O

venerea -⇒ = uol.no/fI:!:;J.Ieisoi-vs=tl!I--yIIfzl :DO 0 O
×

a

sapevo già che
✓

ne avrei trovati 2

(per la molteplicità )

- Antonietta: relativi ad autotreni diverti sane tempre ortogonali
- Potrebbe stuccatore che 2 aurtowettori indipendenti nella stessa autocrazia non siano

ortogonali ( li renda ortogonali )

D= f! ! ! ) normalita inetta ¥ (f) Il = Fatto.rs " [È]" = t
"
norma

>

" ( %) " = a

costruire una matrice Fotogenia :
I

= (È {È % ) è un;÷a% ortogonale cioe
'

II. (%? § )
( infatti epiteti± )

{ § È § ) = Ft . a. E (per teoria)

÷: :X : : :L : ÷ :L
- * a:&: ⇒ it : :D


