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■♥tr♦❞✉③✐♦♥❡ ❛❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ✐♥

❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦

●✐❛♥❧✉❝❛ ■❛♥♥✉❝❝✐

❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ❙❝✐❡♥③❡ ♣❡r ❧✬❊❝♦♥♦♠✐❛ ❡ ❧✬■♠♣r❡s❛

❙❝✉♦❧❛ ❞✐ ❊❝♦♥♦♠✐❛ ❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ st✉❞✐ ❞✐ ❋✐r❡♥③❡

✶✷ ♦tt♦❜r❡ ✷✵✷✷
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■♥❞✐❝❡

✶ ❘✐❝❤✐❛♠✐ ❞✐ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ✺

✷ ▲✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✾

✷✳✶ ❖❧tr❡ ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✷ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✸ Pr❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❡ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✷✳✹ ❆✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❡ r❡❧❛t✐✈❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✺ ❋✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ♣✐ù ✉s❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸ ❈r✐t❡r✐ ❞✐ s❝❡❧t❛ ✷✺

✸✳✶ ■♥❞✐❝✐ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸✳✷ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✸✳✸ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✹ ❙❝❡❧t❡ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ✸✼

✹✳✶ ▲✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♦tt✐♠♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✹✳✷ ▲❛ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✹✳✸ ▲❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✺ ❙❝❡❧t❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ✹✼

✺✳✶ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✺✳✷ P♦rt❛❢♦❣❧✐ ❡✣❝✐❡♥t✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✺✳✸ P♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
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❈❛♣✐t♦❧♦ ✷

▲✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦

■♥✐③✐❛♠♦ ✐❧ ♥♦str♦ ♣❡r❝♦rs♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ✐ ❝♦♥❝❡tt✐ ❞✐ ❜❛s❡ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧❧♦ ❞❡❧❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥③❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✐

✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡tà✳ ❆❞ ❡ss❡r ♣r❡❝✐s✐✱ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ ❛❧❡❛t♦r✐❡tà è ❛❜❜❛st❛♥③❛ ❣❡♥❡r✐❝♦ ❡

❝♦♠♣r❡♥❞❡ ❞✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐✱ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❡ ❧✬✐♥❝❡rt❡③③❛✳ ❙✐ s❝❡❣❧✐❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦

q✉❛♥❞♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ✉♥ ❡✈❡♥t♦ s✐ ✈❡r✐✜❝❤✐ è ❛✣❞❛❜✐❧❡✱ ♣❡rt❛♥t♦ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞✐ s❝❡❧t❛ è ♦❣❣❡tt✐✈♦

✭s✐ ♣❡♥s✐ ❛❧ ❧❛♥❝✐♦ ❞✐ ✉♥ ❞❛❞♦ ♥♦♥ tr✉❝❝❛t♦✿ ❛❞ ♦❣♥✐ ❧❛♥❝✐♦ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ❡s❝❛ ✉♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛t♦

♥✉♠❡r♦ è s❡♠♣r❡ ✶✴✻✮✳ ❙✐ s❝❡❣❧✐❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ ✐♥❝❡rt❡③③❛ s❡ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà s♦♥♦ ❞❡❧ t✉tt♦

✐♥❛✣❞❛❜✐❧✐ ❡ ✐❧ ♠❡t♦❞♦ ❞✐ s❝❡❧t❛ è s♦❣❣❡tt✐✈♦ ✭s✐ ♣❡♥s✐ ❛❞ ✉♥ s❛❝❝❤❡tt♦ ❝♦♥t❡♥t❡ ✹ ♣❛❧❧✐♥❡ ❝❤❡

♣♦ss♦♥♦ ❡ss❡r❡ ❜✐❛♥❝❤❡ ♦ ♥❡r❡✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ✈❡♥❣❛ ❡str❛tt❛ ✉♥❛ ♣❛❧❧✐♥❛ ♥❡r❛ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧❛

❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞✉❡ t✐♣✐ ❝❤❡ ♥♦♥ ❝♦♥♦s❝✐❛♠♦✮✳ ❙♣❡ss♦ s✐ è ❞✐ ❢r♦♥t❡ ❛ s❝❡❧t❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ♠✐st❡✱

♦✈✈❡r♦ ♥♦♥♦st❛♥t❡ ♥♦♥ s✐ ❛❜❜✐❛♥♦ t✉tt❡ ❧❡ ✐♥❢♦r♠❛③✐♦♥✐✱ s✐ è ✐♥ ❣r❛❞♦ ❞✐ s❝❡❣❧✐❡r❡ ❢♦r♠✉❧❛♥❞♦

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛✣❞❛❜✐❧✐ ✭s✐ ♣❡♥s✐ ❛❧❧❡ ♦♣❡r❛③✐♦♥✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡✮✳ ❖✈✈✐❛♠❡♥t❡✱ s❡ ❧❛ s❝❡❧t❛ ❛✈✈✐❡♥❡

✉s✉❢r✉❡♥❞♦ ❞✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❛✣❞❛❜✐❧✐✱ ❛❧❧♦r❛ s✐❛♠♦ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✳ ■♥ q✉❡st❡ ❞✐s♣❡♥s❡ s✐

❢❛rà s❡♠♣r❡ r✐❢❡r✐♠❡♥t♦ ❛❧❧❡ s❝❡❧t❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❡ q✉❛♥❞♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡♠♦ ❧✬✐♥❝❡rt❡③③❛ ❧♦

❢❛r❡♠♦ ❛ss❡❣♥❛♥❞♦ ❛❞ ❡ss❛ ❞❡❧❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ♣r❡❞❡✜♥✐t❡✳

■❧ ❝♦♠♣♦rt❛♠❡♥t♦ ✉♠❛♥♦ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐♣❡♥❞❡ ❢♦rt❡♠❡♥t❡ ❞❛❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❞ ❡ss♦✳

●❧✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉✐✱ ✐♥ ♠❡❞✐❛✱ ✈❛❧✉t❛♥♦ ❧❡ ♣♦t❡♥③✐❛❧✐ ♣❡r❞✐t❡ ♣✐ù ❞❡❧❧❡ ♣♦t❡♥③✐❛❧✐ ✈✐♥❝✐t❡✱ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥s❡✲

❣✉❡♥③❛ ❝❤❡ ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛ ♥♦♥ è ✉♥♦ str✉♠❡♥t♦ ❛❞❡❣✉❛t♦ ♣❡r s❝❡❣❧✐❡r❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐

r✐s❝❤✐♦✳ ❚❡♥❡r❡ ✐♥ ❝♦♥t♦ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ s✐❣♥✐✜❝❛ ✉s❛r❡ ✉♥♦ str✉♠❡♥t♦ ❧❡❣❣❡r♠❡♥t❡ ❞✐✲
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✶✵ ❈❆P■❚❖▲❖ ✷✳ ▲✬❆❱❱❊❘❙■❖◆❊ ❆▲ ❘■❙❈❍■❖

❚❛❜❡❧❧❛ ✷✳✶

P❛r❛❞♦ss♦ ❞✐ ❙❛♥ P✐❡tr♦❜✉r❣♦

n ✶ ✷ ✸ ✳ ✳ ✳ ✶✵ ✳ ✳ ✳ ✷✵ ✳ ✳ ✳

xn ✷ ✹ ✽ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷✹ ✳ ✳ ✳ ✔ 1mln ✳ ✳ ✳

pn ✺✵✪ ✷✺✪ ✶✷✳✺✪ ✳ ✳ ✳ ✵✳✵✾✽✪ ✳ ✳ ✳ ✵✳✵✵✵✵✵✾✪ ✳ ✳ ✳

✈❡rs♦ ❡❞ ❛tt❡♥t♦ ❛ ✈❛❧✉t❛③✐♦♥✐ s♦❣❣❡tt✐✈❡✱ ❝♦♠❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✱ ❝❤❡ ❝♦♥s❡♥t❡ ❛❧❧✬❛❣❡♥t❡ ❞✐ ✈❛❧✉t❛r❡

✐❧ r✐s❝❤✐♦✱ q✉❛♥t♦ s✐ è ❞✐s♣♦st✐ ❛ s♣❡♥❞❡r❡ ♣❡r ❝♦♣r✐r❧♦✱ ❡ q✉❛♥t♦ s✐ è ❛✈✈❡rs✐✳

✷✳✶ ❖❧tr❡ ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛

◆❡❧ ✶✼✸✽✱ ✐❧ ♠❛t❡♠❛t✐❝♦ s✈✐③③❡r♦ ❉❛♥✐❡❧ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ s❝r✐✈❡ ❧✬❛rt✐❝♦❧♦ ❙♣❡❝✐♠❡♥ t❤❡♦r✐❛❡ ♥♦✈❛❡ ❞❡

♠❡♥s✉r❛ s♦rt✐✱ tr❛❞♦tt♦ ✐♥ ✐♥❣❧❡s❡ ♥❡❧ ✶✾✺✹✳ ▲✬♦❜✐❡tt✐✈♦ ❞❡❧❧✬❛rt✐❝♦❧♦ è ♠♦str❛r❡ ❝♦♠❡ ❞✉❡ ♣❡r✲

s♦♥❡ ❝❤❡ ❛✛r♦♥t❛♥♦ ❧❛ st❡ss❛ ❧♦tt❡r✐❛ ♣♦ss❛♥♦ ✈❛❧✉t❛r❧❛ ❞✐✈❡rs❛♠❡♥t❡ ❛ ❝❛✉s❛ ❞✐ ❞✐✛❡r❡♥③❡ ♥❡❧❧❛

♣s✐❝♦❧♦❣✐❛✳ ▲✬✐❞❡❛ è ❛❜❜❛st❛♥③❛ ♥✉♦✈❛✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ ❢❛♠♦s✐ s❝✐❡♥③✐❛t✐ ♣r✐♠❛ ❞✐ ❧✉✐ ✭tr❛ q✉❡st✐ P❛✲

s❝❛❧ ❡ ❋❡r♠❛t✮ ❛✈❡✈❛♥♦ ❝♦♥❝❧✉s♦ ❝❤❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛ è ♣❛r✐ ❛❧❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛ ❡

♣❡rt❛♥t♦ ❧❛ s❝❡❧t❛ è ✉❣✉❛❧❡ ♣❡r t✉tt✐ ❣❧✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉✐✱ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❛❧❧❡ ❛tt✐t✉❞✐♥✐ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳

❆❧ ✜♥❡ ❞✐ ❣✐✉st✐✜❝❛r❡ ❧❛ s✉❛ ✐❞❡❛✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❢♦r♥✐s❝❡ tr❡ ❡s❡♠♣✐✳ ■❧ ♣✐ù ❢❛♠♦s♦ è ✐❧ ✏♣❛r❛❞♦ss♦

❞✐ ❙❛♥ P✐❡tr♦❜✉r❣♦✑✱ ❡ ♠❡tt❡ ✐♥ r✐s❛❧t♦ ✐❧ r✉♦❧♦ ❞❡❧❧❛ ♣s✐❝♦❧♦❣✐❛ ♥❡❧❧❡ s❝❡❧t❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✳

❊✬ ✐❧ s❡❣✉❡♥t❡✳ P❡t❡r ❧❛♥❝✐❛ ✉♥❛ ♠♦♥❡t❛ r✐♣❡t✉t❛♠❡♥t❡ ✜♥♦ ❛ q✉❛♥❞♦ ♥♦♥ ❡s❝❡ t❡st❛ ♣❡r ❧❛

♣r✐♠❛ ✈♦❧t❛✳ P❡t❡r ♣❛❣❤❡rà ❛ P❛✉❧ ✷ ❞✉❝❛t✐ s❡ ❞♦✈❡ss❡ ✉s❝✐r❡ t❡st❛ ❛❧ ♣r✐♠♦ ❧❛♥❝✐♦✱ ✹ ❞✉❝❛t✐

s❡ ❞♦✈❡ss❡ ✉s❝✐r❡ t❡st❛ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦ ❧❛♥❝✐♦✱ ✽ ❞✉❝❛t✐ s❡ ❞♦✈❡ss❡ ✉s❝✐r❡ t❡st❛ ❛❧ t❡r③♦ ❧❛♥❝✐♦✱ ❡ ❝♦sì

✈✐❛✱ r❛❞❞♦♣♣✐❛♥❞♦ ✐❧ ♣❛❣❛♠❡♥t♦ ♣❡r ♦❣♥✐ ❧❛♥❝✐♦ ❛❞❞✐③✐♦♥❛❧❡ ♥❡❝❡ss❛r✐♦ ❛✣♥❝❤é ❡s❝❛ t❡st❛ ♣❡r

❧❛ ♣r✐♠❛ ✈♦❧t❛✳ ❆❞❡ss♦ ❝✐ ❝❤✐❡❞✐❛♠♦✿ ✏◗✉❛♥t♦ è ❞✐s♣♦st♦ P❛✉❧ ❛ ♣❛❣❛r❡ P❡t❡r ♣❡r ❛❝❝❡tt❛r❡ ❞✐

❣✐♦❝❛r❡ q✉❡st♦ ❣✐♦❝♦❄✑ ▲❛ r✐s♣♦st❛ ♥♦♥ è ✉♥✐✈♦❝❛✱ ♣❡r❝❤é ♦❣♥✉♥♦ ❞✐ ♥♦✐ ❤❛ ✉♥✬❛tt✐t✉❞✐♥❡ ❞✐✈❡rs❛

♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❙❡❝♦♥❞♦ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ♣♦❝❤✐ s❛r❡❜❜❡r♦ ❞✐s♣♦st✐ ❛ s♣❡♥❞❡r❡ ♣✐ù ❞✐ t❛♥t♦

♣❡r ❣✐♦❝❛r❡✳ ■♥ ❡✛❡tt✐✱ ❣✐à ♣❛❣❛r❡ ✽ ❡✉r♦ s❡♠❜r❛ ❡❝❝❡ss✐✈♦✿ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ❧❛ ✈✐♥❝✐t❛ s✉♣❡r✐ ❧❛

s♦♠♠❛ ✈❡rs❛t❛ è s♦❧♦ ✶✷✳✺✪ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✮✳ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛✱ q✉✐♥❞✐✱ ♥♦♥ è ✉♥✐✈❡rs❛❧❡✳
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❙✐ s❡❣✉✐rà ✉♥ ❛❧tr♦ ❡s❡♠♣✐♦ s❡♠♣r❡ ❡s♣♦st♦ ✐♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✭✶✾✺✹✮✱ ♠❡♥♦ ❢❛♠♦s♦ ❞❡❧ ♣❛r❛❞♦ss♦ ❞✐

❙❛♥ P✐❡tr♦❜✉r❣♦✱ ❝❤❡ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❡ s❝❡❧t❡ ❞✐ ✉♥ ♠❡r❝❛♥t❡ ❞✐ ♥♦♠❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ ✐❧ q✉❛❧❡ ♣♦ss✐❡❞❡ ❜❡♥✐

♥❡❧ s✉♦ ♣❛❡s❡ ❞✐ r❡s✐❞❡♥③❛ ♣❡r ✉♥ t♦t❛❧❡ ❞✐ ✹✵✵✵ ❞✉❝❛t✐ ❡ ❜❡♥✐ ♣❡r ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ ❛❧tr✐ ✽✵✵✵ ❞✉❝❛t✐

✐♥ ✉♥ ♣❛❡s❡ ❡st❡r♦ ✐❧ ❝✉✐ ✉♥✐❝♦ ❝♦❧❧❡❣❛♠❡♥t♦ ♣♦ss✐❜✐❧❡ è ✈✐❛ ♠❛r❡✳✶ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦

✈♦❣❧✐❛ r✐♠♣❛tr✐❛r❡ ✐ ♣r♦♣r✐ ❜❡♥✐✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♣❡r ❡s♣❡r✐❡♥③❛ s✐ s❛ ❝❤❡ ♦❣♥✐ ❞✉❡ ♥❛✈✐ ✉♥❛ ❛✛♦♥❞❛

♥❡❧ tr❛❣✐tt♦✳ P❡rt❛♥t♦✱ s✐ st❛ ❛✛❡r♠❛♥❞♦ ❝❤❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ♦♣❡r❛ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ ❝♦♥ ❧❛

s✉❛ r✐❝❝❤❡③③❛✳ ❚❛❧❡ r✐❝❝❤❡③③❛ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ❞❛ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛✳ ▲❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦

❛ss✉♠❡ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ♣❛r✐ ❛ ✹✵✵✵ ❞✉❝❛t✐ ✭♦✈✈❡r♦✱ ✹✵✵✵ ✰ ✵✮ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ✶✴✷ s❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞❛✱

♦♣♣✉r❡ ✶✷✵✵✵ ❞✉❝❛t✐ ✭♦✈✈❡r♦✱ ✹✵✵✵ ✰ ✽✵✵✵✮ ❝♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ✶✴✷ s❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛rr✐✈❛ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✳

❉❡♥♦t✐❛♠♦ t❛❧❡ ❧♦tt❡r✐❛ ❞✐str✐❜✉✐t❛ ❝♦♠❡✿

ã ✏
✂
4000,

1

2
; 12000,

1

2

✡

■❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ è✿

Eã ✏ 1

2
☎ 4000� 1

2
☎ 12000 ✏ 8000 ❞✉❝❛t✐

❙✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ❝❤❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ✐♥✈❡❝❡ ❞✐ ♠❡tt❡r❡ t✉tt✐ ✐ s✉♦✐ ✽✵✵✵ ❞✉❝❛t✐ ✐♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♥❛✈❡ ❧✐ ❞✐str✐✲

❜✉✐s❝❛ ❡q✉❛♠❡♥t❡ ✐♥ ❞✉❡ ♥❛✈✐✳ ❆ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❡ ♥❛✈✐ s❡❣✉❛♥♦ ✉♥ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ♠❛ ❡q✉❛♠❡♥t❡

♣❡r✐❝♦❧♦s♦ ♣❡r❝♦rs♦✱ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ♦r❛ ❛✛r♦♥t❛ ✉♥❛ ♣✐ù ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t❛ ❧♦tt❡r✐❛✱ ❞✐str✐❜✉✐t❛ ❝♦♠❡

b̃ ✏
✂
4000,

1

4
; 8000,

1

2
; 12000,

1

4

✡

❙♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ q✉✐♥❞✐ tr❡ ❡s✐t✐✿ ✐✮ t✉tt❡ ❡ ❞✉❡ ❧❡ ♥❛✈✐ ❛✛♦♥❞❛♥♦✱ ✐✐✮ ✉♥❛ s♦❧❛ ❛rr✐✈❛ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✱

✐✐✐✮ t✉tt❡ ❡ ❞✉❡ ❛rr✐✈❛♥♦ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✳ ❙✐❝❝♦♠❡ ✐ ❞✉❡ r✐s❝❤✐ s♦♥♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

❞✐ q✉❡st✐ ❡✈❡♥t✐ ❝♦♥❣✐✉♥t✐ è ✉❣✉❛❧❡ ❛❧ ♣r♦❞♦tt♦ ❞❡❣❧✐ ❡✈❡♥t✐ ♣r❡s✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧♠❡♥t❡✳✷ P❡rt❛♥t♦✱ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ♥❛✈✐ ❛✛♦♥❞✐♥♦ è 1

2
☎ 1
2
✏ 1

4
✳ ▲♦ st❡ss♦ ✈❛❧❡ ♣❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝♦♥❣✐✉♥t❛

❝❤❡ ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ♥❛✈✐ ❛rr✐✈✐♥♦ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ✉♥❛ ♥❛✈✐ ❛✛♦♥❞✐

❡ ❧✬❛❧tr❛ ❛rr✐✈✐ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡ è ♣❛r✐ ❛ 1

2
✱ ♦✈✈❡r♦ ✐❧ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t♦ ❛ ✶ ❞❡❣❧✐ ❛❧tr✐ ❞✉❡ ❡s✐t✐ ❝♦♥

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà 1

4
✱ ♦✈✈❡r♦ 1✁ �

1

4
� 1

4

✟ ✏ 1

2
✳

✶❙✐ s♦♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t❡ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✐ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣❡r s❡♠♣❧✐✜❝❛r❡ ✐ ❝♦♥t✐✳
✷●❧✐ ❡✈❡♥t✐ A,B P A s♦♥♦ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ P ♣A❳Bq ✏ P ♣AqP ♣Bq✳

Scaricato da Lucia Marini (marinifiori24@gmail.com)

lOMoARcPSD|3053529

https://www.studocu.com/it?utm_campaign=shared-document&utm_source=studocu-document&utm_medium=social_sharing&utm_content=teoria-del-rischio


✶✷ ❈❆P■❚❖▲❖ ✷✳ ▲✬❆❱❱❊❘❙■❖◆❊ ❆▲ ❘■❙❈❍■❖

❊ss❡♥❞♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧♠❡♥t❡ r✐❝♦♥♦s❝✐✉t♦ ❝❤❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ s✐❛ ✉♥❛ ❜✉♦♥❛ ♣r❛t✐❝❛✱ ❝✐ ❛s♣❡t✲

t❡r❡♠♠♦ ❝❤❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛ b̃ s✐❛ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ q✉❡❧❧♦ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛ ã✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ s❡

❝❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦✱ ♦tt❡♥✐❛♠♦

Eb̃ ✏ 1

4
☎ 4000� 1

2
☎ 8000� 1

4
☎ 12000 ✏ 8000 ❞✉❝❛t✐

❡s❛tt❛♠❡♥t❡ ❧♦ st❡ss♦ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ Eã✳ P❡rt❛♥t♦✱ s❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ♠✐s✉r❛ss❡ ✐❧ s✉♦ ❜❡♥❡ss❡r❡ s♦❧♦ ✐♥ ❜❛s❡

❛❧❧❛ s✉❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ❢✉t✉r❛ ❛tt❡s❛ s❛r❡❜❜❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❡ tr❛ ❧❡ ❞✉❡ ❧♦tt❡r✐❡✱ ♦✈✈❡r♦ tr❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛r❡ ❡

♥♦♥ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛r❡✳ ▼❛ ❛❧❧♦r❛ ♣❡r❝❤é ❧❛ ♠❛❣❣✐♦r ♣❛rt❡ ❞❡❧❧❡ ♣❡rs♦♥❡ ♣r❡❢❡r✐r❡❜❜❡ ❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ b̃ ❛ ã❄

◗✉❡st♦ ❡s❡♠♣✐♦✱ ❝♦sì ❝♦♠❡ ✐❧ ♣❛r❛❞♦ss♦ ❞✐ ❙❛♥ P✐❡tr♦❜✉r❣♦ ❡s♣♦st♦ ✐♥ ♣r❡❝❡❞❡♥③❛✱ ❡✈✐❞❡♥③✐❛ ✐❧

❧✐♠✐t❡ ❞❡❧❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞❡❧❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ♠❛t❡♠❛t✐❝❛ ♥❡❧ ♣r❡♥❞❡r❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✳

❇❡r♥♦✉❧❧✐✱ ✐♥❢❛tt✐✱ ❞✐♠♦str❛ ❝♦♠❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❞✐ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛ ♥♦♥ è ✉♥♦ str✉♠❡♥t♦ ❛❞❡❣✉❛t♦

♣❡r ❧❛ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧ s✉♦ ✈❛❧♦r❡✳ ■❧ ♠❛t❡♠❛t✐❝♦ s✉❣❣❡r✐s❝❡ ❝❤❡ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❛♥❞r❡❜❜❡ ✈❛❧✉t❛t❛ ✐♥ ❜❛s❡

❛❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❝❤❡ ❡ss❛ ❣❡♥❡r❛✱ ♦✈✈❡r♦ ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛✳ ◗✉❡st♦ ♣❡r❝❤é✱

❝✐ò ❝❤❡ r❡❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♥t❛ ♣❡r ✐❧ ❞❡❝✐s♦r❡ è q✉❛♥t♦ s✐❛ s♦❞❞✐s❢❛tt♦ ♦ q✉❛♥t♦ ♣✉ò r✐❝❡✈❡r❡ ❞❛❧❧✬❡s✐t♦

♠♦♥❡t❛r✐♦✱ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ❧✬❡s✐t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ st❡ss♦✳ ▲❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ tr❛ ❡s✐t♦ ♠♦♥❡t❛r✐♦ ❡ ❣r❛❞♦ ❞✐

s♦❞❞✐s❢❛③✐♦♥❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà u : R Ñ R✱ t❛❧❡ ❝❤❡ ♣❡r ♦❣♥✐

❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ r✐❝❝❤❡③③❛ x è ❛ss♦❝✐❛t♦ ✉♥ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s♦❞❞✐s❢❛③✐♦♥❡ ♦ ✉t✐❧✐tà✱ u♣xq✳ ❖✈✈✐❛♠❡♥t❡✱ q✉❡st♦

❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ s♦❞❞✐s❢❛③✐♦♥❡ ❞❡r✐✈❛ ❞❛❧ ❝♦♥s✉♠♦ ❞❡✐ ❜❡♥✐ ❡ s❡r✈✐③✐ ❝❤❡ ✐❧ ❞❡❝✐s♦r❡ ♣✉ò ❛❝q✉✐st❛r❡ ❝♦♥

❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ x✳ ▼❡♥tr❡ ❣❧✐ ❡s✐t✐ s♦♥♦ ♦❣❣❡tt✐✈✐✱ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è s♦❣❣❡tt✐✈❛ ❡ s♣❡❝✐✜❝❛ ♣❡r

♦❣♥✐ ❞❡❝✐s♦r❡✱ ✐♥ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❛✐ s✉♦✐ ❣✉st✐ ❡ ❛❧❧❡ s✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥③❡✳ ❙✐ ❛ss✉♠❡ ✭r❛③✐♦♥❛❧♠❡♥t❡✮ ❝❤❡ ❧❛

❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà s✐❛ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥t❛r❡ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛✳ ■♥♦❧tr❡✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛r❣♦♠❡♥t❛ ❝❤❡

❧✬✉t✐❧✐tà ♥♦♥ s♦❧♦ è ❝r❡s❝❡♥t❡ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ✐♥ x✳

◆❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà s✐❛ u♣xq ✏ ❄
x✱ q✉✐♥❞✐

❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ✐♥ x ✭❞❛t♦ ❝❤❡ u✶♣xq ✏ 1

2
x✁1④2 ❡ u✷♣xq ✏ ✁1

4
x✁3④2❀ ♣❡rt❛♥t♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡

è ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✮✳ ❯s❛♥❞♦ t❛❧❡ ❢✉♥③✐♦♥❡ ♥❡❧ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❧❡ ❧♦tt❡r✐❡ ã ❡ b̃ ❛❜❜✐❛♠♦✿

Eu♣ãq ✏ 1

2
☎
❄
4000� 1

2
☎
❄
12000 ✏ 86.4

Eu♣b̃q ✏ 1

4
☎
❄
4000� 1

2
☎
❄
8000� 1

4
☎
❄
12000 ✏ 87.9
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■❧ ❞❡❝✐s♦r❡ ♣r❡❢❡r✐s❝❡ q✉✐♥❞✐ b̃ ❛❞ ã ✐♥ q✉❛♥t♦ ❣❡♥❡r❛ ✉♥✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ♠❛❣❣✐♦r❡✳

✷✳✷ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦

❆ss✉♠✐❛♠♦ ❝❤❡ ✐❧ ❞❡❝✐s♦r❡ ✈✐✈❛ ♣❡r ✉♥ s♦❧♦ ♣❡r✐♦❞♦✱ ✐❧ ❝❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛ ❝❤❡ ✉s❛ ✐♠♠❡❞✐❛t❛♠❡♥t❡ t✉tt❛

❧❛ s✉❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ♣❡r ❛❝q✉✐st❛r❡ ❜❡♥✐ ❡ s❡r✈✐③✐✳

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✷✳✶ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❡ u : X Ñ R✱ ❝♦♥ Ω ❸ X ❸ R✳ ❯♥

❛❣❡♥t❡ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ s❡✱ ♣❡r ♦❣♥✐ x✱ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ è r✐s♣❡tt❛t❛

Eu♣x̃q ↕ u♣Ex̃q ✭✷✳✶✮

♦✈✈❡r♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❝❡rt❛ u♣Ex̃q è s❡♠♣r❡ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ✐♥❝❡rt❛ Eu♣x̃q✳

❉❛❧❧❛ ♥♦str❛ ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡ s✐ ❞❡❞✉❝❡ ❝❤❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ♣r❡❢❡r✐s❝❡ s❡♠♣r❡ ✐❧ ❝❡rt♦

❛❧❧✬✐♥❝❡rt♦✳ ◗✉❡st♦ ♣❡r❝❤é✱ ❡ss❡♥❞♦ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ✈❛❧✉t❛ ❧❡ ♣♦t❡♥③✐❛❧✐ ♣❡r❞✐t❡ ♣✐ù ❞❡❧❧❡

♣♦t❡♥③✐❛❧✐ ✈✐♥❝✐t❡ ✭❝♦♠❡ s✐ ♥♦t❛✱ t❛❧❡ r❛❣✐♦♥❛♠❡♥t♦ è s♦❣❣❡tt✐✈♦✮✳

❚♦r♥✐❛♠♦ ❛❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ❝♦♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♥❛✈❡✳ ▲❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✐♥✐③✐❛❧❡ è ♣❛r✐ ❛ ✹✵✵✵

❞✉❝❛t✐✱ ❡ ✐❧ ♣❛②♦✛ x̃ ❛ss✉♠❡ ✈❛❧♦r❡ ✽✵✵✵ ✭❧❛ ♥❛✈❡ ❛rr✐✈❛ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✮ ♦ ✵ ✭❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞❛✮ ❝♦♥

❡❣✉❛❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà✳ ❙❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❛❧❧♦r❛✸

1

2
u♣12000q � 1

2
u♣4000q ↕ u♣8000q ✭✷✳✷✮

■❧ ♣✉♥t♦ f ❞❡❧❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ ❧❛t♦ ❞❡str♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ✭✷✳✶✮ s✉❧❧❛ ❝✉r✈❛ ❞✐ ✉t✐❧✐tà

u✳ ■❧ ❧❛t♦ s✐♥✐str♦ è✱ ✐♥✈❡❝❡✱ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ❞❛❧ ♣✉♥t♦ c✳ ◆♦♥ è ✉♥ ❝❛s♦ ❝❤❡ ✐ ❞✉❡ tr✐❛♥❣♦❧✐ abc ❡ cde

s✐❛♥♦ ✐❞❡♥t✐❝✐✳ ❙✐ ♥♦t✐ ❝♦♠❡ f s✐❛ s♦♣r❛ c✱ ♦✈✈❡r♦ ✐❧ ❜❡♥❡ss❡r❡ ❞❡r✐✈❛t♦ ❞❛❧❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ x̃ è ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧

❜❡♥❡ss❡r❡ ❛ss♦❝✐❛t♦ ❛❧ ♣❛②♦✛ ❛tt❡s♦ Ex̃ ❝♦♥ ❝❡rt❡③③❛✳ ❚r❛❞♦tt♦✿ ♣❡r ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧

r✐s❝❤✐♦✱ ❧❛ ♣♦t❡♥③✐❛❧❡ ♣❡r❞✐t❛ ❞✐ ✹✵✵✵ ❞✉❝❛t✐ r✐❞✉❝❡ ❧❛ s✉❛ ✉t✐❧✐tà ♣✐ù ❞✐ q✉❛♥t♦ ❧❛ ❢❛❝❝✐❛ ❛✉♠❡♥t❛r❡

✉♥❛ ♣♦t❡♥③✐❛❧❡ ✈✐♥❝✐t❛ ❞✐ ✹✵✵✵ ❞✉❝❛t✐✳ ❚❛❧❡ ❢❡♥♦♠❡♥♦ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ s♦❧♦ s❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è

❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ s❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è ❝♦♥✈❡ss❛✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛

✭✷✳✶✮ è ✐♥✈❡rt✐t❛ ❞✐ s❡❣♥♦ ❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ♣r♦♣❡♥s♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ ❧❛ ♣♦t❡♥③✐❛❧❡ ♣❡r❞✐t❛

✸❱✐ ✐♥✈✐t♦ ❛ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ✭✷✳✷✮ ✉s❛♥❞♦ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛t❛✳
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❋✐❣✳ ✷✳✶✳ ❯t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡ ✭4000, 1

2
; 12000, 1

2
✮✳

r✐❞✉❝❡ ❧❛ s✉❛ ✉t✐❧✐tà ♠❡♥♦ ❞✐ q✉❛♥t♦ ❧❛ ❢❛❝❝✐❛ ❛✉♠❡♥t❛r❡ ✉♥❛ ♣♦t❡♥③✐❛❧❡ ✈✐♥❝✐t❛✳ ■♥✜♥❡✱ s❡ u

è ❧✐♥❡❛r❡✱ ❛❧❧♦r❛ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ♥❡✉tr❛❧❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❡❞ è ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❡ tr❛ ❧✬❡s✐t♦ ❝❡rt♦ ❡ q✉❡❧❧♦ ✐♥❝❡rt♦

✭Eu♣x̃q ✏ u♣Ex̃q✮✳ ▲❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ♠❡tt❡ ✐♥ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❝♦♥ ❧❛

❝♦♥❝❛✈✐tà ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✷✳✶ ✭❉✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥✮ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❡

u : X Ñ R ❞❡r✐✈❛❜✐❧❡ ❞✉❡ ✈♦❧t❡ s✉ Int♣Xq✱ ❝♦♥ Ω ❸ X ❸ R✳ ▲❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ✭✷✳✶✮ s✐ ✈❡r✐✜❝❛

s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ u♣xq è ❝♦♥❝❛✈❛✱ ♦✈✈❡r♦ s❡ u✷♣xq ↕ 0❅x P Int♣Xq✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡✳ ❙❡ u è ❝♦♥❝❛✈❛ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ r❡tt❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❞✐ ✉♥ q✉❛❧s✐❛s✐ ♣✉♥t♦ ❞❡❧ s✉♦ ❣r❛✜❝♦

❞❡✈❡ ❣✐❛❝❡r❡ ❛❧ ❞✐ s♦♣r❛ ❞✐ ❡ss❛✳ ◗✉❡st♦ ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡ ❛♥❝❤❡ ♣❡r x̃ ✏ Ex̃✱ ♦✈✈❡r♦✿✹

u♣x̃q ↕ u♣Ex̃q � u✶♣Ex̃q♣x̃✁ Ex̃q

❙✉♣♣♦♥❡♥❞♦ ❝❤❡ t❛❧❡ ❢✉♥③✐♦♥❡ s✐❛ ❝♦♥❝❛✈❛ ♣❡r ♦❣♥✐ x✱ ❛❧❧♦r❛ ❧♦ è ❛♥❝❤❡ ♥❡❧ ✈❛❧♦r❡ ♠❡❞✐♦✿

Eu♣x̃q ↕ u♣Ex̃q � u✶♣Ex̃qE♣x̃✁ Ex̃q

❉❛t♦ ❝❤❡ E♣x̃✁ Ex̃q ✏ Ex̃✁ Ex̃ ✏ 0✱ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ Eu♣x̃q ↕ u♣Ex̃q✳ ❧

✹❙✐ r✐❝♦r❞✐ ❝❤❡✱ ❞❛t❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ f : X Ñ R✱ ❝♦♥ X ❸ R✱ ❧❛ r❡tt❛ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡❧ ♣✉♥t♦ x0 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❝♦♥
❧✬❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❞✐ f♣xq ✐♥ ✉♥ ✐♥t♦r♥♦ ❞✐ x ✏ x0✳

Scaricato da Lucia Marini (marinifiori24@gmail.com)

lOMoARcPSD|3053529



✷✳✸✳ P❘❊▼■❖ P❊❘ ■▲ ❘■❙❈❍■❖ ❊ ❈❊❘❚❖ ❊◗❯■❱❆▲❊◆❚❊ ✶✺

❋✐❣✳ ✷✳✷✳ Pr❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ ❧♦tt❡r✐❛ ♣4000, 1

2
; 12000, 1

2
q✳

✷✳✸ Pr❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❡ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡

❯♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ♥♦♥ ❣r❛❞✐s❝❡ ❧✬✐♥❝❡rt❡③③❛ ❡❞ è ❞✐s♣♦st♦ ❛ ♣❛❣❛r❡ ♣❡r ❧✐❜❡r❛rs✐ ❞❛❧

r✐s❝❤✐♦✳ ❚❛❧❡ ✐♠♣♦rt♦ è ❞❡✜♥✐t♦ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ✭π✮ ❡❞ è t❛❧❡ ❞❛ ❡❣✉❛❣❧✐❛r❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

❞❡❧❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❝♦♥ ❧✬❛♠♠♦♥t❛r❡ ❝❡rt♦ ❞❡❧❧❛ ❧♦tt❡r✐❛✱ ❞❡✜♥✐t♦ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✭CE✱ s✐ ✈❡❞❛ ❧❛

❋✐❣✳ ✷✳✷✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞❛ s♦❞❞✐s❢❛r❡ è ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡✿

Eu♣x̃q ✏ u♣Ex̃✁ πq ✭✷✳✸✮

♦✈✈❡r♦ ❧✬❛❣❡♥t❡ ❞❡✈❡ ❡ss❡r❡ ✐♥❞✐✛❡r❡♥t❡ tr❛ ❛❝❝❡tt❛r❡ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ✭✐❧ ❧❛t♦ s✐♥✐str♦ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✸✮✮

❡ ♣❛❣❛r❡ ♣❡r ❧✐❜❡r❛rs✐ ❞❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✭✐❧ ❧❛t♦ ❞❡str♦ ❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✸✮✮✳ ❙✐ ♥♦t❛ s✉❜✐t♦ ❝♦♠❡ π → 0

s❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ♠❡♥tr❡ π ➔ 0 s❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ♣r♦♣❡♥s♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✭❝♦♠❡ s✐ ✈❡❞❡ ❛♥❝❤❡

❣r❛✜❝❛♠❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✷ ♦✈❡ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t♦ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✮✳ ■♥ t❡r♠✐♥✐

♦♣❡r❛t✐✈✐✱ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❡s❛tt♦ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r r✐s❝❤✐♦ è✿

π ✏ Ex̃✁ CE

❊✬ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❞❡r✐✈❛r❡ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❛♥❝❤❡ ✐♥ ✉♥ ❛❧tr♦ ♠♦❞♦✱ ❛ttr❛✈❡rs♦ ✉♥❛ st✐♠❛ ❞❡❧✲

❧✬❛♠♠♦♥t❛r❡ ❝❤❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ❞✐s♣♦st♦ ❛ ♣❛❣❛r❡ ♣❡r ❧✐❜❡r❛rs✐ ❞❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❚❛❧❡ ♠❡t♦❞♦ è ♠♦❧t♦

✉s❛t♦ ♥❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛③✐♦♥✐ ✜♥❛♥③✐❛r✐❡ ♦✈❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ s♦❞❞✐s❢❛♥♦ t✉tt❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞✐ ♣r♦♣r✐❡tà✳ ❱❛❧❡
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❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✷✳✷ ✭❆♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❆rr♦✇✲Pr❛tt✮ ❙✐❛♥♦ x̃ : ΩÑ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛✲

t♦r✐❛ ❡ u : X Ñ R ❞❡r✐✈❛❜✐❧❡ ❞✉❡ ✈♦❧t❡ s✉ Int♣Xq✱ ❝♦♥ Ω ❸ X ❸ R✳ ■❧ ✈❛❧♦r❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛t♦ ❞❡❧

♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ è✿

π ✔ 1

2
σ2

x̃A♣xq ✭✷✳✹✮

♦✈❡ σ2

x̃ è ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞✐ x̃ ❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ A♣xq ❞❡✜♥✐t❛ ❝♦♠❡

A♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✭✷✳✺✮

r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡✳ ❯s❛♥❞♦ ✉♥✬❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ♣❡r ✐❧ ❧❛t♦ ❞❡str♦ ❡ s✐♥✐str♦

❞❡❧❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✸✮✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♦✈✈❡r♦ u♣Ex̃✁ πq ✐♥ ✉♥ ✐♥t♦r♥♦ Ex̃✁ π ✏ Ex̃✿

u♣Ex̃✁ πq ✔ u♣Ex̃q ✁ u✶♣Ex̃qπ

❡ Eu♣x̃q ✐♥ ✉♥ ✐♥t♦r♥♦ x̃ ✏ Ex̃

Eu♣x̃q ✔ E

✒
u♣Ex̃q � u✶♣Ex̃q♣x̃✁ Ex̃q � 1

2
u✷♣Ex̃q♣x̃✁ Ex̃q2

✚

❈♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❝❤❡ E♣x̃✁ Ex̃q ✏ Ex̃✁ Ex̃ ✏ 0 ❡ E♣x̃✁ Ex̃q2 ✏ σ2

x̃✱ ❛❧❧♦r❛ ❞✐✈❡♥t❛✿

Eu♣x̃q ✔ u♣Ex̃q � 1

2
u✷♣Ex̃qσ2

x̃

❙✐ ❞❡♥♦t✐ Ex̃ ✏ x ❡ s✐ ❡❣✉❛❣❧✐♥♦ ❧❡ ❞✉❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥✐✿

u♣xq ✁ u✶♣xqπ ✏ u♣xq � 1

2
u✷♣xqσ2

x̃

P♦ss✐❛♠♦ ♦r❛ r✐s♦❧✈❡r❡ ♣❡r ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✿

π ✔ 1

2
σ2

x̃A♣xq
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♦✈❡ A♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✳ ❧

❙❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ A♣xq è ♣♦s✐t✐✈❛✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ è ♥✉❧❧❛ ♦

♥❡❣❛t✐✈❛ s❡ ❧✬❛❣❡♥t❡ è ♥❡✉tr❛❧❡ ♦ ♣r♦♣❡♥s♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡✳ ▲❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ A♣xq ❞❡✜♥✐s❝❡
✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ▲✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ✭✷✳✹✮ è ♥♦t❛ ❝♦♠❡ ❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞✐

❆rr♦✇✲Pr❛tt✱ s✈✐❧✉♣♣❛t❛ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t❡♠❡♥t❡ ❞❛✐ ❞✉❡ ❡❝♦♥♦♠✐st✐ ♠❛t❡♠❛t✐❝✐ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❆rr♦✇✱ ✶✾✻✸

❡ Pr❛tt✱ ✶✾✻✹✱ ♦❧tr❡ ❛❧ ❧❛✈♦r♦ ♣✐♦♥✐❡r✐st✐❝♦ ❞✐ ❉❡ ❋✐♥❡tt✐✱ ✶✾✺✷✮✳

✷✳✹ ❆✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❡ r❡❧❛t✐✈❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦

■❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà❄ ▲❛ r✐s♣♦st❛ è s✐

♣❡r❝❤é ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡ ❞✐♣❡♥❞❡ ❞❛ q✉❛♥t♦ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❧✬❛❣❡♥t❡✱ ♦✈✈❡r♦ ❞❛ q✉❛♥t♦ è ❝♦♥❝❛✈❛

❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✳ ❱❛❧❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✷✳✸ ✭❚❡♦r❡♠❛ ❞✐ ❆rr♦✇✲Pr❛tt✮ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ u :

Xu Ñ R ❡ v : Xv Ñ R✱ ❝♦♥ Ω ❸ Xu, Xv ❸ R✳ ❙✐ ✈❡r✐✜❝❛ Au♣xq ↕ Av♣xq s❡ ❡ s♦❧♦ s❡

πu♣xq ↕ πv♣xq✱ ♦✈✈❡r♦ s❡ v è ♣✐ù ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐ u ❅x P Z✱ ♦✈❡ Z ✏ Xu ❳Xv✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡✳ ❉♦❜❜✐❛♠♦ ❞✐♠♦str❛r❡ ❝❤❡

Av♣xq ✏ ✁v✷♣xq
v✶♣xq ➙ ✁u✷♣xq

u✶♣xq ✏ Au♣xq

♣❡r ♦❣♥✐ x✳ ❈♦♥s✐❞❡r❛t♦ ❝❤❡ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ❞❡r✐✈❛t❛ s❡❝♦♥❞❛ ❡ ❞❡r✐✈❛t❛ ♣r✐♠❛ è ✉♥❛ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧

❣r❛❞♦ ❞✐ ❝♦♥❝❛✈✐tà ❞✐ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ è s♦❞❞✐s❢❛tt❛ s♦❧♦ s❡ v♣xq
è ♣✐ù ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐ u♣xq✳ ■♥❢❛tt✐✱ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ è ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛❧❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❝❤❡ v

s✐❛ ✉♥❛ tr❛s❢♦r♠❛③✐♦♥❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐ u✱ ♦✈✈❡r♦ ❡s✐st❡ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ φ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛ t❛❧❡ ❝❤❡

v♣xq ✏ φ♣u♣xqq ♣❡r ♦❣♥✐ x✳ ■♥❢❛tt✐✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡

v✶♣xq ✏ φ✶♣u♣xqqu✶♣xq

v✷♣xq ✏ φ✷♣u♣xqq♣u✶♣xqq2 � φ✶♣u♣xqqu✷♣xq
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s♦st✐t✉❡♥❞♦✿

Av♣xq ✏✁φ
✷♣u♣xqq♣u✶♣xqq2 ✁ φ✶♣u♣xqqu✷♣xq

φ✶♣u♣xqqu✶♣xq
✏✁φ

✷♣u♣xqqu✶♣xq
φ✶♣u♣xqq � ✁u✷♣xq

u✶♣xq
✏Au♣xq � ✁φ✷♣u♣xqqu✶♣xq

φ✶♣u♣xqq

P❡rt❛♥t♦✱ Av♣xq ➙ Au♣xq s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ φ✷♣u♣xqq ↕ 0✱ ♦✈✈❡r♦ s❡ φ è ❝♦♥❝❛✈❛✳ P❛ss✐❛♠♦ ♦r❛ ❛❧

♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❘✐❝♦r❞❛♥❞♦ ❝❤❡ v♣xq ✏ φ♣u♣xqq✱ s✐ ✈❡r✐✜❝❛✿

u♣Ex̃✁ πuq ✏ Eu♣x̃q

v♣Ex̃✁ πvq ✏ Ev♣x̃q ✏ Eφ♣u♣x̃qq

❆♣♣❧✐❝❛♥❞♦ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❞✐ ❏❡♥s❡♥ ♣❡r ❢✉♥③✐♦♥✐ ❝♦♥❝❛✈❡ Eφ♣ỹq ↕ φ♣Eỹq✱ ❡ ❞❡♥♦t❛♥❞♦ ❧❛

✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ỹ ❝♦♠❡ ỹ ✏ u♣x̃q✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡✿

Eφ♣u♣x̃qq ↕ φ♣Eu♣x̃qq

v♣Ex̃✁ πvq ↕ φ♣u♣Ex̃✁ πuqq

v♣Ex̃✁ πvq ↕ v♣Ex̃✁ πuq

❉❛t♦ ❝❤❡ v è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝r❡s❝❡♥t❡✱ ❛❧❧♦r❛ ❧✬✉❧t✐♠❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ è s♦❞❞✐s❢❛tt❛ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡

πv ➙ πu✳ P❡r ✉♥ r✐s❝♦♥tr♦ ❣r❛✜❝♦✱ s✐ ✈❡❞❛ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❧

P❡r ✐❧❧✉str❛r❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✷✳✸✱ t♦r♥✐❛♠♦ ❞❛ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ❝♦♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♥❛✈❡✱ ♦✈✈❡r♦ ❝❤❡ ❛✛r♦♥t❛ ❧❛

❧♦tt❡r✐❛ x̃ ✏ �
4000, 1

2
; 12000, 1

2

✟
✳ ❙✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ❞✉❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✱ ❧❛ r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛t❛ u♣xq ✏

❄
x ❡ ❧❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ v♣xq ✏ ln♣xq✳ ❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✱ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧

r✐s❝❤✐♦ ❡ ❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳

Eu♣x̃q ✏ 1

2
☎
❄
4000� 1

2
☎
❄
12000 ✏ 86.395

Ev♣x̃q ✏ 1

2
☎ ln♣4000q � 1

2
☎ ln♣12000q ✏ 8.8434
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❉❛ ❝✉✐ ✐❧ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡✿

CEu ✏ 86.3952 ✏ 7464

CEv ✏ e8.8434 ✏ 6928

❉❛ ❝✉✐ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦✿

πu ✏ 8000✁ 7464 ✏ 536

πv ✏ 8000✁ 6928 ✏ 1072

❙✐ ❤❛ q✉✐♥❞✐ πu ➔ πv✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ v♣xq è ♣✐ù ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐ u♣xq ✭s✐ ✈❡❞❛ ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✸✮✳ ❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ✐♥✜♥❡

❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ♣❡r ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐✿

Au♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✏ ♣1④4q ☎ x✁3④2

♣1④2q ☎ x✁1④2
✏ 1

2x

Av♣xq ✏ ✁v✷♣xq
v✶♣xq ✏ 1④x2

1④x ✏ 1

x

❘✐❝♦r❞❛♥❞♦ ❝❤❡ x ✏ Ex̃✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡ Au ✏ 0.0000625 ❡ Av ✏ 0.000125✱ ♦✈✈❡r♦ Av → Au✳

❙✐ ♥♦t✐ ❝❤❡ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ è ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ✭♥❡❣❛t✐✈♦✮ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳

P✐ù ♣r❡❝✐s❛♠❡♥t❡✱ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ♠✐s✉r❛ ✐❧ t❛ss♦ ❛❧ q✉❛❧❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✈❛r✐❛

❛❧❧✬❛✉♠❡♥t❛r❡ ❞✐ ✉♥ ❡✉r♦ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ s✐❛ f : X Ñ R✱ ❝♦♥ X ❸ R✱ ✐❧ r❛♣♣♦rt♦

f ✶♣xq④f♣xq r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞✐ f♣xq✳ P❡rt❛♥t♦✱ f✷♣xq④f ✶♣xq r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✐❧ t❛ss♦

❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞✐ f ✶♣xq✱ ❝❤❡ ♥❡❧ ♥♦str♦ ❝❛s♦ è u✶♣xq✱ ♦✈✈❡r♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡✱

❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ è ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝r❡s❝✐t❛ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ t❛❧❡ t❛ss♦

è ✉♥❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ✐♥ q✉❛♥t♦ ✈✐❡♥❡ ♠✐s✉r❛t♦ ❝♦♥ ❧❛ st❡ss❛ ✉♥✐tà ❞✐ ♠✐s✉r❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❞✐♣❡♥❞❡♥t❡ ✭❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ♥❡❧ ♥♦str♦ ❝❛s♦✮✳ ■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ è r✐s♦❧t♦ ✉t✐❧✐③③❛♥❞♦ ✈❛r✐❛③✐♦♥✐ r❡❧❛t✐✈❡✱

❝♦♠❡ ❧✬❡❧❛st✐❝✐tà✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧❡✱ s✐❛ f : X Ñ R✱ ❝♦♥ X ❸ R✱ ❧✬❡❧❛st✐❝✐tà ❞✐ f r✐s♣❡tt♦ ❛ x è ❞❛t❛

❞❛ xf ✶♣xq④f♣xq✳ ◆❡❧ ♥♦str♦ ❝❛s♦✱ ❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ s✐ ❝❤✐❛♠❛ ❛✈✈❡rs✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱

❝❤❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ q✉✐♥❞✐ ✐❧ t❛ss♦ ❛❧ q✉❛❧❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡❝r❡s❝❡ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥t❛r❡ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛

❞❡❧❧✬✶✪✿

R♣xq ✏ ✁xu✷♣xq
u✶♣xq ✏ xA♣xq ✭✷✳✻✮

♦✈✈❡r♦✱ ✐❧ ♣r♦❞♦tt♦ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ x ❝♦♥ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ A♣xq✳
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❋✐❣✳ ✷✳✸✳ ❋✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛t❛ ✭❝♦♥t✐♥✉❛✮ ❡ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛ ✭tr❛tt❡❣❣✐❛t❛✮✳ ❙✐ ♥♦t❛
❝❤✐❛r❛♠❡♥t❡ ❝♦♠❡ πv♣xq → πu♣xq✳

✷✳✺ ❋✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ♣✐ù ✉s❛t❡

■♥ q✉❡st♦ ♣❛r❛❣r❛❢♦ s✐ ✐♥tr♦❞✉rr❛♥♥♦ ❧❡ ❝❧❛ss✐ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ♣✐ù ✉s❛t❡ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝❛ ❡ ✜♥❛♥③✐❛r✐❛ ✭✐♥ t✉tt✐ ❣❧✐ ❡s❡♠♣✐✱ s✐❛ u : X Ñ R✱ ❝♦♥ X ❸ R✮✳ Pr✐♠❛ ❞✐ ♣r❡s❡♥t❛r❧❡✱ è

✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✐s❝✉t❡r❡ ❞✐ ✉♥❛ ❧♦r♦ ♣r♦♣r✐❡tà✱ ♦✈✈❡r♦ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❛❧

✈❛r✐❛r❡ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛✳ ❙♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ tr❡ ❡s✐t✐✿

❛✮ A✶♣xq → 0✱ ♣r♦♣r✐❡tà ■❆❘❆ ✭■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❆❜s♦❧✉t❡ ❘✐s❦ ❆✈❡rs✐♦♥✮❀

❜✮ A✶♣xq ✏ 0✱ ♣r♦♣r✐❡tà ❈❆❘❆ ✭❈♦♥st❛♥t ❆❜s♦❧✉t❡ ❘✐s❦ ❆✈❡rs✐♦♥✮❀

❝✮ A✶♣xq ➔ 0✱ ♣r♦♣r✐❡tà ❉❆❘❆ ✭❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ❆❜s♦❧✉t❡ ❘✐s❦ ❆✈❡rs✐♦♥✮✳

▲❡ ❝❧❛ss✐ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ❝❤❡ ✈❡❞r❡♠♦ ✐♥ q✉❡st♦ ♣❛r❛❣r❛❢♦✺ s♦♥♦ ❧❛ q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ ❧❛ ❈❆❘❆

❡ ❧❛ ❈❘❘❆ ✭❈♦♥st❛♥t ❘❡❧❛t✐✈❡ ❘✐s❦ ❆✈❡rs✐♦♥✮✳ ❈♦♠✐♥❝✐❛♠♦ ❝♦♥ ❧❛ q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ ♠♦❧t♦ ✉s❛t❛ ✐♥

t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ✜♥❛♥③❛✿

u♣xq ✏ x✁ αx2

✺◆❡✐ ♣❛r❛❣r❛✜ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ❛❜❜✐❛♠♦ ❣✐à ✉s❛t♦ ❞✉❡ t✐♣✐ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐✱ ❧❛ r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛ ❡ ❧❛ ❧♦❣❛r✐t♠✐❝❛✱ ❡♥tr❛♠❜❡
❝♦♥ ♣r♦♣r✐❡tà ❉❆❘❆ ✭s✐ ✐♥✈✐t❛ ❧♦ st✉❞❡♥t❡ ❛❞ ❛❝❝❡rt❛rs✐ ❞✐ ❝✐ò✮✳
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✭❝✮ ❋✉♥③✐♦♥❡ ❈❘❘❆✳

❋✐❣✳ ✷✳✹✳ ❋✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✳

❝♦♥ α → 0✳ ❙✐ ♥♦t✐ ❝❤❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ è ❝r❡s❝❡♥t❡ s♦❧♦ ♣❡r x ↕ ♣2αq✁1 ✭s✐ ✈❡❞❛ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❛✮✮✳

■♥♦❧tr❡✱ ❡ss❛ ❛ss✉♠❡ ✉♥✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❝r❡s❝❡♥t❡ ✭♣r♦♣r✐❡tà ■❆❘❆✮✿

A♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✏ 2α

1✁ 2αx

A✶♣xq ✏ 4α2

♣1✁ 2αxq2 → 0

❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ ❧❡ ❈❆❘❆ s♦♥♦ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❡s♣♦♥❡♥③✐❛❧✐ ❞❡❧ s❡❣✉❡♥t❡ t✐♣♦ ✭s❡♠♣r❡ α → 0✱ s✐ ✈❡❞❛

❋✐❣✳ ✷✳✹✭❜✮✮✿

u♣xq ✏ 1✁ e✁αx

α
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❈❛r❛tt❡r✐st✐❝❛ ❞❡❧❧❡ ❈❆❘❆✱ ❝♦♠❡ ❞✐❝❡ ✐❧ ♥♦♠❡✱ è ✉♥✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❝♦st❛♥t❡✿

A♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✏ αe✁αx

e✁αx
✏ α

A✶♣xq ✏ 0

♣r♦♣r✐❡tà s♣❡ss♦ ✉t✐❧❡ q✉❛♥❞♦ s✐ ❞❡✈❡ ❛♥❛❧✐③③❛r❡ ✐❧ ♣r♦❝❡ss♦ ❞✐ s❝❡❧t❛ tr❛ ❞✐✈❡rs❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡❞

❡❧✐♠✐♥❛ ❧✬❡✛❡tt♦ r❡❞❞✐t♦ q✉❛♥❞♦ s✐ tr❛tt❛♥♦ ❞❡❝✐s✐♦♥✐ ❡✛❡tt✉❛t❡ ❝♦♥ ✉♥ r✐s❝❤✐♦ ❧❛ ❝✉✐ ❣r❛♥❞❡③③❛

♥♦♥ ✈❛r✐❛ ❛ s❡❣✉✐t♦ ❞✐ ❝❛♠❜✐❛♠❡♥t✐ ❞❡❧ r❡❞❞✐t♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝r✐t✐❝❛ ❛❧❧❡ ❈❆❘❆ è

♣r♦♣r✐♦ ✉♥✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❝♦st❛♥t❡ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✳

❯♥ ❛❧tr♦ ❣r✉♣♣♦ ❞✐ ❢✉♥③✐♦♥✐ ♠♦❧t♦ ✉s❛t❡ ✐♥ ❧❡tt❡r❛t✉r❛✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ✐♥ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ ❝r❡s❝✐t❛✱

è ❞✐ t✐♣♦ ♣♦t❡♥③❛ ✭α → 0, α ✘ 1✱ s✐ ✈❡❞❛ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❝✮✮✿✻

u♣xq ✏ x1✁α ✁ 1

1✁ α

s✐ ❤❛ ❝❤❡✿

A♣xq ✏ ✁u✷♣xq
u✶♣xq ✏ αx✁α✁1

x✁α
✏ α

x

A✶♣xq ✏ ✁ α

x2
➔ 0

❈♦♥ ♣r♦♣r✐❡tà ❉❆❘❆✳ ■♥✈❡❝❡✱ ❝♦♠❡ ❞✐❝❡ ✐❧ ♥♦♠❡✱ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ r❡❧❛t✐✈❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ è ❝♦st❛♥t❡ ♥❡❧❧❡

❈❘❘❆✱ R♣xq ✏ α✳ ❊✬ st❛t♦ ❞❡✜♥✐t♦ ❝❤❡ α ✘ 1✱ ♣❡r❝❤é ❞✐✈❡♥t❡r❡❜❜❡ ✉♥❛ ✐♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❛ ❞❡❧ t✐♣♦

0④0✳ ❆♣♣❧✐❝❤✐❛♠♦ q✉✐♥❞✐ ❧❛ r❡❣♦❧❛ ❞✐ ❞❡ ❧✬❍♦♣✐t❛❧✱ ❝❛❧❝♦❧❛♥❞♦ ❝♦sì ✐❧ ❧✐♠✐t❡ ♣❡r α Ñ 1 ❞❡❧❧❛

❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ❈❘❘❆✿

lim
αÑ1

xx✁α ✁ 1

1✁ α
✏ lim

αÑ1

✁xx✁α ln♣xq
✁1 ✏ ✁xx✁1 ln♣xq

✁1 ✏ ln♣xq

P♦ss✐❛♠♦ r✐❛ss✉♠❡r❡ ♥❡❧ s❡❣✉❡♥t❡ ♠♦❞♦✿

u♣xq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪

x1✁α✁1

1✁α
♣❡r α → 0, α ✘ 1,

ln♣xq ♣❡r α ✏ 1.

✻■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✭❝✮ è r❛♣♣r❡s❡♥t❛t❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ❜❛s❡✱ ♦✈✈❡r♦ x
1✁α

1✁α
✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ t❡st♦ s✐ st✉❞✐❛ ❧❛ s✉❛ ✈❡rs✐♦♥❡

♠♦❞✐✜❝❛t❛✱ ♥♦t❛ ❛♥❝❤❡ ❝♦♠❡ ✐s♦❡❧❛st✐❝❛✳
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❈❛♣✐t♦❧♦ ✸

❈r✐t❡r✐ ❞✐ s❝❡❧t❛

◆❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❛❜❜✐❛♠♦ st✉❞✐❛t♦ ❝♦♠❡ s✐ ❝♦♠♣♦rt❛ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♥❡✐ ❝♦♥❢r♦♥t✐ ❞✐ ✉♥

r✐s❝❤✐♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❛❜❜✐❛♠♦ ❛♥❛❧✐③③❛t♦ ✐❧ ❝❛s♦ ❞✐ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❡ ✈✐st♦ ❧✬✐♠✲

♣♦rt❛♥③❛ ❞❡❧❧❛ s✉❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦✱ ✐♥✈❡❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉rr❡♠♦ ✐ ❝r✐t❡r✐ ♣❡r

s❝❡❣❧✐❡r❡ q✉❛❧❡ tr❛ ❞✉❡ ♦ ♣✐ù ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ è ❧❛ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛ ✭❝♦♥t✐♥✉❡r❡♠♦ ❛❞ ✐♠♠❛❣✐✲

♥❛r❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t✐✈♦ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✮✳ ◗✉❡st♦ ♣❡r❝❤é ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ♠❡♥♦

r✐s❝❤✐♦s❛ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ✉♥ ♣✐ù ❛❧t♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ♦ ❞✐ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦✳ P❡r s❝❡❣❧✐❡r❡✱

t✉tt❛✈✐❛✱ ❞♦❜❜✐❛♠♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ ❝❤❡ ❝✐ ❝♦♥s❡♥t❛ ❞✐ s❝❡❣❧✐❡r❡ ♥❡❧ ♠♦❞♦ ♣✐ù

❛❞❡❣✉❛t♦✳ ■ ❝r✐t❡r✐ ♣✐ù ✉s❛t✐ s♦♥♦ ❞✉❡✿ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✱ ❝❤❡ ❣✐à ❝♦♥♦s❝✐❛♠♦✱ ❡ ❧❛ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛✳

◆❡✐ ♣r♦ss✐♠✐ ❝❛♣✐t♦❧✐ ✉s❡r❡♠♦ ✐❧ ♣r✐♠♦ ♣❡r st✉❞✐❛r❡ ❧❡ s❝❡❧t❡ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ❡ ✐❧ s❡❝♦♥❞♦ ♣❡r ❧❡

s❝❡❧t❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

✸✳✶ ■♥❞✐❝✐ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛

■♥✐③✐❛♠♦ ❞❡✜♥❡♥❞♦ ❝♦s❛ è ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛✳

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✶ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✱ ❝♦♥ Ωx ❸ R ❡ Ωy ❸ R✳

❙✐ ❞❡✜♥✐s❝❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ I ✏ I♣☎q ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❝❤❡ ❛ ♦❣♥✐ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❛ss❡❣♥❛ ✉♥

♥✉♠❡r♦ ❝❤❡ ❞❡s❝r✐✈❡ ✐❧ s✉♦ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❞❡s✐❞❡r❛❜✐❧✐tà✳ ▲❛ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ è ❝♦sì ❞❡✜♥✐t❛ ❞❛

x̃ ➙ ỹ ðñ I♣x̃q ➙ I♣ỹq

✷✺

Scaricato da Lucia Marini (marinifiori24@gmail.com)

lOMoARcPSD|3053529

https://www.studocu.com/it?utm_campaign=shared-document&utm_source=studocu-document&utm_medium=social_sharing&utm_content=teoria-del-rischio


✷✻ ❈❆P■❚❖▲❖ ✸✳ ❈❘■❚❊❘■ ❉■ ❙❈❊▲❚❆

❙❡ I♣x̃q ✏ I♣ỹq✱ ❛❧❧♦r❛ x̃ ❡ ỹ s♦♥♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✐ ❡ s❝r✐✈✐❛♠♦ x̃ ✓ ỹ✳ ❙❡ ✐♥✈❡❝❡ I♣x̃q → I♣ỹq✱ ❛❧❧♦r❛ x̃

è str❡tt❛♠❡♥t❡ ♣r❡❢❡r✐t♦ ❛ ỹ ❡ s❝r✐✈✐❛♠♦ x̃ → ỹ✳

❯♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ❝♦str✉✐t♦ ✐♥ ❞✐✈❡rs✐ ♠♦❞✐✱ t✉tt❛✈✐❛ ❞❡✈❡ r✐s♣❡tt❛r❡ ❧❡ s❡❣✉❡♥t✐

♣r♦♣r✐❡tà✿✶

• ❝♦♠♣❧❡t❡③③❛✿ ❞❛t❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ x̃ ❡ ỹ✱ ✉♥❛ ❡ ✉♥❛ s♦❧❛ ❞❡❧❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ s✐

✈❡r✐✜❝❛

x̃ → ỹ ♦ ỹ → x̃ ♦ x̃ ✓ ỹ

♦✈✈❡r♦ ❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ s♦♥♦ s❡♠♣r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛❜✐❧✐❀

• tr❛♥s✐t✐✈✐tà✿ ❞❛t❡ tr❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ x̃✱ ỹ ❡ z̃✱ s✐ ❤❛

x̃ ➙ ỹ ❡ ỹ ➙ z̃ ùñ x̃ ➙ z̃

❙✐❝❝♦♠❡ ♥♦✐ st✐❛♠♦ st✉❞✐❛♥❞♦ ❧❡ s❝❡❧t❡ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✱ ♦✈✈❡r♦ ❛ss✉♠✐❛♠♦ ❝❤❡ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐✲

❧✐tà s✐❛♥♦ ❞❛t❡✱ ❛❧❧♦r❛ ❣❧✐ ✐♥❞✐❝✐ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ ✭❡ ❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥③❡ st❡ss❡✮ ❞✐♣❡♥❞❡r❛♥♥♦ ❞❛❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❛❧❡❛t♦r✐❡ s♦❧♦ ❛ttr❛✈❡rs♦ ❧❡ ❧♦r♦ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥✐✳

■❧ ♣✐ù s❡♠♣❧✐❝❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ è ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✿

I♣x̃q ✏ Ex̃

♠❛ ❛❜❜✐❛♠♦ ❣✐à ✈✐st♦ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❝❤❡ ♥♦♥ è ❛❞❡❣✉❛t♦ ♣❡r❝❤é ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❧❡ ❛tt✐✲

t✉❞✐♥✐ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉♦✱ ❝♦♠❡ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ■ ♣✐ù ✐♠♣♦rt❛♥t✐ ❝r✐t❡r✐ ❞✐ s❝❡❧t❛ ✐♥

❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ s♦♥♦✿

• ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✱ ♦✈❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ è ❞❡❧ t✐♣♦

I♣x̃q ✏ Eu♣x̃q

❝♦♥ u : X Ñ R ❡ X ❸ R✱ ❝❤❡ ❛❜❜✐❛♠♦ ❣✐à ✐♥❝♦♥tr❛t♦ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ❡

✶●❧✐ ❛ss✐♦♠✐ ❞❡❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ s✐ ❞❡✈♦♥♦ ❛ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ▼♦r❣❡♥st❡r♥ ✭✶✾✹✹✮✳
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• ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛✱ ✐♥ ❝✉✐ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ è ❞❡❧ t✐♣♦

I♣x̃q ✏ φ♣m, vq m ✏ Ex̃, v ✏ σ2

x̃

❝♦♥ φ : ΦÑ R ❡ Φ ❸ R✱ ❝❤❡ ❞✐♣❡♥❞❡ s♦❧♦ ❞❛❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❡ ❞❛❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞✐ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡

❛❧❡❛t♦r✐❛✳

❱❡❞✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ❝♦♠❡ s❝❡❣❧✐❡r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛ ❝♦♥ ✐ ❞✉❡ ❝r✐t❡r✐ ♣r❡s❡♥t❛t✐✳

✸✳✷ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛

❈❛r❛tt❡r✐st❛ ♣❡❝✉❧✐❛r❡ ❞❡❧ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ è ❝❤❡ s✐ ❜❛s❛ s✉❧ ❝♦♥❝❡tt♦ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✱ ❝❤❡ è

s♦❣❣❡tt✐✈♦✳ ◗✉❡st♦ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡ ♦❣♥✉♥♦ ❞✐ ♥♦✐ ❤❛✱ ❝♦♠❡ ✈✐st♦ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ✉♥❛ ❞✐✈❡rs❛

❛tt✐t✉❞✐♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ s♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ❞❡✐ ❝❛s✐ ✐♥ ❝✉✐ ✐♥ ♠♦❞♦ ✉♥❛♥✐♠❡ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❣❡♥t✐

♣r❡❢❡r✐s❝♦♥♦ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ✉♥✬❛❧tr❛✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ s✐ ♣❛r❧❛ ❞✐ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ st♦❝❛st✐❝❛✳

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✷ ❙✐❛♥♦ u : RÑ R✱ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✱ ❝♦♥ Ωx ❸ R

❡ Ωy ❸ R✳ ❙✐ ❤❛ ❝❤❡ x̃ ❞♦♠✐♥❛ st♦❝❛st✐❝❛♠❡♥t❡ ỹ✱

✶✮ ❛❧ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡✱ ❡ s✐ s❝r✐✈❡ x̃ ➙DS1 ỹ✱ s❡

Eu♣x̃q ➙ Eu♣ỹq ✭✸✳✶✮

♣❡r ♦❣♥✐ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà u ❝r❡s❝❡♥t❡✳

✷✮ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦ ♦r❞✐♥❡✱ ❡ s✐ s❝r✐✈❡ x̃ ➙DS2 ỹ✱ s❡ ❧❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ✭✸✳✶✮ ✈❛❧❡ ♣❡r ♦❣♥✐ ❢✉♥③✐♦♥❡

❞✐ ✉t✐❧✐tà u ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛

■♥ ❛❧tr❡ ♣❛r♦❧❡✱ x̃ ➙DS1 ỹ s❡ ♦❣♥✐ ❛❣❡♥t❡ r❡♣✉t❛ x̃ ♥♦♥ ♣❡❣❣✐♦r❡ ❞✐ ỹ✳ ❙❡ s✐ r❡str✐♥❣❡ ✐❧ ❝❛♠♣♦

❛✐ s♦❧✐ ❛❣❡♥t✐ ❛✈✈❡rs✐ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❛❜❜✐❛♠♦ x̃ ➙DS2 ỹ✱ ❝❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡ ❛ ❞✐r❡ ❝❤❡ x̃ è ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛

❞✐ ỹ ✭❘♦t❤s❝❤✐❧❞ ❛♥❞ ❙t✐❣❧✐t③✱ ✶✾✼✵✱ ✶✾✼✶✮✳ ❊✬ ❡✈✐❞❡♥t❡ q✉✐♥❞✐ ❝❤❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ ❛❧ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡

✐♠♣❧✐❝❛ q✉❡❧❧❛ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦✱ ♠❛ ✐❧ ✈✐❝❡✈❡rs❛ ♥♦♥ è ✈❡r♦✳ ■♥ ❡♥tr❛♠❜✐ ✐ ❝❛s✐✱ s✐ ♣❛r❧❛ ❞✐ ❞♦♠✐♥❛♥③❛

str❡tt❛ s❡ ❛❧♠❡♥♦ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♣r❡❢❡r✐s❝❡ str❡tt❛♠❡♥t❡ x̃ ❛ ỹ✳ ❊✬ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ❝♦♥❢r♦♥t❛r❡ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐
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❛❧❡❛t♦r✐❡ ❛ttr❛✈❡rs♦ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ s❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ ❤❛♥♥♦ ❧❛ st❡ss❛

❢✉♥③✐♦♥❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❛ ❛❧❧♦r❛ ❡ss❡ ❤❛♥♥♦ ❧❛ st❡ss❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✱ ❡ ✈✐❝❡✈❡rs❛✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✶ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✱ ❝♦♥ Ωx ❸ R ❡

Ωy ❸ R✳ ❙✐ ❤❛

x̃ ➙DS1 ỹ ðñ F ♣x̃q ↕ F ♣ỹq ✭✸✳✷✮

❡

x̃ ➙DS2 ỹ ðñ
➺ x

✁✽

F ♣x̃q ❞x ↕
➺ y

✁✽

F ♣ỹq ❞y ✭✸✳✸✮

❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❞❡✈♦♥♦ ✈❛❧❡r❡ s✉ t✉tt♦ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ❡s✐st❡♥③❛✳

■♥ ❛❧tr❡ ♣❛r♦❧❡✱ s❡ x̃ ➙DS1 ỹ✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡ ❞✐ x̃ ❞❡✈❡ ❣✐❛❝❡r❡ ❛❧ ❞✐ s♦tt♦ ❞❡❧❧❛

❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡ ❞✐ ỹ✳ ❙✐♠✐❧♠❡♥t❡✱ s❡ x̃ ➙DS2 ỹ✱ ❛❧❧♦r❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❝✉♠✉❧❛t❛

❞✐ x̃ ❞❡✈❡ ❣✐❛❝❡r❡ ❛❧ ❞✐ s♦tt♦ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✐♥t❡❣r❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ❝✉♠✉❧❛t❛ ❞✐ ỹ✳

■♥ q✉❡st❡ ❞✐s♣❡♥s❡ ♥♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r❡♠♦ ❧❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ✐♥t❡❣r❛❧✐ ♠❛ ❝✐ ❝♦♥❝❡♥tr❡r❡♠♦ s✉ ✉♥ ❝❛s♦

♣❛rt✐❝♦❧❛r❡ ❞❡❧❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ st♦❝❛st✐❝❛ ❞❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ♦r❞✐♥❡✱ ♦✈✈❡r♦ q✉❛♥❞♦ ❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡

❤❛♥♥♦ ❧❛ st❡ss❛ ♠❡❞✐❛✳

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✸ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ ❞✐s❝r❡t❡✱ ❝♦♥ Ωx ⑨ R ❡

Ωy ⑨ R✳ ❙✐ ❞✐❝❡ ❝❤❡ ỹ è ✉♥ ♠❡❛♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♣r❡❛❞ ✭▼P❙✮ ❞✐ x̃ s❡

✶✮ ❤❛♥♥♦ ❧❛ st❡ss❛ ♠❡❞✐❛✱ Ex̃ ✏ Eỹ❀

✷✮ Ωx ✏ tx1, x2, . . . , xn✉ ❡ Ωy ✏ ty1, y2, . . . , yn✉✱ ❝♦♥ x1 ➔ x2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ xn ❡ y1 ➔ y2 ➔ ☎ ☎ ☎ ➔ yn✱

❡ ❝♦♥ x1 ➙ y1 ❡ xn ↕ yn✳

❊s❝❧✉❞❡♥❞♦ ✐❧ ❝❛s♦ ❧✐♠✐t❡ ✐♥ ❝✉✐ x1 ✏ y1 ❡ xn ✏ yn s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡❛♠❡♥t❡✳

■♥ ❛❧tr❡ ♣❛r♦❧❡✱ ỹ è ✉♥ ▼P❙ ❞✐ x̃ s❡ ❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❤❛♥♥♦ ❧❛ st❡ss❛ ♠❡❞✐❛ ❡ ❧✬❡str❡♠♦ ✐♥❢❡r✐♦r❡

❞✐ ỹ è ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧❧✬❡str❡♠♦ ✐♥❢❡r✐♦r❡ ❞✐ x̃ ❡✴♦ ❧✬❡str❡♠♦ s✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ ỹ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞❡❧❧✬❡str❡♠♦

s✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ x̃✳ ■❧ s❡❝♦♥❞♦ ♣✉♥t♦ ❞❡❧❧❛ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✸ è ♦tt❡♥✐❜✐❧❡ ❛♥❝❤❡ ❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ✉♥ r✐s❝❤✐♦

❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦ ❛❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛✱ ♦✈✈❡r♦ ỹ è ♦tt❡♥✐❜✐❧❡ ❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ✉♥ r✐s❝❤✐♦

❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦ ε̃ ❛ x̃✳ ❱❛❧❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳
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Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✷ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R✱ ỹ : Ωy Ñ R✱ ❡ ε̃ : Ωε Ñ R tr❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ ❞✐s❝r❡t❡✱

❝♦♥ Ωx ⑨ R✱ Ωy ⑨ R ❡ Ωε ⑨ R✱ ❡ u : RÑ R✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡ Ex̃ ✏ Eỹ ❡ ❝❤❡ Eε̃ ✏ 0✳ ❙❡

ỹ
d✏ x̃� ε̃,

❛❧❧♦r❛ ♦❣♥✐ ❛❣❡♥t❡ ❝♦♥ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ♣r❡❢❡r✐rà x̃ ❛ ỹ ♣❡r❝❤é ♠❡♥♦

r✐s❝❤✐♦s❛✱ ♦✈✈❡r♦ Eu♣x̃q ➙ Eu♣ỹq✳

P❡r ❝❤✐❛r✐r❡ ♠❡❣❧✐♦ ❧❛ Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✶ ❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✷✱ t♦r♥✐❛♠♦ ❛❧❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦

❝♦♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♥❛✈❡ ❡ ❞❡✜♥✐❛♠♦❧❛ ❝♦♠❡

x̃ ✏
✂
4000,

1

2
; 12000,

1

2

✡

◆❡❧ ❝❛s♦ s❢❛✈♦r❡✈♦❧❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞❛✱ ♠❡♥tr❡ ♥❡❧ ❝❛s♦ ❢❛✈♦r❡✈♦❧❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛rr✐✈❛ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡✳

❙✐ ❛ss✉♠❛ ❝❤❡ ✐❧ ❝❛r✐❝♦ ❝♦♥s✐st❛ ✐♥ ✽✵✵✵ ❝❤✐❧✐ ❞✐ s♣❡③✐❡ ❝❤❡ ✈❡rr❛♥♥♦ ✈❡♥❞✉t❡ ❛❧ ♣r❡③③♦ ✉♥✐t❛r✐♦

❞✐ ✶ ❞✉❝❛t♦ ❛❧ ❝❤✐❧♦✳ ❙✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ✐♥❝❡rt❡③③❛ ♥❡❧ ♣r❡③③♦ ❞❡❧❧❡ s♣❡③✐❡ ❡ ❝❤❡ ♣♦ss❛♥♦ ❡ss❡r❡

✈❡♥❞✉t❡ ❛❞ ✉♥ ♣r❡③③♦ ✉♥✐t❛r✐♦ ❞✐ ✵✳✺ ♦ ✶✳✺ ❞✉❝❛t✐ ❝♦♥ ❡❣✉❛❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ ❧✬❡s✐t♦

è s❡♠♣r❡ ✹✵✵✵ s❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞❛✱ ♠❡♥tr❡✱ s❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛rr✐✈❛ ❛ ❞❡st✐♥❛③✐♦♥❡ ❧✬❡s✐t♦ ♥♦♥ s❛rà ♣✐ù

✶✷✵✵✵ ✭4000 � 8000 ☎ 1✮ ♠❛ ♦ ✽✵✵✵ ✭4000 � 8000 ☎ 0.5✮ ♦♣♣✉r❡ ✶✻✵✵✵ ✭4000 � 8000 ☎ 1.5✮ ❞✉❝❛t✐✱

♦✈✈❡r♦s✐❛

ỹ ✏
✂
4000,

1

2
; 8000,

1

4
; 16000,

1

4

✡

P♦♥✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ❧❛ ❞♦♠❛♥❞❛✿ q✉❛❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ è ❧❛ ♣✐ù r✐s❝❤✐♦s❛❄ ◗✉❛❧❡ ❞❡❧❧❡ ❞✉❡ ❧♦tt❡r✐❡

♣r❡❢❡r✐s❝❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦❄ ❉❛❧❧❛ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✷ s❛♣♣✐❛♠♦ ❝❤❡ x̃ ❞♦♠✐♥❛ st♦❝❛st✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧ ♣r✐♠♦

♦r❞✐♥❡ ỹ s❡ Eu♣x̃q ➙ Eu♣ỹq ♣❡r ♦❣♥✐ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝r❡s❝❡♥t❡✳ ❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❛❧❧♦r❛ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ✉s❛♥❞♦

s✐❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥✈❡ss❛✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ u♣xq ✏ x2 ❡ u♣yq ✏ y2✱ ❝❤❡ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛✱

❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ u♣xq ✏ ❄
x ❡ u♣yq ✏ ❄

y✳ ❈♦♠✐♥❝✐❛♠♦ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝♦♥✈❡ss❛✿

Eu♣x̃q ✏ 1

2
40002 � 1

2
120002 ✏ 80♠❧♥

Eu♣ỹq ✏ 1

2
40002 � 1

2

✒
1

2
80002 � 1

2
160002

✚
✏ 88♠❧♥
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▼❡♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❝♦♥ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝♦♥❝❛✈❛ è✿

Eu♣x̃q ✏ 1

2

❄
4000� 1

2

❄
12000 ✏ 86.4

Eu♣ỹq ✏ 1

2

❄
4000� 1

2

✒
1

2

❄
8000� 1

2

❄
16000

✚
✏ 85.6

❙✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝❤❡ s❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ è ♣r♦♣❡♥s♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ Eu♣x̃q ➔ Eu♣ỹq✱ ♠❡♥tr❡ s❡ è ❛✈✈❡rs♦

❛❧ r✐s❝❤✐♦ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ✐❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ Eu♣x̃q → Eu♣ỹq✳ P❡rt❛♥t♦✱ ♥❡ss✉♥❛ ❞❡❧❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡

❞♦♠✐♥❛ st♦❝❛st✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡ ❧✬❛❧tr❛✳ ◗✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦ ❧♦ s✐ ✈❡❞❡ ❛♥❝❤❡ ♥❡❧❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✶✱

❞❛t♦ ❝❤❡ ♥♦♥ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❝❤❡ F ♣x̃q ↕ F ♣ỹq✳ ❊✬ ♥❡❝❡ss❛r✐♦ q✉✐♥❞✐ st✉❞✐❛r❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦

♦r❞✐♥❡✳ ❱❡❞✐❛♠♦ s❡ ✉♥❛ ❞❡❧❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ è ✉♥ ▼P❙ ❞❡❧❧✬❛❧tr❛✳ ❙❡❣✉❡♥❞♦ ❧❛ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✸✱

❝♦♠❡ ♣r✐♠❛ ❝♦s❛ ❝❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❧❛ ♠❡❞✐❛✿

Ex̃ ✏ 1

2
4000� 1

2
12000 ✏ 8000

Eỹ ✏ 1

2
4000� 1

2

✒
1

2
8000� 1

2
16000

✚
✏ 8000

❙✐ ♥♦t✐ ❛♥❝❤❡ ❝♦♠❡ ❣❧✐ ❡str❡♠✐ ❞❡❣❧✐ st❛t✐ ❞✐ ♥❛t✉r❛ ❞✐ x̃ ❡ ỹ s✐❛♥♦ ❞✐✈❡rs✐✳ ■♥ ♣❛rt✐❝♦❧❛r❡✱ ❧✬❡str❡♠♦

s✉♣❡r✐♦r❡ ❞✐ ỹ s✐❛ ♠❛❣❣✐♦r❡✱ ✶✻✵✵✵❃✶✷✵✵✵✱ ♠❡♥tr❡ ❧✬✐♥❢❡r✐♦r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡✱ ✹✵✵✵✳ ❆♥❝♦r❛✱ s✐ ♦ss❡r✈✐

❝♦♠❡ ❛❣❣✐✉♥❣❡♥❞♦ ✉♥ ❞✐st✉r❜♦ ❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦✱ ❞❡❧ t✐♣♦

ε̃ ✏
✂
✁4000, 1

2
; 4000,

1

2

✡

❛❧❧❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❞✐ x̃ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ỹ✱ ♦✈✈❡r♦

ỹ ✏
✂
4000,

1

2
; 12000� ε̃,

1

2

✡

❝❤❡ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ❛

ỹ
d✏ x̃� ε̃

▲✬✐♥❝❡rt❡③③❛ s✉❧ ♣r❡③③♦ ❞✐ ✈❡♥❞✐t❛ ❞❡❧❧❡ s♣❡③✐❡ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t❛ ❝♦♠❡ ✉♥ tr❛s❢❡r✐♠❡♥t♦ ❞✐

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❞❛❧ ❝❡♥tr♦ ❛❣❧✐ ❡str❡♠✐ ✭✐♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦ ✉♥ s♦❧♦ ❡str❡♠♦✮✱ ♣r❡s❡r✈❛♥❞♦ ❝♦sì ❧❛ ♠❡❞✐❛✳
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

❋✐❣✳ ✸✳✶✳ ▼P❙ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧✬✐♥❝❡rt❡③③❛ s✉❧ ♣r❡③③♦✳

❖✈✈✐❛♠❡♥t❡ s♦♥♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐ ❛❧tr✐ ❞✐st✉r❜✐ ❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦✱ ❝♦♠❡ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦

ε̃ ✏
✂
✁2000,

5

6
; 10000,

1

6

✡

ỹ ✏
✂
4000,

1

2
; 10000,

5

12
; 22000,

1

12

✡

♦♣♣✉r❡

ε̃ ✏
✂
✁3000,

5

8
; 5000,

3

8

✡

ỹ ✏
✂
4000,

1

2
; 9000,

5

16
; 17000,

3

16

✡

❊ ✈✐❛ ❞✐s❝♦rr❡♥❞♦ ✭r✐❝♦r❞❛♥❞♦ s❡♠♣r❡ ❝❤❡ Eε̃ ✏ 0✮✳

✸✳✸ ■❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛

❈♦♠❡ ❣✐à ❛❝❝❡♥♥❛t♦✱ ✉♥❛ t❡♦r✐❛ ❞❡❧❧❛ s❝❡❧t❛ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛ ❛ q✉❡❧❧❛ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❝♦♥s✐st❡ ♥❡❧

r✐❛ss✉♠❡r❡ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ✐♥ s♦❧✐ ❞✉❡ ♣❛r❛♠❡tr✐✱ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛✱ ✐❧ ❝✉✐ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐

♣r❡❢❡r❡♥③❛ è ❞❡❧ t✐♣♦

I♣x̃q ✏ φ♣m, vq m ✏ Ex̃, v ✏ σ2

x̃
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❝♦♥ φ : Φ Ñ R ❡ Φ ❸ R✳ ■♥♦❧tr❡✱ s✐ ❛ss✉♠❡ ❝❤❡ φ s✐❛ ❝r❡s❝❡♥t❡ ✐♥ m ❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡ ✐♥ v✳ ▲❛

❢✉♥③✐♦♥❡ ♣✐ù ✉s❛t❛ è φ♣m, vq ✏ m✁ λv✱ ❝♦♥ λ → 0✱ ❝❤❡ ❞à ❧✉♦❣♦ ❛❧ s❡❣✉❡♥t❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛✿

I♣x̃q ✏ Ex̃✁ λσ2

x̃ ✭✸✳✹✮

❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❝❤❡ t❛❧❡ ✐♥❞✐❝❡ è ❝♦st❛♥t❡✱ ♣❡rt❛♥t♦ ✐❧ ❝❡rt♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ x̃ è

♣r♦♣r✐♦ I♣x̃q✳ ■❧ ♣r❡♠✐♦ ♣❡r ✐❧ r✐s❝❤✐♦ è ❛❧❧♦r❛

π♣x̃q ✏ Ex̃✁ CE♣x̃q ✏ λσ2

x̃

❙❡ ❝♦♥❢r♦♥t✐❛♠♦ q✉❡st❛ ✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ❝♦♥ ❧✬❛♣♣r♦ss✐♠❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❆rr♦✇✲Pr❛tt✱ s✐ ✈❡❞❡ s✉❜✐t♦ ❝❤❡ λ✱

❛ ♠❡♥♦ ❞❡❧ ❢❛tt♦r❡ ✶✴✷✱ è ✐♥t❡r♣r❡t❛❜✐❧❡ ❝♦♠❡ ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❞✐ ❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✭♦✈✈✐❛♠❡♥t❡

❝♦st❛♥t❡✮✳ ❙✐ ♥♦t❛ s✉❜✐t♦ ❝♦♠❡ ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛ s✐❛ ♠♦❧t♦ ♣✐ù ❢❛❝✐❧❡ ❞❛ ♠❡tt❡r❡ ✐♥ ♣r❛t✐❝❛

r✐s♣❡tt♦ ❛❧ q✉❡❧❧♦ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✳ ■♥❢❛tt✐ ❧❛ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛ r✐❝❤✐❡❞❡ ❧❛ ❝♦♥♦s❝❡♥③❛ s♦❧♦ ❞❡✐ ♣r✐♠✐

❞✉❡ ♠♦♠❡♥t✐ ❞✐ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❡ ♥♦♥ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r❛ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡✳

❋❛❝❝✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦✳ ❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥♦ ❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡

x̃ ✏
✂
10,

1

2
; 20,

1

2

✡

ỹ ✏
✂
8,

1

2
; 26,

1

2

✡

❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❛ I♣x̃q ✏ Ex̃✁ λσ2

x̃✳ ❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ✐ ✈❛❧♦r✐ ❛tt❡s✐ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡✿

Ex̃ ✏ 15, σ2

x̃ ✏ 25, Eỹ ✏ 17, σ2

ỹ ✏ 81.

❙❡ λ ✏ 0.1✱ s✐ ❤❛

I♣x̃q ✏ 15✁ 0.1 ☎ 25 ✏ 12.5

I♣ỹq ✏ 17✁ 0.1 ☎ 81 ✏ 8.9

◗✉✐♥❞✐ x̃ è ♣r❡❢❡r✐t❛ ❛ ỹ✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♣❡r ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ ♠❡♥♦ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ ❝♦♥
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λ ✏ 0.01✱ s✐ ❤❛ ✐♥✈❡❝❡

I♣x̃q ✏ 15✁ 0.01 ☎ 25 ✏ 14.75

I♣ỹq ✏ 17✁ 0.01 ☎ 81 ✏ 16.19

◗✉✐♥❞✐ ỹ è ♣r❡❢❡r✐t❛ ❛ x̃✳ P♦ss✐❛♠♦ q✉✐♥❞✐ ❛✛❡r♠❛r❡ ❝❤❡ ♥❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ♥♦♥ ✈✐ è ✉♥❛

r❡❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ tr❛ ❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✳ ■❧ ❝❤❡ ❝✐ ♣♦rt❛ ❛❧❧❛ ❞♦♠❛♥❞❛✿ ❡s✐st♦♥♦ ❞❡✐ ❝❛s✐

✐♥ ❝✉✐ t✉tt✐ ❣❧✐ ❛❣❡♥t✐ ❝❤❡ ❛❞♦♣❡r❛♥♦ ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛ r✐t❡♥❣❛♥♦ ✐♥ ♠♦❞♦ ✉♥❛♥✐♠❡ ✉♥❛

✈❛r✐❛❜✐❧❡ ♣✐ù r✐s❝❤✐♦s❛ ❞❡❧❧✬❛❧tr❛❄ ■♥ ❛❧tr✐ t❡r♠✐♥✐✱ ❡s✐st❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛❄

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✸✳✹ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R✱ ❝♦♥ Ωx ❸ R ❡ Ωy ❸ R✱ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✱

❡ s✐❛ φ : Φ Ñ R✱ ❝♦♥ Φ ❸ R ❡ φ ❝r❡s❝❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛✳ ❙✐ ❞✐❝❡ ❝❤❡

x̃ ❞♦♠✐♥❛ ỹ ✐♥ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛✱ ❡ s❝r✐✈✐❛♠♦ x̃ ➙MV ỹ✱ s❡ ♦❣♥✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉♦ r❡♣✉t❛ x̃ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛

❞✐ ỹ✱ ♦✈✈❡r♦ s❡

φ♣Ex̃, σ2

x̃q ➙ φ♣Eỹ, σ2

ỹq ✭✸✳✺✮

P♦ss✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✸ ▲❛ ❞✐s✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛ ✭✸✳✺✮ è r✐s♣❡tt❛t❛✱ ♦✈✈❡r♦ x̃ ➙MV ỹ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡

Ex̃ ➙ Eỹ ❡ σ2

x̃ ↕ σ2

ỹ

❞❡✈♦♥♦ ✈❛❧❡r❡ ❡♥tr❛♠❜❡ ❧❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐✳

❋❛❝❝✐❛♠♦ ✉♥ ❛❧tr♦ ❡s❡♠♣✐♦✳ ❙✐❛♥♦ ❞❛t❡ ❧❡ s❡❣✉❡♥t✐ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✿

w̃ ✏
✂
1,

1

2
; 3,

1

2

✡
x̃ ✏

✂
0,

1

5
; 2.5,

4

5

✡

ỹ ✏
✂
0,

1

3
; 3,

2

3

✡
z̃ ✏

✂
0,

1

4
; 4,

3

4

✡

■ ✈❛❧♦r✐ ❛tt❡s✐ ❡ ❧❡ ✈❛r✐❛♥③❡ s♦♥♦✿

Ew̃ ✏ 2, Ex̃ ✏ 2, Eỹ ✏ 2, Ez̃ ✏ 3;

σ2♣w̃q ✏ 1, σ2♣x̃q ✏ 1, σ2♣ỹq ✏ 2, σ2♣z̃q ✏ 3.
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s✐ ✈❡❞❡ s✉❜✐t♦ ❝❤❡

w̃ ✒MV x̃ →MV ỹ

♠❡♥tr❡ ♥❡ss✉♥❛ r❡❧❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ ✐♥t❡r❝♦rr❡ tr❛ z̃ ❡ ✉♥❛ ❞❡❧❧❡ ❛❧tr❡ tr❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✳

❈♦♥❝❧✉❞✐❛♠♦ ✐❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ♥♦t❛✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ✭✸✳✹✮ r✐❝♦r❞❛ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà q✉❛❞r❛t✐❝❛

❝❤❡ ❛❜❜✐❛♠♦ ✐♥❝♦♥tr❛t♦ ♥❡❧ ❝❛♣✐t♦❧♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳ ▲✬❛✈❡✈❛♠♦ s❝r✐tt❛ ❝♦♠❡✿

u♣xq ✏ x✁ αx2

❝♦♥ α → 0 ❡ ❝♦♥ ✐❧ ✈✐♥❝♦❧♦ ❝❤❡ u : r0, ♣2αq✁1s Ñ R✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ ♣❡r ✈❛❧♦r✐ ❞✐ x → ♣2αq✁1 ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡

è ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡✳ ❙✐ r✐❝♦r❞✐ ❝❤❡✱ ♣❡r ❞❡✜♥✐③✐♦♥❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ è

σ2

x̃ ✏Er♣x̃✁ Ex̃q2s

✏Erx̃2 ✁ 2x̃Ex̃� ♣Ex̃q2s

✏Ex̃2 ✁ 2Ex̃Ex̃� ♣Ex̃q2

✏Ex̃2 ✁ 2♣Ex̃q2 � ♣Ex̃q2

✏Ex̃2 ✁ ♣Ex̃q2

❉❛ ❝✉✐ s✐ ♦tt✐❡♥❡✿

Ex̃2 ✏ ♣Ex̃q2 � σ2

x̃ ✭✸✳✻✮

❋❛❝❡♥❞♦ ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà q✉❛❞r❛t✐❝❛ s✐ ❤❛✿

Eu♣x̃q ✏ Ex̃✁ αEx̃2

❙♦st✐t✉❡♥❞♦ ❧❛ ✭✸✳✻✮✱ ❞✐✈❡♥t❛✿

Eu♣x̃q ✏ Ex̃✁ αr♣Ex̃q2 � σ2

x̃s

♦✈✈❡r♦ ❧✬ ✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ è ❝r❡s❝❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡ ♥❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ❝♦♠❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✭✸✳✹✮✳

■♥❢❛tt✐✱ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ è ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s❛ ❞✐
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✉♥✬❛❧tr❛ ♣❡r ❡♥tr❛♠❜✐ ✐ ❝r✐t❡r✐ ❞❡❧❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❡ ❞❡❧❧❛ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✸✳✹ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ωx Ñ R ❡ ỹ : Ωy Ñ R✱ ❝♦♥ Ωx ❸ R ❡ Ωy ❸ R✱ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐

❛❧❡❛t♦r✐❡✱ ❡ u : RÑ R✳ ❙❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è ❞✐ t✐♣♦ q✉❛❞r❛t✐❝❛✱ ❛❧❧♦r❛

x̃ ➙MV ỹ ðñ Eu♣x̃q ➙ Eu♣ỹq

❆ ❡ss❡r❡ ♣r❡❝✐s✐ ❧✬♦r❞✐♥❡ ❞✐ ♣r❡❢❡r❡♥③❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❝❤❡ q✉❛♥❞♦ u è str❡tt❛♠❡♥t❡ ❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ❝♦♥❝❛✈❛

❡ x̃ ❡ ỹ ❤❛♥♥♦ ❡♥tr❛♠❜❡ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❣❛✉ss✐❛♥❛✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♥♦✐ ♥♦♥ ❛✛r♦♥t✐❛♠♦ q✉❡st♦ t✐♣♦ ❞✐

❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ ❡ q✉✐♥❞✐ ♥♦♥ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r❡♠♦ q✉❡st❛ ♣r♦♣r✐❡tà✳
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❈❛♣✐t♦❧♦ ✹

❙❝❡❧t❡ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡

◆❡✐ ❝❛♣✐t♦❧✐ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ❛❜❜✐❛♠♦ ✈✐st♦ ❝♦♠❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ s✐❛ ❞✐s♣♦st♦ ❛ ♣❛❣❛r❡ ♣❡r

❧✐❜❡r❛rs✐ ❞❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ▲♦ str✉♠❡♥t♦ ✜♥❛♥③✐❛r✐♦ ♣✐ù ✉s❛t♦ ♣❡r ❧✐❜❡r❛rs✐ ❞❛❧ r✐s❝❤✐♦ è ❧✬❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✳

❉✐❡tr♦ ✐❧ ♣❛❣❛♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥ ♣r❡♠✐♦✱ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ r✐s❛r❝✐s❝❡ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ ❞❡❧ ❞❛♥♥♦ s✉❜✐t♦ ✐♥ ❜❛s❡

❛❧❧♦ s❝❤❡♠❛ ❞✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❝♦♥❝♦r❞❛t♦✳ ◆❡❧❧❛ r❡❛❧tà ❡s✐st♦♥♦ ❞✐✈❡rs✐ s❝❤❡♠✐ ❞✐ ✐♥❞❡♥♥✐③③♦✱ ♦✈✈❡r♦

❞✐✈❡rs✐ ❝♦♥tr❛tt✐ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✳ ◆♦✐ st✉❞✐❡r❡♠♦ ✐ ♣✐ù ✐♠♣♦rt❛♥t✐✱ ♦✈✈❡r♦ ❧❛ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ❡ ❧❛

❢r❛♥❝❤✐❣✐❛✳ ◆❡❧ ♣r✐♠♦ ❧❡ ♣❛rt✐ st❛❜✐❧✐s❝♦♥♦ ✉♥ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛ ❞❡❧ ❞❛♥♥♦✱ ❝♦♠♣r❡s♦ tr❛ ✵ ❡ ✶ ✭s❡

✵ ❧✬❛❣❡♥t❡ ♥♦♥ è ❛ss✐❝✉r❛t♦✱ s❡ ✶ ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ è t♦t❛❧❡✮✳✶ ◆❡❧ s❡❝♦♥❞♦ ✐♥✈❡❝❡✱ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ ✐♥❞❡♥✲

♥✐③③❛ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ s♦❧♦ s❡ ✐❧ ❞❛♥♥♦ s✉♣❡r❛ ✉♥ ❝❡rt♦ ❛♠♠♦♥t❛r❡ ♣r❡✜ss❛t♦✱ ❧❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ❛♣♣✉♥t♦✳

◗✉❛❧❡ ❝❤❡ s✐❛ ❧♦ s❝❤❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞❡♥♥✐③③♦✱ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ s❛ ❝❤❡ ❞❡✈❡ ♠❡❞✐❛r❡ tr❛ ✐❧ ❜❡♥❡✜❝♦ ❞✐ ✉♥ ♠✐♥♦r

r✐s❝❤✐♦ ❡ ✐❧ ❝♦st♦ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦✳ ❙✐ ❣❡♥❡r❛ ❝♦sì ✉♥ tr❛❞❡✲♦✛ tr❛ r✐s❝❤✐♦ ❡ r✐❝❝❤❡③③❛ ❛tt❡s❛✳ ❈❤✐❛r✐❛♠♦

♠❡❣❧✐♦ q✉❡st♦ ♣✉♥t♦ ♥❡❧❧❛ ♣r♦ss✐♠❛ s❡③✐♦♥❡✳ Pr✐♠❛ ♣❡rò è ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ✉♥❛ ♥♦t❛✿ q✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ♥♦✐

st✉❞✐❡r❡♠♦ è ✉♥ ♠♦♥❞♦ ✐❞❡❛❧❡✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ ♣✉ò s❝❡❣❧✐❡r❡ ❝♦♠❡ ❡ q✉❛♥t♦ ❛ss✐❝✉r❛rs✐✱ ❧❡

❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥✐ ❛❣✐s❝♦♥♦ ✐♥ ✉♥ ♠❡r❝❛t♦ ♣❡r❢❡tt❛♠❡♥t❡ ❝♦♥❝♦rr❡♥③✐❛❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà

s♦♥♦ ♥♦t❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡❞ ❛❞ ❡♥tr❛♠❜✐ ❣❧✐ ❛❣❡♥t✐✳ ◆❡❧❧❛ r❡❛❧tà t✉tt♦ q✉❡st♦ ♥♦♥ s✐ ✈❡r✐✜❝❛✳ ▼❛ ❛❧❧♦r❛

♣❡r❝❤é st✉❞✐❛r❡ ✉♥ ♠♦♥❞♦ ✐♠♠❛❣✐♥❛r✐♦❄ P❡r❝❤é ♥♦✐ s✐❛♠♦ ✐♥t❡r❡ss❛t✐ ❛❞ ✉♥❛ t❡♦r✐❛ ❣❡♥❡r❛❧❡ ❞❡❧

❝♦♠♣♦rt❛♠❡♥t♦ ✉♠❛♥♦ ✐♥ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐ ❞✐ r✐s❝❤✐♦✳

✶❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡ ❞❛❧❧❛ t❡♦r✐❛ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛✱ ♥❡❧ ❝♦❞✐❝❡ ❝✐✈✐❧❡ ✐t❛❧✐❛♥♦ ❝♦♥ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ ✏❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✑ s✐ ✐♥t❡♥❞❡ ✉♥
❝♦♥tr❛tt♦ ✐♥ ❝✉✐ ✐❧ ♠❡❞❡s✐♠♦ r✐s❝❤✐♦ è ❛ss✐❝✉r❛t♦ ❞❛ ♣✐ù ❛ss✐❝✉r❛t♦r✐ s❡❝♦♥❞♦ ✉♥❛ r✐♣❛rt✐③✐♦♥❡ ✐♥ q✉♦t❡✳

✸✼
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✹✳✶ ▲✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♦tt✐♠♦

❯♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ♣r❡✈❡❞❡ ❝❤❡✱ ❞✐❡tr♦ ✐❧ ♣❛❣❛♠❡♥t♦ ❞✐ ✉♥ ♣r❡♠✐♦✱ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ ❧✐q✉✐❞✐

❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ ♥❡❧ ❝❛s♦ ✐♥ ❝✉✐ s✐ ✈❡r✐✜❝❤✐ ✉♥ ❞❛♥♥♦ ✭♦ ✉♥❛ ♣❡r❞✐t❛✮✳

❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✹✳✶ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❡ u : rxa, xbs Ñ R✱ ❝♦♥ Ω ❸ R ❡

0 ↕ xa ➔ xb✳ ■❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt✉❛r✐❛❧❡ ❞✐ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ è EI♣x̃q✱ ♦✈✈❡r♦ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦✳ ❯♥ ♣r❡♠✐♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ è ❞❡tt♦ ❡q✉♦ s❡ P ✏ EI♣x̃q✳

❙❡ ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ è t♦t❛❧❡✱ ❛❧❧♦r❛ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ ✈✐❡♥❡ ✐♥❞❡♥♥✐③③❛t♦ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r♦ ❛♠♠♦♥t❛r❡ ❞❡❧❧❛ ♣❡r❞✐t❛

❡✱ ♣❡rt❛♥t♦✱ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ s❛rà ♣❛r✐ ❛❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❞❡❧❧❛ ♣❡r❞✐t❛✱ ♦✈✈❡r♦ EI♣x̃q ✏
Ex̃✳ ■❧ ♣r❡♠✐♦ ❡q✉♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛ t♦t❛❧❡ ❞✐✈❡♥t❛✱ q✉✐♥❞✐✱ ♣P ✏ Ex̃✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ ♥❡❧❧❛ r❡❛❧tà ✐ ♣r❡♠✐

❛ss✐❝✉r❛t✐✈✐ ♥♦♥ s♦♥♦ ❡q✉✐✱ ♣❡r❝❤é ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ s♦st✐❡♥❡ ❞✐✈❡rs✐ ❝♦st✐ ❛❣❣✐✉♥t✐✈✐✱ ✜♥♦ ❛♥❝❤❡ ❛❧

✸✵✪ ❞❡❧ ♣r❡③③♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr❛tt♦✳ ❙✐ ❞❡✜♥✐s❝♦♥♦ t❛❧✐ ❝♦st✐ ❝♦♥ ✐❧ t❡r♠✐♥❡ ✏❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❝❛r✐❝♦✑ ❡ ✈❡♥❣♦♥♦

❣❡♥❡r❛❧♠❡♥t❡ ✐♥❞✐❝❛t✐ ❝♦♥ ❧❛ ❧❡tt❡r❛ ❣r❡❝❛ λ✳ ■♥ q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ❞✐✈❡♥t❛ P ✏ ♣1�λqEI♣x̃q✱
s❡ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛ t♦t❛❧❡ ♣P ✏ ♣1 � λqEx̃✳ ❋❛❝❝✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦ ♣❡r ❝❛♣✐r❡ ❝♦s❛ ❝❛♠❜✐❛ ♣❡r

❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ s❡ λ ✏ 0 ♦ λ → 0 ✭♥❡❧❧❛ ♣r♦ss✐♠❛ s❡③✐♦♥❡ s❛r❡♠♦ ♣✐ù ❢♦r♠❛❧✐✮✳

❚♦r♥✐❛♠♦ ❞❛ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ❝♦♥ ✉♥❛ s♦❧❛ ♥❛✈❡✳ ❙✐❛ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ ❝❤❡ ❙❡♠♣r♦♥✐♦ ✈❛❧✉t❛♥♦ ❧❛

♣r♦❜❛❜✐❧✐tà ❝❤❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞✐ ✶✴✷✳ ▲✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ è ♥❡✉tr❛❧❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✭s❡ ❢♦ss❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦

♥♦♥ s✐ ❛❝❝♦❧❧❡r❡❜❜❡ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✮ ❡❞ ♦✛r❡ ❛ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ ❛❧ ♣r❡③③♦ P ✱ ✉♥❛ ♣♦❧✐③③❛ ❝❤❡

♣r❡✈❡❞❡ ✐❧ ♣❛❣❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ I s❡ ❧❛ ♥❛✈❡ ❛✛♦♥❞❛✳ ▲✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❛tt❡s♦ è ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt✉❛✲

r✐❛❧❡ ❞❡❧❧❛ ♣♦❧✐③③❛✱ ♦✈✈❡r♦ EI♣x̃q ✏ I④2 ✭♦✈✈❡r♦ 1

2
I� 1

2
0✮✳ ■♥tr♦❞✉❝❡♥❞♦ ❧✬❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ❞♦❜❜✐❛♠♦

❧❡❣❣❡r♠❡♥t❡ ♠♦❞✐✜❝❛r❡ ❧✬✐♠♣♦st❛③✐♦♥❡ ❞✐ ❙❡♠♣r♦♥✐♦✱ s❡♣❛r❛♥❞♦ tr❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ❡ r✐s❝❤✐♦✳ ▲❛ r✐❝✲

❝❤❡③③❛✱ w✱ è ✶✷✵✵✵ ♠❡♥tr❡ ✐❧ ❞❛♥♥♦ ❛❧❡❛t♦r✐♦ è x̃ ✏ �
8000, 1

2
; 0, 1

2

✟
✱ ❞❛♥❞♦ ❧✉♦❣♦ ❛ ✉♥❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❝♦sì

❞✐str✐❜✉✐t❛
�
w ✁ 8000, 1

2
;w ✁ 0, 1

2

✟
✱ ♦✈✈❡r♦ ❧❛ s♦❧✐t❛ ❧♦tt❡r✐❛

�
4000, 1

2
; 12000, 1

2

✟
✳ ◗✉❡st♦ ♣❡r❝❤é

❛❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❡ss❛ ❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❝♦♠♣❧❡ss✐✈❛ ❞❡✐ s✉♦✐ ❛ss✐❝✉r❛t✐ ♠❛ s♦❧♦ ✐❧ r✐s❝❤✐♦ ❛✐ ✜♥✐

❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦✳ ❙❡ λ ✏ 0 ✐❧ ♣r❡♠✐♦ s❛rà✿

P ✏ ♣1� λqEI♣x̃q ✏ EI♣x̃q ✏ I

2
✏ 0.5I
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9

✭❛✮ λ ✏ 0✳

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

8.84

8.85

8.86

8.87

8.88

8.89

8.9

8.91

8.92

8.93

8.94

✭❜✮ λ ✏ 0.1✳

❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ▲✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦✳

❙❡✱ ✐♥✈❡❝❡✱ λ → 0✱ ❛❞ ❡s❡♠♣✐♦ λ ✏ 0.1✱ ❛❧❧♦r❛

P ✏ ♣1� λqEI♣x̃q ✏ ♣1� 0.1qEI♣x̃q ✏ 1.1

2
I ✏ 0.55I

❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ✭Eu♣x̃q ✏ w✁ x̃✁P � I✮ ♣❡r λ ✏ 0 ❡ λ ✏ 0.1 ❝♦♥ u♣xq ✏ ln♣xq✿

Eu♣x̃q ✏ 1

2
ln ♣12000✁ 8000✁ 0.5I � Iq � 1

2
ln ♣12000✁ 0✁ 0.5Iq , s❡ λ ✏ 0

Eu♣x̃q ✏ 1

2
ln ♣12000✁ 8000✁ 0.55I � Iq � 1

2
ln ♣12000✁ 0✁ 0.55Iq , s❡ λ ✏ 0.1

❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♦tt✐♠♦✳ ❉✐✛❡r❡♥③✐❛♠♦ q✉✐♥❞✐ Eu♣x̃q r✐s♣❡tt♦ ❛ I✱ ♦✈✈❡r♦✿

❇Eu

❇I ✏ 1

2

✂
0.5

4000� 0.5I

✡
� 1

2

✂ ✁0.5
12000✁ 0.5I

✡
, s❡ λ ✏ 0

❇Eu

❇I ✏ 1

2

✂
0.45

4000� 0.45I

✡
� 1

2

✂ ✁0.55
12000✁ 0.55I

✡
, s❡ λ ✏ 0.1

P♦♥❡♥❞♦ ❧❡ ❞❡r✐✈❛t❡ ♣r✐♠❡ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ③❡r♦✱ ♦tt❡♥✐❛♠♦✿

I✝ ✏ 8000, s❡ λ ✏ 0

I✝ ✏ 6400, s❡ λ ✏ 0.1

▲❛ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ♠♦str❛ ❣r❛✜❝❛♠❡♥t❡ ❧❡ ❞✉❡ ✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❡✳ ❙✐ ♥♦t✐ ❝❤❡ ✐♥ ❉❡✜♥✐③✐♦♥❡ ✹✳✶ ❧✬✐♥s✐❡♠❡

❞✐ ❡s✐st❡♥③❛ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà è ❝❤✐✉s♦ ❡ ❧✐♠✐t❛t♦✳ ❊ss❡♥❞♦ ❧✬✉t✐❧✐tà ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛✱
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❛❧❧♦r❛ s✐ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐❧ t❡♦r❡♠❛ ❞✐ ❲❡✐❡rstr❛ss✳ ◗✉❡st♦ ✈✉♦❧ ❞✐r❡ ❝❤❡ ❡s✐st❡ ✉♥ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦

t❛❧❡ ❞❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛r❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✳ ❚❛❧❡ ✈❛❧♦r❡ è ❧✬❡str❡♠♦ s✉♣❡r✐♦r❡ ❞❡❧❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧♦ ❞✐ ❡s✐st❡♥③❛

q✉❛♥❞♦ λ ✏ 0✱ ❧✬❡str❡♠♦ ✐♥❢❡r✐♦r❡ ♦ ✉♥ ♣✉♥t♦ ✐♥t❡r♥♦ q✉❛♥❞♦ λ → 0✳

✹✳✷ ▲❛ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❝♦♥ r✐❝❝❤❡③③❛ w ❝❤❡ ❛✛r♦♥t❛ ✉♥ r✐s❝❤✐♦ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛ x̃✳ ❙✐

s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡ ✐❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❞✐ ❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ♣r❡✈❡❞❛ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❞✐ ✉♥❛ q✉♦t❛ ✜ss❛✱ β P r0, 1s✱ ❞❡❧❧❛
♣❡r❞✐t❛✳ P❡rt❛♥t♦✱ I♣x̃q ✏ βx̃ ❡ EI♣x̃q ✏ βEx̃✳ ■❧ ❧✐✈❡❧❧♦ β è ❝❤✐❛♠❛t♦ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✱

♠❡♥tr❡ 1 ✁ β è ❝❤✐❛♠❛t♦ t❛ss♦ ❞✐ r✐t❡♥③✐♦♥❡✳ ❘✐❝♦r❞❛♥❞♦ ❝❤❡ P ✏ ♣1 � λqEI♣x̃q ❡ ❝❤❡ ♣P ✏
♣1� λqEx̃✱ ❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❞❡❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ è✿

y♣x̃, βq ✏w ✁ P ✁ x̃� I

✏w ✁ ♣1� λqEI♣x̃q ✁ x̃✁ βx̃

✏w ✁ ♣1� λqβEx̃✁ ♣1✁ βqx̃

✏w ✁ β ♣P ✁ ♣1✁ βqx̃

❙✐ ♥♦t✐ ❝❤❡ q✉❛♥❞♦ β ✏ 1✱ ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈❛ è t♦t❛❧❡✱ ❡ ❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡ ♥♦♥ è ❛❧❡❛t♦r✐❛✱

♦✈✈❡r♦ y ✏ w✁ ♣P ✳ ❆❧ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ q✉❛♥❞♦ β ✏ 0✱ ♥❡ss✉♥❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ è s♦tt♦s❝r✐tt❛✱ ♦✈✈❡r♦ y ✏ w✁x̃✳

■❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ s❝❡❧t❛ ❞❡❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ è q✉❡❧❧♦ ❞✐ s❡❧❡③✐♦♥❛r❡ ✐❧ t❛ss♦ ♦tt✐♠♦ ❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ β✝

t❛❧❡ ❞❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛r❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❞❡❧❧❛ s✉❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡✿

max
βPr0,1s

H♣βq ✑ Eu♣yq ✏ Eu♣w ✁ β ♣P ✁ ♣1✁ βqx̃q ✭✹✳✶✮

❉✐✛❡r❡♥③✐❛♥❞♦ ❞✉❡ ✈♦❧t❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ H r✐s♣❡tt♦ ❛ β s✐ ♦tt✐❡♥❡✿

H ✶♣βq ✏ Er♣x̃✁ ♣P qu✶♣yqs ✭✹✳✷✮

H✷♣βq ✏ Er♣x̃✁ ♣P q2u✷♣yqs ✭✹✳✸✮
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❙✐ ♦ss❡r✈✐ ❞❛❧❧❛ ✭✹✳✸✮ ❝❤❡ H✷♣βq è ❧✬❛s♣❡tt❛t✐✈❛ ❞❡❧ ♣r♦❞♦tt♦ tr❛ ♣x̃✁ ♣P q2✱ ❝❤❡ è s❡♠♣r❡ ♣♦s✐t✐✈♦✱ ❡

u✷♣yq✱ ❝❤❡ è s❡♠♣r❡ ♥❡❣❛t✐✈❛✱ ❞❛t❛ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳✷ P❡rt❛♥t♦✱ H✷♣βq ➔ 0 ❡ ❝✐ò s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡

❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛ ❞❡❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ❞❡❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✳ ◆❡ ❝♦♥s❡❣✉❡

❝❤❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ❞❡❧ ♣r✐♠♦ ♦r❞✐♥❡

H ✶♣β✝q ✏ Er♣x̃✁ ♣P qu✶♣yqs ✏ 0 ✭✹✳✹✮

è ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❛ ❡ s✉✣❝✐❡♥t❡ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞✐ ♠❛ss✐♠✐③③❛③✐♦♥❡ ✭✹✳✶✮✳ ◗✉❡st♦ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡

♣✉ò ❡s✐st❡r❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ✐♥t❡r♥♦✱ β P ♣0, 1q t❛❧❡ ❞❛ ♠❛ss✐♠✐③③❛r❡ ❧✬✉t✐❧✐tà ❛tt❡s❛✳ ▼❛ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♣✉♥t♦

❞✐ ♦tt✐♠♦ è ✉♥ ♣✉♥t♦ ✐♥t❡r♥♦❄ ❱❛❧❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✹✳✶ ✭❚❡♦r❡♠❛ ❞✐ ▼♦ss✐♥✮ ❙✐❛♥♦ x̃ : ΩÑ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ u : X Ñ R

❡ H : r0, 1s Ñ R✱ ❝♦♥ Ω ❸ X ❸ R✳ ▲❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈❛ t♦t❛❧❡✱ β✝ ✏ 1 è ♦tt✐♠❛ s❡ ✐❧ ♣r❡③③♦

❛tt✉❛r✐❛❧❡ è ❡q✉♦✱ ♦✈✈❡r♦ λ ✏ 0✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ ♣❛r③✐❛❧❡ ♦ ♥✉❧❧❛✱ β✝ P r0, 1q✱ è ♦tt✐♠❛ s❡ ✐❧

♣r❡♠✐♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✉♥ ❢❛tt♦r❡ ❞✐ ❝❛r✐❝♦ ♣♦s✐t✐✈♦✱ ♦✈✈❡r♦ λ → 0✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❆♥❛❧✐③③✐❛♠♦ ✐❧ s❡❣♥♦ ❞✐ H ✶♣βq q✉❛♥❞♦ β ✏ 1✿

H ✶♣1q ✏Er♣x̃✁ ♣P qu✶♣w ✁ ♣P qs
✏Er♣x̃✁ ♣1� λqEx̃qu✶♣w ✁ ♣P qs
✏Erx̃u✶♣w ✁ ♣P q ✁ ♣1� λqEx̃u✶♣w ✁ ♣P qs
✏Ex̃u✶♣w ✁ ♣P q ✁ ♣1� λqEx̃u✶♣w ✁ ♣P q
✏Ex̃u✶♣w ✁ ♣P q ✁ Ex̃u✶♣w ✁ ♣P q ✁ λEx̃u✶♣w ✁ ♣P q
✏ ✁ λEx̃u✶♣w ✁ ♣P q ✭✹✳✺✮

▲❛ ❝♦♥❞✐③✐♦♥❡ ✭✹✳✹✮ è s♦❞❞✐s❢❛tt❛✱ ♦✈✈❡r♦ H ✶♣1q ✏ 0✱ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ λ ✏ 0✳ ■♥❢❛tt✐✱ ♣❡r ✈❛❧♦r✐ ❞✐

λ → 0✱ H ✶♣1q ➔ 0 ❡ q✉✐♥❞✐ β ✏ 1 ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✉♥ ♦tt✐♠♦✳ ■❧ ✈❛❧♦r❡ ♦tt✐♠♦ ❡s✐st❡ ✭❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ è

❣❧♦❜❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♥❝❛✈❛✮✱ ♠❛ è ♠✐♥♦r❡ ❞✐ ✶✱ ♦✈✈❡r♦ β✝ P r0, 1q✳ ❧

✷H✷♣βq ✏ Er♣x̃ ✁ ♣P q✶u✶♣ỹq � ♣x̃ ✁ ♣P q♣x̃ ✁ ♣P qu✷♣w ✁ β ♣P ✁ ♣1 ✁ βqx̃qs✳ ❙✐❝❝♦♠❡ ♣x̃ ✁ ♣P q✶ ✏ 0✱ ❛❧❧♦r❛ H✷♣βq ✏

Er♣x̃✁ ♣P q2u✷♣ỹqs✳
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P❡rt❛♥t♦✱ q✉❛♥❞♦ ✐❧ ♣r❡♠✐♦ ♥♦♥ è ❡q✉♦✱ ❝♦♥s❡r✈❛r❡ ✉♥ ♣♦✬ ❞✐ r✐s❝❤✐♦ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ s❝❡❧t❛ ♦tt✐♠❛

❞❛ ♣❛rt❡ ❞❡❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ ✭▼♦ss✐♥✱ ✶✾✻✽✮✳ ❙✐ ♣♦tr❡❜❜❡ ❝r❡❞❡r❡ ❝❤❡ ♣❡r λ → 0 ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛ t♦t❛❧❡

♣♦ss❛ ❛♥❝♦r❛ ❡ss❡r❡ ♦tt✐♠❛ s❡ ✐❧ ❣r❛❞♦ ❞✐ ❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❞❡❧❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ è s✉✣❝✐❡♥t❡♠❡♥t❡

❛❧t♦✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✹✳✷ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ u : X Ñ R ❡ H : r0, 1s Ñ R✱ ❝♦♥

Ω ❸ X ❸ R✳ ❙✐❛ λ → 0 ✐❧ s❡❣✉❡♥t❡ ✈❛❧♦r❡ s♦❣❧✐❛✿

λ ✏ ❝♦✈♣x̃, u✶♣w ✁ x̃qq
Ex̃Eu✶♣w ✁ x̃q ✭✹✳✻✮

❙❡ λ ➙ λ ❛❧❧♦r❛ β✝ ✏ 0✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ s❡ λ ➔ λ ❛❧❧♦r❛ β✝ P ♣0, 1q✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❙✐ ❝❛❧❝♦❧✐ H ✶♣βq ✐♥ β ✏ 0✿

H ✶♣0q ✏Er♣x̃✁ ♣P qu✶♣w ✁ x̃qs

✏Er♣x̃✁ ♣1� λqEx̃qu✶♣w ✁ x̃qs

✏Erx̃u✶♣w ✁ x̃q ✁ ♣1� λqEx̃u✶♣w ✁ x̃qs

✏Erx̃u✶♣w ✁ x̃q ✁ Ex̃u✶♣w ✁ x̃q ✁ λEx̃u✶♣w ✁ x̃qs

✏Erx̃u✶♣w ✁ x̃qs ✁ Ex̃Eu✶♣w ✁ x̃q ✁ λEx̃Eu✶♣w ✁ x̃q

✏❝♦✈♣x̃, u✶♣w ✁ x̃qq ✁ λEx̃Eu✶♣w ✁ x̃q

P♦♥❡♥❞♦ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ③❡r♦✱ s✐ ♦tt✐❡♥❡✿

λ ✑ λ ✏ ❝♦✈♣x̃, u✶♣w ✁ x̃qq
Ex̃Eu✶♣w ✁ x̃q

❊ss❡♥❞♦ ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥③❛ s❡♠♣r❡ ♣♦s✐t✐✈❛✱ ❛ ❝❛✉s❛ ❞❡❧❧❛ ❝♦♥❝❛✈✐tà ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà✱ λ → 0✳

P❡rt❛♥t♦✱ s❡ λ ✏ λ ❛❧❧♦r❛ H ✶♣0q ✏ 0✱ ♦✈✈❡r♦ β✝ ✏ 0✳ ❚✉tt❛✈✐❛✱ s✐❝❝♦♠❡ β ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♠✐♥♦r❡

❞✐ ✵✱ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❝❤❡ β✝ ✏ 0 ♣❡r λ ➙ λ✳ ■♥✜♥❡✱ s❡ λ ➔ λ ❛❧❧♦r❛ H ✶♣0q → 0 ❡ q✉✐♥❞✐ β ✏ 0 ♥♦♥ è ✉♥

♦tt✐♠♦✳ ❉✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛✱ s❡ λ ➔ λ✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡ β✝ P ♣0, 1q✳ ❧

❘✐❝❛♣✐t♦❧❛♥❞♦✿ β✝ ✏ 1 ♣❡r λ ✏ 0✱ β✝ ✏ 0 ♣❡r λ ➙ λ✱ ❡ β✝ P ♣0, 1q ♣❡r λ P ♣0, λq✳
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❋✐❣✳ ✹✳✷✳ ❯t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧✐ ❛ ❝♦♥❢r♦♥t♦✳

❈♦♥❝❧✉❞✐❛♠♦ q✉❡st❛ s❡③✐♦♥❡ ♣♦♥❡♥❞♦❝✐ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ❞♦♠❛♥❞❛✿ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛ ❞✐♣❡♥❞❡

❞❛❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❞✐ ✉t✐❧✐tà❄ ❱❛❧❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✹✳✸ ❙✐❛♥♦ u1 : Y1 Ñ R ❡ u2 : Y2 Ñ R✱ ❝♦♥ Y1, Y2 ❸ R✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡

❡♥tr❛♠❜❡ s✐❛♥♦ ❝r❡s❝❡♥t✐ ❡ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ❡ ❝❤❡ u1♣yq s✐❛ ♣✐ù ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐ u2♣yq✱ ❛❧❧♦r❛ ✐❧ t❛ss♦ ♦tt✐♠♦

❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ β✝ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ♣❡r u1♣yq ❝❤❡ ♣❡r u2♣yq✱ ♦✈✈❡r♦ β✝
1
➙ β✝

2
✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡✳ ❙❡ λ ✏ 0✱ ❛❧❧♦r❛ β✝
1
✏ β✝

2
✏ 1 ❞❛❧❧❛ Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✹✳✶✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥❡ è ♣✐ù

❝♦♠♣❧❡ss❛ ♣❡r λ → 0✳ ❙✐ ❞❡♥♦t✐ ❝♦♥ ♣y ✏ w ✁ ♣P ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ❝♦♣❡rt✉r❛

❛ss✐❝✉r❛t✐✈❛ è t♦t❛❧❡✳ ◗✉❛♥❞♦ x̃ ✏ ♣P ✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡ u✶
1
♣yq ✏ u✶

2
♣yq✳ ❙✐❝❝♦♠❡ u1♣yq è ♣✐ù ❝♦♥❝❛✈❛ ❞✐

u2♣yq✱ ❛❧❧♦r❛ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❝❤❡ u✶
1
♣yq ➙ u✶

2
♣yq ♣❡r ♦❣♥✐ y ♠✐♥♦r❡ ❞✐ ♣y ✭♦✈✈❡r♦✱ ♣❡r ♦❣♥✐ x → ♣P ✮✱ ❡

u✶
1
♣yq ↕ u✶

2
♣yq ♣❡r ♦❣♥✐ y ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ♣y ✭♦✈✈❡r♦✱ ♣❡r ♦❣♥✐ x ➔ ♣P ✮✳ ▲❛ ❋✐❣✳ ✹✳✷ ♠♦str❛ ❣r❛✜❝❛♠❡♥t❡

q✉❡st♦ r✐s✉❧t❛t♦✳ ◗✉❡st♦ ✈✉♦❧ ❞✐r❡ ❝❤❡ ❛ s✐♥✐str❛ ❞✐ ♣y ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛

t♦t❛❧❡ ✭x ➔ ♣P ✮✱ ♠❡♥tr❡ ❛ ❞❡str❛ ❞✐ ♣y ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ è ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧ ♣r❡♠✐♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛ t♦t❛❧❡ ✭x → ♣P ✮✳

■♥t✉✐t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ♣P ✱ q✉✐♥❞✐ s✐ ✈❡r✐✜❝❛ ❝❤❡ u✶
1
♣yq ➔ u✶

2
♣yq✱

♦✈✈❡r♦ s✐❛♠♦ s❡♠♣r❡ ❛❧❧❛ ❞❡str❛ ❞❡❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ✐♥t❡rs❡③✐♦♥❡ tr❛ ❧❡ ❞✉❡ ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞✐ ✉t✐❧✐tà ♠❛r❣✐♥❛❧❡

✭✐♥ ♣y✱ λ ✏ 0✱ ❛❧❧❛ s✉❛ ❞❡str❛ λ → 0✮✳ P❡rt❛♥t♦✱ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ ✉❣✉❛❣❧✐❛♥③❛

H ✶♣β✝
1
q ✏ H ✶♣β✝

2
q

♣x̃✁ ♣P qu✶
1
♣w ✁ β✝

1
♣P ✁ ♣1✁ β✝

1
qx̃q ✏ ♣x̃✁ ♣P qu✶

2
♣w ✁ β✝

2
♣P ✁ ♣1✁ β✝

2
qx̃q
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è r✐s♣❡tt❛t❛ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ β✝
1
➙ β✝

2
✳ ❧

❆❧❧✬❛✉♠❡♥t❛r❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❛✉♠❡♥t❛ ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✳ ■♥ ❛❧tr✐ t❡r♠✐♥✐✱ ♣✐ù

✉♥ ❛❣❡♥t❡ è ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ❡ ♣✐ù ❛❧t♦ s❛rà ✐❧ t❛ss♦ ❞✐ ❝♦♣❡rt✉r❛✳

✹✳✸ ▲❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛

❆♥❛❧✐③③✐❛♠♦ ❛❞❡ss♦ ✉♥ ❛❧tr♦ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ ♠♦❧t♦ ❞✐✛✉s♦✱ ❧❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛✳ ❊ss♦ ♣r❡✈❡❞❡

❝❤❡ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦r❡ ✐♥❞❡♥♥✐③③✐ ❧✬❛ss✐❝✉r❛t♦ s♦❧♦ s❡ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ è s✉♣❡r✐♦r❡ ❛ ✉♥ ❝❡rt♦ ❛♠♠♦♥t❛r❡

♣r❡✜ss❛t♦✱ ❧❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ❛♣♣✉♥t♦ ✭D✮✳ ◗✉❡st♦ ✈✉♦❧ ❞✐r❡ ❝❤❡ I♣x̃q ✏ 0 s❡ x ↕ D✱ ❡ I♣x̃q ✏ x ✁D

s❡ x → D✳ ❙♦tt♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ ❝♦♥❞✐③✐♦♥✐✱ ❧❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ è ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ♦tt✐♠♦✱ ♥❡❧ s❡♥s♦ ❝❤❡ ♥♦♥

♥❡ ❡s✐st♦♥♦ ❞✐ ♠✐❣❧✐♦r✐ ✭❆rr♦✇✱ ✶✾✼✶✮✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✹✳✹ ✭❚❡♦r❡♠❛ ❞✐ ❆rr♦✇✮ ❙✐❛ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❞✐s❝r❡t❛✱ ❝♦♥

Ω ⑨ R✳ ❙✐ s✉♣♣♦♥❣❛ ❝❤❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ s♦tt♦s❝r✐✈❛ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ ❝♦♥

P ✏ ♣1�λqEI♣x̃q ❡ I♣x̃q ♥♦♥ ❞❡❝r❡s❝❡♥t❡ ❡ ♥♦♥ ♥❡❣❛t✐✈♦✳ ❆❧❧♦r❛✱ ✐❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ ♦tt✐♠♦

è q✉❡❧❧♦ ❝❤❡ ♣r❡✈❡❞❡ ✉♥❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ D t❛❧❡ ❝❤❡ I♣x̃q ✏ maxt0, x✁D✉✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❙✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ❧✬❡s✐st❡♥③❛ ❞✐ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ i ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ❝❤❡ ♣r❡✈❡❞❡ ✐❧ s❡❣✉❡♥t❡

s❝❤❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞❡♥♥✐③③♦✿ I♣x̃iq ✏ 0 ♣❡r xi ↕ D ❡ I♣x̃iq ✏ xi ✁ D ♣❡r ♦❣♥✐ xi → D✳ ❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐

✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ j ❝♦♥ ❧♦ st❡ss♦ ♣r❡♠✐♦✱ q✉✐♥❞✐ s❡ s✐ ❛✉♠❡♥t❛ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦

♣❡r ✉♥ ❞❛t♦ ❧✐✈❡❧❧♦ ❞✐ ♣❡r❞✐t❛✱ ❞♦❜❜✐❛♠♦ ❞✐♠✐♥✉✐r❧♦ ♣❡r ❛❧tr✐ ❛❧ ✜♥❡ ❞✐ ♣r❡s❡r✈❛r❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦

❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦✳ ❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐ ♦r❛ ✉♥ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡❧❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♣❡r q✉❛❧❝❤❡ ❧✐✈❡❧❧♦ xj ♣❡r ✉♥ q✉❛❧❝❤❡

❛♠♠♦♥t❛r❡ εj → 0✱ ❞✉♥q✉❡ I♣xjq ✏ I♣xjq � εj ✳ ❱❡❞✐❛♠♦ ♦r❛ ❣❧✐ ❡✛❡tt✐ ❞✐ q✉❡st❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ s✉❧

❝♦♥tr❛tt♦ i✳ ❙✐❝❝♦♠❡ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈♦✱ I♣xiq ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ r✐❞♦tt♦ ♣❡r

♥❡ss✉♥❛ ♣❡r❞✐t❛ xi ↕ D✳ ❙✐ ❞❡✈❡✱ ♣❡rt❛♥t♦✱ ❞✐♠✐♥✉✐r❡ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ♣❡r ✉♥♦ ♦ ♣✐ù ❧✐✈❡❧❧✐ ❞✐

♣❡r❞✐t❛ xi → D ❞✐ ✉♥ ❛♠♠♦♥t❛r❡ εi✱ t❛❧❡ ❞❛ ♥♦♥ ✈❛r✐❛r❡ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❛tt❡s♦✳ ❉✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛✱

I♣xiq ✏ I♣xiq ✁ εi✳ ❘✐❝❛♣✐t♦❧❛♥❞♦✿ ❛✉♠❡♥t✐❛♠♦ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr❛tt♦ j s✐❛ q✉❛♥❞♦ xj ↕ D

s✐❛ q✉❛♥❞♦ xj → D✱ ❞✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛ ❞✐♠✐♥✉✐❛♠♦ ❧✬✐♥❞❡♥♥✐③③♦ ❞❡❧ ❝♦♥tr❛tt♦ i✱ ♠❛ s♦❧♦ q✉❛♥❞♦

xi → D ✭♣❡r❝❤é ❧✬✐♥❞❡♥✐③③♦✱ ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡✱ ♥♦♥ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ♥❡❣❛t✐✈♦✮✳ ❈✐ò ❝♦♥❞✉❝❡ ❛❧❧❡ s❡❣✉❡♥t✐
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✹✳✸✳ ▲❆ ❋❘❆◆❈❍■●■❆ ✹✺

✈❛r✐❛③✐♦♥✐ ♥❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡✿

y♣xjq ✏y♣xjq � I♣xjq

y♣xiq ✏y♣xiq � I♣xiq

s♦st✐t✉❡♥❞♦✱

y♣xjq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪
w ✁ P ✁ x� 0� εj s❡ xj ↕ D

w ✁ P ✁ x� x✁D � εj s❡ xj → D

y♣xiq ✏

✩✬✬✫
✬✬✪
w ✁ P ✁ x� 0 s❡ xi ↕ D

w ✁ P ✁ x� x✁D ✁ εi s❡ xi → D

❙✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝❤❡ y♣xiq ↕ y♣xjq✱ ♦✈✈❡r♦ ❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡ è ♣❡❣❣✐♦r❛t❛ ❛ s❡❣✉✐t♦ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡

❞❡❧❧♦ s❝❤❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞❡♥♥✐③③♦✳ ■♥❢❛tt✐✱ y♣xiq ↕ y♣xjq s✐ ✈❡r✐✜❝❛ s✐❛ q✉❛♥❞♦ ❧❛ ♣❡r❞✐t❛ è ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧❧❛

❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ s✐❛ ✈✐❝❡✈❡rs❛✳ ◗✉❡st♦ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡ q✉❛❧s✐❛s✐ ✈❛r✐❛③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥♦ s❝❤❡♠❛ ❞✐ ✐♥❞❡♥♥✐③③♦

❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ❣❡♥❡r❛ ✉♥ ♣❡❣❣✐♦r❛♠❡♥t♦ ❞❡❧❧❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡✳ P❡rt❛♥t♦✱ ✐❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦

♦tt✐♠♦✱ ❛ ♣❛r✐tà ❞✐ ♣r❡♠✐♦ ❛ss✐❝✉r❛t✐✈♦ ❡ ❞✐st✉r❜♦ ❛ ♠❡❞✐❛ ③❡r♦✱ è q✉❡❧❧♦ ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛✳ ❧

❋❛❝❝✐❛♠♦ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦ s✉ ❝♦♠❡ ✐❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❞✐ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ✭✐❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐✲

♠♦str❛③✐♦♥❡✮ s✐❛ ❞♦♠✐♥❛t♦ st♦❝❛st✐❝❛♠❡♥t❡ ❛❧ s❡❝♦♥❞♦ ♦r❞✐♥❡ ❞❛❧ ❝♦♥tr❛tt♦ ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛✳ ❙✐

❝♦♥s✐❞❡r✐ ✉♥❛ ♣❡r❞✐t❛ x̃ ❝❤❡ ♣✉ò ❛ss✉♠❡r❡ ✈❛❧♦r❡ ✵✱ ✺✵✱ ❡ ✶✵✵✱ ❝♦♥ ❡❣✉❛❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tà✳ ❆ss✉♠❡♥❞♦

λ ✏ 0.2 ❡ P ✏ 30✱✸ s✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ♣❛r✐ ❛❧ ✺✵✪ ✭β ✏ 0.5✮✱

♦✈✈❡r♦ I♣x̃q ✏ x④2✳ ▲❛ r✐❝❝❤❡③③❛ ✜♥❛❧❡ s❛rà ♣❛r✐ ❛

yC ✏ w ✁ P ✁ x� I ✏ w ✁ 30✁ x

2

P♦ss✐❛♠♦ ❞✉♥q✉❡ s❝r✐✈❡r❡ ❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❝♦♠❡

ỹC ✏
✂
w ✁ 30,

1

3
;w ✁ 55,

1

3
;w ✁ 80,

1

3

✡

✸❙✐ ✐♥✈✐t❛ ❧♦ st✉❞❡♥t❡ ❛ ✈❡r✐✜❝❛r❡ ❝❤❡ P ✏ 30 s✐❛ ❝♦rr❡tt♦✳
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✹✻ ❈❆P■❚❖▲❖ ✹✳ ❙❈❊▲❚❊ ❉■ ❆❙❙■❈❯❘❆❩■❖◆❊

❙✐ ❛ss✉♠❛ ♦r❛ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ D ✏ 37.5 ❡ ✉♥ ♣r❡♠✐♦ P ✏ 30✳ ◗✉❡st♦ s✐❣♥✐✜❝❛ ❝❤❡

ỹD ✏

✩✬✬✫
✬✬✪
w ✁ P ✁ x ✏ w ✁ 30✁ x s❡ x ↕ D

w ✁ P ✁ x� x✁D ✏ w ✁ 30✁ 37.5 s❡ x → D

▲❛ ♣❡r❞✐t❛ x̃ ❛ss✉♠❡ tr❡ ✈❛❧♦r✐✱ ❞✐ ❝✉✐ ✶ ♠✐♥♦r❡ ❞❡❧❧❛ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛✱ ❡ ✷ ♣✐ù ❛❧t✐✳ ❉✉♥q✉❡ ♣♦ss✐❛♠♦

s❝r✐✈❡r❡ ❧❛ ❧♦tt❡r✐❛ ❝♦♠❡

ỹD ✏
✂
w ✁ 30,

1

3
;w ✁ 67.5,

2

3

✡

❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❧❡ ♠❡❞✐❡✿

EỹC ✏ 1

3
♣w ✁ 30q � 1

3
♣w ✁ 55q � 1

3
♣w ✁ 80q ✏ 1

3
♣3w ✁ 165q

EỹD ✏ 1

3
♣w ✁ 30q � 2

3
♣w ✁ 67.5q ✏ 1

3
♣w ✁ 30� 2w ✁ 135q ✏ 1

3
♣3w ✁ 165q

❍❛♥♥♦ q✉✐♥❞✐ ❧❛ st❡ss❛ ♠❡❞✐❛✳ ■♥♦❧tr❡✱ s✐ ♥♦t✐ ❝♦♠❡ ♣♦ss✐❛♠♦ ✐♥tr♦❞✉rr❡ ✉♥ ❞✐st✉r❜♦ ε̃ ❛ ♠❡❞✐❛

③❡r♦ ✭Eε̃ ✏ 0✮ t❛❧❡ ❝❤❡ ỹC ❞✐✈❡♥t✐ ✉♥ ▼P❙ ❞✐ ỹD✱ ♦✈✈❡r♦

ỹC ✏
✂
w ✁ 30,

1

3
;w ✁ 67.5� ε̃,

2

3

✡

ε̃ ✏
✂
12.5,

1

2
;✁12.5, 1

2

✡

ỹC ✏
✂
w ✁ 30,

1

3
;w ✁ 55,

1

3
;w ✁ 80,

1

3

✡

■♥t✉✐t✐✈❛♠❡♥t❡✱ ✉♥ ❝♦♥tr❛tt♦ ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ❝♦♣r❡ ❞✐ ♣✐ù q✉❛♥❞♦ ❧❡ ♣❡r❞✐t❡ s♦♥♦ ❛❧t❡✱ ♠❡♥tr❡ ✉♥

❝♦♥tr❛tt♦ ❝♦♥ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡ ❝♦♣r❡ ✐♥ ♠♦❞♦ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P❡rt❛♥t♦✱ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ❛✈✈❡rs♦ ❛❧ r✐s❝❤✐♦

♣r❡❢❡r✐rà s♦tt♦s❝r✐✈❡ ✉♥❛ ♣♦❧✐③③❛ ❝♦♥ ❢r❛♥❝❤✐❣✐❛ ♣✐✉tt♦st♦ ❝❤❡ ✉♥❛ ♣♦❧✐③③❛ ❝♦♥ ❝♦❛ss✐❝✉r❛③✐♦♥❡✳
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❈❛♣✐t♦❧♦ ✺

❙❝❡❧t❡ ❞✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

■♥ q✉❡st♦ ❝❛♣✐t♦❧♦ ❛♥❛❧✐③③✐❛♠♦ ❧❛ s❡❧❡③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❛③✐♦♥❛r✐♦ ❝♦♥ ✐❧ ❝r✐t❡r✐♦ ♠❡❞✐❛✲

✈❛r✐❛♥③❛✱ s❡❣✉❡♥❞♦ ❝♦sì ❧✬❛♣♣r♦❝❝✐♦ ❞✐ ▼❛r❦♦✇✐t③ ✭✶✾✺✷✮✳ P❡r s❡♠♣❧✐❝✐tà ❛♥❛❧✐t✐❝❛✱ st✉❞✐❡r❡♠♦

❧❛ ❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞✐ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦♠♣♦st♦ ❞❛ s♦❧✐ ❞✉❡ t✐t♦❧✐✳ ❆❧tr❡ ✐♣♦t❡s✐ s♦♥♦ ❧✬❛ss❡♥③❛ ❞✐

❞✐✈✐❞❡♥❞✐✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐tà ❞✐ ❛❝q✉✐st❛r❡ ✉♥❛ q✉❛❧✉♥q✉❡ ❡♥t✐tà ✭❛♥❝❤❡ ❢r❛③✐♦♥❛r✐❛✮ ❞✐ ❛③✐♦♥✐ ❡ ❛ss❡♥③❛

❞✐ ❝♦st✐ ❞✐ tr❛♥s❛③✐♦♥❡✳

✺✳✶ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

■❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ x̃ ❞✐ ✉♥✬❛③✐♦♥❡ è ❞❡s❝r✐tt♦ ❞❛ ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛✱ ✐❧ ❝✉✐ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦✱ Ex̃✱ è

❝❤✐❛♠❛t♦ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ s✉❛ ❞❡✈✐❛③✐♦♥❡ st❛♥❞❛r❞ ✭❧❛ r❛❞✐❝❡ q✉❛❞r❛t❛ ❞❡❧❧❛ ✈❛r✐❛♥✲

③❛✮✱ σx̃ è ♥♦t❛ ❝♦♠❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✳ P❡r r❛❣✐♦♥✐ ❣✐à ❛❝❝❡♥♥❛t❡ ♥❡❧ ❈❛♣✐t♦❧♦ ✸✱ s✐ ❛ss✉♠❡ s♦❧✐t❛♠❡♥t❡

❝❤❡ x̃ s✐❛ ❞✐str✐❜✉✐t❛ ❝♦♠❡ ✉♥❛ ❣❛✉ss✐❛♥❛✳✶

❙✉♣♣♦♥✐❛♠♦ ❝❤❡ ✉♥ ❛❣❡♥t❡ ✈♦❣❧✐❛ ✐♥✈❡st✐r❡ ✉♥❛ s♦♠♠❛ w ✐♥ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦♠♣♦st♦ ❞❛ ❞✉❡

t✐t♦❧✐✱ x̃1 ❡ x̃2✳ ▲❛ ❢r❛③✐♦♥❡ αx̃✱ ❝♦♥ α P r0, 1s è ❞❡st✐♥❛t❛ ❛❧ t✐t♦❧♦ ✶✱ ♠❡♥tr❡ ❧❛ ❢r❛③✐♦♥❡ ♣1✁ αqx̃
è ❞❡st✐♥❛t❛ ❛❧ t✐t♦❧♦ ✷✳ ▲✬❛❣❡♥t❡ ♣✉ò ✐♥✈❡st✐r❡ ❛♥❝❤❡ t✉tt♦ ♥❡❧ t✐t♦❧♦ ✶ ♦ ♥❡❧ t✐t♦❧♦ ✷ s❝❡❣❧✐❡♥❞♦✱

r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡✱ α ✏ 1 ♦ α ✏ 0✳ ■❧ ✈❛❧♦r❡ ❞✐ ♠❡r❝❛t♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ è ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡ w✱ ♠❡♥tr❡ ✐❧

✶❉✐✈❡rs✐ st✉❞✐ ❡♠♣✐r✐❝✐ ❤❛♥♥♦ ❞✐♠♦str❛t♦ ❝❤❡ q✉❡st♦ t✐♣♦ ❞✐ ❞✐str✐❜✉③✐♦♥❡ è ❛❞❡❣✉❛t❛ ♣❡r r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡
r❡♥❞✐♠❡♥t✐ s✉ ♦r✐③③♦♥t✐ ♠❡❞✐♦✲❧✉♥❣❤✐✱ ♠❡♥tr❡ è ❞❛ ❡✈✐t❛r❡ ♥❡❧❧❛ ♠♦❞❡❧❧❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ❣✐♦r♥❛❧✐❡r✐✳

✹✼
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s✉♦ ✈❛❧♦r❡ ❛ s❝❛❞❡♥③❛ è

W ✏ αw♣1� x̃1q � ♣1✁ αqw♣1� x̃2q

❘✐♦r❣❛♥✐③③❛♥❞♦ s✐ ♦tt✐❡♥❡ s✉❜✐t♦

W ✏ ♣1� αx̃1 � ♣1✁ αqx̃2qw

❞❛ ❝✉✐ r✐s✉❧t❛ ❝❤✐❛r♦ ❝❤❡ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✱ ❛❧ ✈❛r✐❛r❡ ❞✐ α✱ è

x̃♣αq ✏ αx̃1 � ♣1✁ αqx̃2 ✭✺✳✶✮

♦✈✈❡r♦ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞✉❡ r❡♥❞✐♠❡♥t✐ ♣❛r③✐❛❧✐✳ P♦ss✐❛♠♦ ♦r❛ ✐♥tr♦❞✉rr❡ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦

❡ ✈❛r✐❛♥③❛ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✺✳✶ ❙✐❛♥♦ x̃1 : Ω1 Ñ R ❡ x̃2 : Ω2 Ñ R✱ ❝♦♥ Ω1,Ω2 ⑨ R✱ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✳

■❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❞❡❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❝♦♠♣♦st♦ ❞❛❧❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ x̃1 ❡ x̃2 è✿

r♣αq ✏ αr1 � ♣1✁ αqr2 ✭✺✳✷✮

♦✈❡ r1 ✏ Ex̃1 ❡ r2 ✏ Ex̃2✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ è✿

σ2♣αq ✏ α2σ2

1
� ♣1✁ αq2σ2

2
� 2α♣1✁ αqρσ1σ2 ✭✺✳✸✮

♦✈❡ σ2 ❡ σ r❛♣♣r❡s❡♥t❛♥♦ ✈❛r✐❛♥③❛ ❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✱ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡✱ ♠❡♥tr❡ ρ è ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞✐ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡

❝❤❡ ✐♥t❡r❝♦rr❡ tr❛ ❧❡ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ▲❛ ✭✺✳✷✮ è s❡♠♣❧✐❝❡♠❡♥t❡ ✐❧ ✈❛❧♦r❡ ❛tt❡s♦ ❞❡❧❧❛ ✭✺✳✶✮✳ P❡r q✉❛♥t♦ r✐❣✉❛r❞❛ ❧❛

✈❛r✐❛♥③❛✱ ✐♥✈❡❝❡✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡✿

σ2♣αq ✏α2σ2

1
� ♣1✁ αq2σ2

2
� 2❝♦✈♣αx̃1, ♣1✁ αqx̃2q

✏α2σ2

1
� ♣1✁ αq2σ2

2
� 2α♣1✁ αqρσ1σ2

❞❛❧❧❛ ♣r♦♣r✐❡tà ❞❡❧❧❛ s♦♠♠❛ ❞✐ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡ ♥♦♥ ✐♥❞✐♣❡♥❞❡♥t✐ ✭s✐ ✈❡❞❛ ✐❧ ❈❛♣✐t♦❧♦ ✶✮✳ ❧
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❉❛❧❧❛ ✭✺✳✷✮ s✐ ✈❡❞❡ ❝❤❡ ✐❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❞❡❧❧❛ q✉♦t❛ α✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱

❞❛❧❧❛ ✭✺✳✸✮ s✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝♦♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛ s✐❛ ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛ ❞✐ α✳ ❉❛ ❝✉✐ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡

♣r♦♣♦s✐③✐♦♥❡✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✺✳✷ ❙✐❛♥♦ x̃1 : Ω1 Ñ R ❡ x̃2 : Ω2 Ñ R✱ ❝♦♥ Ω1,Ω2 ⑨ R✱ ❞✉❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡✳

▲❛ ✈❛r✐❛♥③❛ σ2 ❤❛ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞✐ ♠✐♥✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❡ ✐♥

α✝ ✏ σ2

2
✁ ρσ1σ2

σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2

✭✺✳✹✮

■♥♦❧tr❡✱ α✝ P ♣0, 1q s❡ ❡ s♦❧♦ s❡

ρ ➔ ρ ✏ min

✧
σ1

σ2

,
σ2

σ1

✯

❝♦♥ ρ ✘ 1 s❡ s✐ ❡s❝❧✉❞❡ ✐❧ ❝❛s♦ ❧✐♠✐t❡ σ1 ✏ σ2✳ ❉✐✈❡rs❛♠❡♥t❡✱ s❡ ρ ➙ ρ✱ s✐ ❤❛ α✝ ✏ 1 s❡ σ1 ➔ σ2

❡ α✝ ✏ 0 s❡ σ2 ➔ σ1✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ❈❛❧❝♦❧✐❛♠♦ ❞❡r✐✈❛t❛ ♣r✐♠❛ ❡ s❡❝♦♥❞❛ ❞✐ σ2 ✭♦✈✈❡r♦ ❞❡❧❧❛ ✭✺✳✸✮✮✿

❇σ2

❇α ✏ 2♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2qα✁ 2σ2

2
� 2ρσ2σ2

❇2σ2

❇α2
✏ 2♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2q

❉❛❧❧❛ ❞❡r✐✈❛t❛ s❡❝♦♥❞❛ s✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝❤❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ è ❝♦♥✈❡ss❛✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ è ❞✐ s❡❣♥♦ ♣♦s✐t✐✈♦ ✭σ2

1
�

σ2

2
✁ 2ρσ1σ2 ✏ ♣σ1 ✁ σ2q2✮✳ P❡rt❛♥t♦✱ s❡ ❡s✐st❡✱ ✐❧ ♣✉♥t♦ st❛③✐♦♥❛r✐♦ è ✉♥✐❝♦ ❡❞ è ✉♥ ♠✐♥✐♠♦

❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❛❧❧❛ ❞❡r✐✈❛t❛ ♣r✐♠❛ s✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝❤❡

α ✏ α✝ :✏ σ2

2
✁ ρσ1σ2

σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2

è t❛❧❡ ❞❛ ♠✐♥✐♠✐③③❛r❡ ❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✈❛r✐❛♥③❛✳ ■♥♦❧tr❡✱ s✐ ✈❡❞❡ s✉❜✐t♦ ❝❤❡ α✝ → 0 s❡ σ2

2
✁ ρσ1σ2 → 0✱

♦✈✈❡r♦ s❡ ρ ➔ σ2

σ1

✳ ❈♦sì ❝♦♠❡ s✐ ✈❡❞❡ s✉❜✐t♦ ❝❤❡ α ➔ 1 s❡ σ2

2
✁ ρσ1σ2 ➔ σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2✱ ♦✈✈❡r♦

s❡ ρ ➔ σ1

σ2

✳ P❡rt❛♥t♦✱ α P ♣0, 1q s❡ ❡ s♦❧♦ s❡

ρ ➔ ρ ✏ min

✧
σ1

σ2

,
σ2

σ1

✯
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♦✈✈✐❛♠❡♥t❡✱ ρ ✘ 1 s❡ s✐ ❡s❝❧✉❞❡ ✐❧ ❝❛s♦ ❧✐♠✐t❡ σ1 ✏ σ2✳ ❉✐ ❝♦♥s❡❣✉❡♥③❛✱ s❡ ρ ➙ ρ✱ ❛❧❧♦r❛ α✝ ✏ 1

s❡ σ1 ➔ σ2 ❡ α✝ ✏ 0 s❡ σ2 ➔ σ1✳ ❧

■❧ ♣✉♥t♦ ❞✐ ♠✐♥✐♠♦ α✝ è ♥♦t♦ ❛♥❝❤❡ ❝♦♠❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❛ ✈❛r✐❛♥③❛ ♠✐♥✐♠❛ ✭P❱▼✮✳ ❉❛❧❧❛ Pr♦♣♦s✐✲

③✐♦♥❡ ✺✳✷ s✐ ❡✈✐♥❝❡ ❝❤❡ ❡ss♦ ♣✉ò ❡ss❡r❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣♦s✐③✐♦♥❡ ❞❡✐ ❞✉❡ t✐t♦❧✐ s❡ ρ ➔ ρ ♦♣♣✉r❡ s♦❧♦ ❞❡❧

t✐t♦❧♦ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s♦ s❡ ρ ➙ ρ✳ ◆❡❧ ♣r✐♠♦ ❝❛s♦ è ❡✈✐❞❡♥t❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡ ❞❡❧ r✐s❝❤✐♦ ❛ttr❛✈❡r✲

s♦ ✉♥ ♠✐① ❞❡✐ ❞✉❡ t✐t♦❧✐✱ ❞❛t♦ ❝❤❡ ❧✬✐♥✈❡st✐r❡ t✉tt♦ ♥❡❧ t✐t♦❧♦ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s♦ ♥♦♥ è s✉✣❝✐❡♥t❡ ❛

♠✐♥✐♠✐③③❛r❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥③❛✳ ❋❛❝❝✐❛♠♦ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦✳

❙✐ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥♦ ❞✉❡ t✐t♦❧✐ ❝❤❡ ❤❛♥♥♦ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ r1 ✏ 6% ❡ r2 ✏ 10%✳ ❱❡❞✐❛♠♦ q✉❛ttr♦

s✐t✉❛③✐♦♥✐ ❞✐✈❡rs❡ tr❛ ❧♦r♦✿

• ❈❛s♦ ✶✿ σ1 ✏ 8%✱ σ2 ✏ 14% ❡ ρ ✏ 0.2✳

■❧ t✐t♦❧♦ ✷ è ♣✐ù r❡❞❞✐t✐③✐♦ ♠❛ ❛♥❝❤❡ ♣✐ù r✐s❝❤✐♦s♦✳ ▲❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡ è ✐♥❢❡r✐♦r❡ ❛❧❧❛ s♦❣❧✐❛

ρ ✏ σ1④σ2 ✏ 0.571 ❡ ❞✉♥q✉❡ ✈✐ è ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡✱ ✐♥❢❛tt✐ α✝ ✏ 80.67% ❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà

σ♣✈♠ ✏ 7.48% è ♠✐♥♦r❡ ❞✐ σ1✳

• ❈❛s♦ ✷✿ σ1 ✏ 8%✱ σ2 ✏ 14% ❡ ρ ✏ 0.7✳

❈✐ò ❝❤❡ ❝❛♠❜✐❛ r✐s♣❡tt♦ ❛❧ ❝❛s♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ è ♥❡❧ ✈❛❧♦r❡ ❞❡❧❧❛ ❝♦rr❡❧❛③✐♦♥❡✱ s✉♣❡r✐♦r❡ ❛ ρ✳ ■♥

q✉❡st♦ ❝❛s♦✱ s✐❝❝♦♠❡ σ1 ➔ σ2✱ s✐ ❤❛ α✝ ✏ 1✳

• ❈❛s♦ ✸✿ σ1 ✏ 14%✱ σ2 ✏ 8% ❡ ρ ✏ 0.2✳

■❧ t✐t♦❧♦ ✷ ❞♦♠✐♥❛ ✐❧ t✐t♦❧♦ ✶✱ ❡ss❡♥❞♦ ♣✐ù r❡❞❞✐t✐③✐♦ ❡ ♠❡♥♦ r✐s❝❤✐♦s♦✳ ❊ss❡♥❞♦ ρ ➔ ρ✱

α✝ ✏ 19.33% ❝♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐tà σ♣✈♠7.48%✳

• ❈❛s♦ ✹✿ σ1 ✏ 14%✱ σ2 ✏ 8% ❡ ρ ✏ 0.7✳

◆♦♥ s✐ ❤❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛③✐♦♥❡✱ ❡ss❡♥❞♦ ρ → ρ✱ ❡ α✝ ✏ 0✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶ ✈✐ s♦♥♦ ✐ ❣r❛✜❝✐ ❞❡❧ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❡ ❞❡❧❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❝♦♥ ✐ ❞❛t✐ ❞❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦✳

✺✳✷ P♦rt❛❢♦❣❧✐ ❡✣❝✐❡♥t✐

❙✐ è ✈✐st♦ ❝❤❡ ❛ ♦❣♥✐ s❝❡❧t❛ ❞❡❧ ♣❡s♦ α P r0, 1s✱ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡ ✉♥ r❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ r♣αq ❡ ✉♥❛

✈♦❧❛t✐❧✐tà σ♣αq✳ ❉✉♥q✉❡✱ ❛❞ ♦❣♥✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ è ❛ss♦❝✐❛t♦ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❜❡♥ ♣r❡❝✐s♦ ♥❡❧ ❝♦s✐❞❞❡tt♦
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❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❘❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❛tt❡s♦ ❡ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❢✉♥③✐♦♥✐ ❞❡❧ ♣❡s♦ α✳

♣✐❛♥♦ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✲♠❡❞✐❛✳✷ ❱❡❞✐❛♠♦ ♦r❛ q✉❛❧❡ ❢♦r♠❛ ❛❜❜✐❛✱ ✐♥ q✉❡st♦ ♣✐❛♥♦✱ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ❞❡✐ ♣✉♥t✐

♣σ, rq ❛❧ ✈❛r✐❛r❡ ❞✐ α✳ ▲❛ ❝✉r✈❛ ❝❤❡ ♦tt❡rr❡♠♦ è ❝❤✐❛♠❛t❛ ✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡✳ ❉❛❧❧❛ ✭✺✳✷✮ s✐ r✐❝❛✈❛✿

α ✏ r ✁ r2

r1 ✁ r2

s♦st✐t✉❡♥❞♦ ♥❡❧❧❛ ✭✺✳✸✮ s✐ ♦tt✐❡♥❡✿

σ2 ✏ ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2q

✂
r ✁ r2

r1 ✁ r2

✡2

� 2♣ρσ1σ2 ✁ σ2

2
q
✂

r ✁ r2

r1 ✁ r2

✡
� σ2

2
✭✺✳✺✮

✷❙❡❜❜❡♥❡ ♥❡❧❧✬❛rt✐❝♦❧♦ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ▼❛r❦♦✇✐t③ ✭✶✾✺✷✮ ✐❧ ♣✐❛♥♦ ❢♦ss❡ ♠❡❞✐❛✲✈❛r✐❛♥③❛✱ ♥❡❧ ❝♦rs♦ ❞❡❣❧✐ ❛♥♥✐ è ♣r❡✈❛❧s❛
❧❛ s❝❡❧t❛ ❞✐ ✉s❛r❡ ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐tà ❡ ❞✐ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❧❛ ✐♥ ❛s❝✐ss❛✳
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◆♦♥♦st❛♥t❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❛♣♣❛r❡♥t❡♠❡♥t❡ ❝♦♠♣❧❡ss❛ ❞✐ ✭✺✳✺✮✱ ❧✬❡q✉❛③✐♦♥❡ ❝❤❡ ❧❡❣❛ σ ❛ r è ❞❡❧ t✐♣♦

σ2 ✏ Ar2 �Br � C

❝♦♥

A ✏ σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2

♣r1 ✁ r2q2

❡ B,C ♣❛r❛♠❡tr✐ r❡❛❧✐ ❞✐✈❡rs✐ ❞❛ ③❡r♦✳✸ ❙✐❝❝♦♠❡ A → 0✱ ✈✉♦❧ ❞✐r❡ ❝❤❡ ✐❧ ❣r❛✜❝♦ ❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✭✺✳✺✮✱

♥❡❧ ♣✐❛♥♦ ♣r, σq✱ è ✉♥❛ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❝♦♥ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ r✐✈♦❧t♦ ✈❡rs♦ ❧✬❛❧t♦✳ ◗✉✐♥❞✐✱ ♥❡❧ ♣✐❛♥♦ ♣σ, rq✱ ✐❧ ❣r❛✜❝♦
❞❡❧❧❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ✭✺✳✺✮ è ✉♥✬✐♣❡r❜♦❧❡ ❝♦♥ ❛ss❡ ❢♦❝❛❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧♦ ❛❧❧✬❛ss❡ ❞❡❧❧❡ ❛s❝✐ss❡✳ ■♠♣♦rt❛♥t❡ è ✐❧

❞♦♠✐♥✐♦ ❞❡❧❧❛ ✭✺✳✺✮✱ ♦✈✈❡r♦ ❧✬✐♥s✐❡♠❡ ✐♠♠❛❣✐♥❡ ♥❡❧ ♣✐❛♥♦ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✲♠❡❞✐❛✳ ❙✐❝❝♦♠❡ r P rr1, r2s✱
❧✬✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ è ✐❧ ♣❡③③♦ ❞✐ ✐♣❡r❜♦❧❡ ❝♦♠♣r❡s❛ tr❛ ✐ ♣✉♥t✐ P1 ✏ ♣σ1, r1q ❡ P2 ✏ ♣σ2, r2q✱
❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥t✐ ❛✐ ❞✉❡ t✐t♦❧✐✳ P❡r ♣♦t❡r ❞✐s❡❣♥❛r❡ ✐❧ ❣r❛✜❝♦ ❞❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ è s✉✣❝✐❡♥t❡

❛❧❧♦r❛ ❝♦♥♦s❝❡r❡ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ ❞❡❧❧✬✐♣❡r❜♦❧❡✱ ♣❡r σ → 0✱ ♦✈✈❡r♦ ✐❧ s✉♦ ♣✉♥t♦ ♣✐ù ✈✐❝✐♥♦ ❛❧❧✬❛ss❡ ❞❡❧❧❡

♦r❞✐♥❛t❡✳ ❆❜❜✐❛♠♦ ❣✐à r✐s♦❧t♦ q✉❡st♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♥❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✱ ♦tt❡♥❡♥❞♦ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦

α✝✿ ❧❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❞❡❧ ✈❡rt✐❝❡ P✝ s♦♥♦ ❛❧❧♦r❛ ♣σ✝, r✝q✳ ❙✐ r✐❝♦r❞✐ ❝❤❡ q✉❡st✬✉❧t✐♠♦ ♣✉♥t♦ ❛♣♣❛rt✐❡♥❡

❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ s❡ ❡ s♦❧♦ s❡ ρ ↕ ρ✳ ❈❤✐❛r✐❛♠♦ ♠❡❣❧✐♦ ❝♦♥ ✉♥ ❡s❡♠♣✐♦✳

❘✐♣r❡♥❞✐❛♠♦ ✐ ❞❛t✐ ❞❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐❛♠♦ ✐ s❡❣✉❡♥t✐ q✉❛ttr♦ ❝❛s✐✳

• ❈❛s♦ ✶✿ P1 ✏ ♣0.08, 0.06q ❡ P2 ✏ ♣0.14, 0.10q✱ α✝ ✏ 80.67%✱ ❞❛ ❝✉✐ P✝ ✏ ♣0.0748, 0.0677q✳
❊ss❡♥❞♦ ρ ↕ ρ✱ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥❡ ❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡✳

• ❈❛s♦ ✷✿ P1 ✏ ♣0.08, 0.06q ❡ P2 ✏ ♣0.14, 0.10q✱ α✝ ✏ 113.95%✱ ❞❛ ❝✉✐ P✝ ✏ ♣0.0787, 0.0544q✳
❊ss❡♥❞♦✱ ρ → ρ✱ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ è ❡st❡r♥♦ ❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡✳

• ❈❛s♦ ✸✿ P1 ✏ ♣0.14, 0.06q ❡ P2 ✏ ♣0.08, 0.10q✱ α✝ ✏ 19.33%✱ ❞❛ ❝✉✐ P✝ ✏ ♣0.0748, 0.0923q✳
❊ss❡♥❞♦ ρ ↕ ρ✱ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥❡ ❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡✳

• ❈❛s♦ ✹✿ P1 ✏ ♣0.14, 0.06q ❡ P2 ✏ ♣0.08, 0.10q✱ α✝ ✏ ✁13.95%✱ ❞❛ ❝✉✐ P✝ ✏ ♣0.0787, 0.1056q✳
❊ss❡♥❞♦✱ ρ → ρ✱ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ è ❡st❡r♥♦ ❛❧❧✬✐♥s✐❡♠❡✳

▲❛ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ♠♦str❛ ❣r❛✜❝❛♠❡♥t❡ ✐ r✐s✉❧t❛t✐✳ ❯♥✬♦ss❡r✈❛③✐♦♥❡✳ ◆♦♥ s♦❧♦ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛

✉♥ ♣✉♥t♦ s✉❧❧❛ ❝✉r✈❛✱ ♠❛ è ✈❡r♦ ❛♥❝❤❡ ✐❧ ✈✐❝❡✈❡rs❛✿ ♦❣♥✐ ♣✉♥t♦ s✉❧❧❛ ❝✉r✈❛ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛ ✉♥ ✉♥✐❝♦

✸P❡r ✐ ❝✉r✐♦s✐✿ B ✏ 2

✂
ρσ1σ2✁σ

2

2

r1✁r2
✁Ar2

✡
❡ C ✏ Ar2

2
✁ 2♣ρσ1σ2 ✁ σ2

2
qr2 � σ2

2
✳

Scaricato da Lucia Marini (marinifiori24@gmail.com)

lOMoARcPSD|3053529

https://www.studocu.com/it?utm_campaign=shared-document&utm_source=studocu-document&utm_medium=social_sharing&utm_content=teoria-del-rischio


✺✳✷✳ P❖❘❚❆❋❖●▲■ ❊❋❋■❈■❊◆❚■ ✺✸

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

✭❛✮ ❈❛s♦ ✶✳

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

✭❜✮ ❈❛s♦ ✷✳

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

✭❝✮ ❈❛s♦ ✸✳

0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

✭❞✮ ❈❛s♦ ✹✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✳ P✐❛♥♦ ✈♦❧❛t✐❧✐tà✲♠❡❞✐❛✳ ▲❡❣❡♥❞❛✿ ✆ è P1✱ ✆ è P2✱ ✝ è P✝✳

♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦✳ ◗✉❡st❛ ❝♦rr✐s♣♦♥❞❡♥③❛ ✶ ❛ ✶ tr❛ ♣✉♥t✐ ❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ ♦✈✈✐❛♠❡♥t❡✱ s✐ ♣❡r❞❡ q✉❛♥❞♦ ✐❧

♥✉♠❡r♦ ❞❡✐ t✐t♦❧✐ ❝❤❡ ❝♦♠♣♦♥❣♦♥♦ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ è ♠❛❣❣✐♦r❡ ❞✐ ✷✳

P♦ss✐❛♠♦ ✉s❛r❡ ✐❧ ❣r❛✜❝♦ ❞❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ♥❡❧ ♣✐❛♥♦ ♣σ, rq ✐♥ t❡r♠✐♥✐ ❞✐ ❞♦♠✐♥❛♥③❛ ♠❡❞✐❛✲

✈❛r✐❛♥③❛✳ ■♥❢❛tt✐✱ s❡ PA ✏ ♣σA, rAq ❡ PB ✏ ♣σB , rBq s♦♥♦ ✐ ♣✉♥t✐ ❛ss♦❝✐❛t✐ ❛ ❞✉❡ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐✱ s✐ ❤❛

❝❤❡✿

• ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ A ❞♦♠✐♥❛ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ B s❡

rA ➙ rB ❡ σA ↕ σB

♦✈✈❡r♦ s❡ PA s✐ tr♦✈❛ ✐♥ ❛❧t♦ ❛ s✐♥✐str❛ r✐s♣❡tt♦ ❛ PB ✳
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✭❞✮ ❈❛s♦ ✹✳

❋✐❣✳ ✺✳✸✳ ▲❛ ❝✉r✈❛ ❝♦♥t✐♥✉❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❢r♦♥t✐❡r❛ ❡✣❝✐❡♥t❡✳

• ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ A è ❞♦♠✐♥❛t♦ ❞❛❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ B s❡ PA s✐ tr♦✈❛ ✐♥ ❜❛ss♦ ❛ ❞❡str❛ r✐s♣❡tt♦ ❛

PB ✳

• ◆❡ss✉♥ ❝♦♥❢r♦♥t♦ è ♣♦ss✐❜✐❧❡ s❡ PA s✐ tr♦✈❛ ✐♥ ❛❧t♦ ❛ ❞❡str❛ ♦♣♣✉r❡ ✐♥ ❜❛ss♦ ❛ s✐♥✐str❛

r✐s♣❡tt♦ ❛ PB ✳

❙✐ ❞✐❝❡ ❝❤❡ ✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ è ❡✣❝✐❡♥t❡ s❡ ♥❡ss✉♥ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ❧♦ ❞♦♠✐♥❛ ✐♥ s❡♥s♦ str❡tt♦✳ ❆❧❧✬✐♥✲

t❡r♥♦ ❞❡❧❧✬✐♥s✐❡♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧❡✱ ✐❧ s♦tt♦✐♥s✐❡♠❡ ❢♦r♠❛t♦ ❞❛✐ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐ ❡✣❝✐❡♥t✐ è ❝❤✐❛♠❛t♦ ❢r♦♥t✐❡r❛

❡✣❝✐❡♥t❡✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸ s♦♥♦ r❛♣♣r❡s❡♥t❛t✐ ✐ q✉❛ttr♦ ❝❛s✐ ❞❡❧❧✬❡s❡♠♣✐♦ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡✳
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✺✳✸ P♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠♦

◆❡✐ ♣❛r❛❣r❛✜ ♣r❡❝❡❞❡♥t✐ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❛ss❡♥t❡ ❡r❛ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✭s✐ ✈❡❞❛ ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✹ ♣❡r

✉♥❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛③✐♦♥❡ ❣r❛✜❝❛✮✳ ❙✐ ❛ss✉♠❛ ❛❞❡ss♦ ❝❤❡ ✉♥ ✐♥✈❡st✐t♦r❡ ✉t✐❧✐③③✐ ✐❧ s❡❣✉❡♥t❡ ✐♥❞✐❝❡ ❞✐

♣r❡❢❡r❡♥③❛✿

I♣x̃q ✏ Ex̃✁ λσ2

x̃

❝♦♥ λ → 0 ❛ r❛♣♣r❡s❡♥t❛r❡ ❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❘✐❧❛ss✐❛♠♦ ❛♥❝❤❡ ❧✬✐♣♦t❡s✐ ❝❤❡ α P r0, 1s✱
❛ss✉♠❡♥❞♦ ❝❤❡ s✐❛ ♣♦ss✐❜✐❧❡ ✈❡♥❞❡r❡ ❛❧❧♦ s❝♦♣❡rt♦ ✭❣r❛③✐❡ ❛❧❧✬❛✉s✐❧✐♦ ❞✐ ✉♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐♦✱ ♥❡❧❧❛

r❡❛❧tà ❞✐❡tr♦ ❝♦♠♣❡♥s♦ ❝❤❡ ♣❡rò ✐❣♥♦r✐❛♠♦ ♣❡r s❡♠♣❧✐❝✐tà✮✳

Pr♦♣♦s✐③✐♦♥❡ ✺✳✸ ❙✐❛♥♦ x̃ : Ω Ñ R ✉♥❛ ✈❛r✐❛❜✐❧❡ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❝♦♠♣♦st❛ ❞❛❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐ ❛❧❡❛t♦r✐❡

x̃1 : Ω1 Ñ R ❡ x̃2 : Ω2 Ñ R✱ ❝♦♥ Ω1,Ω2 ⑨ R✳ ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠♦ è ❞❛t♦ ❞❛

α✝λ ✏
r1 ✁ r2 � 2λ♣σ2

2
✁ ρσ1σ2q

2λ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2q

♦✈✈❡r♦

α✝λ ✏ α♣✈♠ � r1 ✁ r2

2λ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2q

❙✐❝❝♦♠❡ ❛❞❡ss♦ α P R✱ s✐ ❤❛ ❝❤❡

lim
λÑ�✽

α✝λ ✏ α♣✈♠

lim
λÑ0

α✝λ ✏ �✽

❖✈✈❡r♦✱ ❛❧❧✬❛✉♠❡♥t❛r❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡ ❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦ ✐❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠♦ è s❡♠♣r❡ ♣✐ù ✈✐❝✐♥♦

❛❧ P❱▼✱ ♠❡♥tr❡ ❛❧ ❞✐♠✐♥✉✐r❡ ❞✐ λ ❧✬✐♥✈❡st✐t♦r❡ ❛❝q✉✐st❡rà s❡♠♣r❡ ❞✐ ♣✐ù ❞❡❧ t✐t♦❧♦ ✐♥ ♠❡❞✐❛ ♣✐ù

r❡❞❞✐t✐③✐♦ ✈❡♥❞❡♥❞♦ ❛❧❧♦ s❝♦♣❡rt♦ q✉❡❧❧♦ ♠❡♥♦ r❡❞❞✐t✐③✐♦✳

❉✐♠♦str❛③✐♦♥❡ ■❧ ♣♦rt❛❢♦❣❧✐♦ ♦tt✐♠♦ è t❛❧❡ ❞❛

max
αPR

I♣x̃♣αqq ✏ r♣αq ✁ λσ2♣αq

✏ ✁λ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2qα2 � rr1 ✁ r2 ✁ 2λ♣ρσ1σ2 ✁ σ2

2
qsα� r2 ✁ λσ2

2
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✭❞✮ ❈❛s♦ ✹✳

❋✐❣✳ ✺✳✹✳ ❋r♦♥t✐❡r❛ ❡✣❝✐❡♥t❡ ♣❡r ❞✐✈❡rs✐ ✈❛❧♦r✐ ❞✐ λ✳

♦✈❡ s✐ ✈❡❞❡ s✉❜✐t♦ ❝❤❡ è ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡ ❝♦♥❝❛✈❛ ✐♥ α✳ P❡rt❛♥t♦✱ s❡ ❡s✐st❡✱ ✐❧ ♣✉♥t♦ st❛③✐♦♥❛r✐♦ è

✉♥✐❝♦ ❡❞ è ✉♥ ♠❛ss✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ▲❛ ❞❡r✐✈❛t❛ ♣r✐♠❛ ❞✐ I♣x̃♣αqq r✐s♣❡tt♦ ❛ α è✿

I ✶♣x̃♣αqq ✏ ✁2λ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2qα� r1 ✁ r2 ✁ 2λ♣ρσ1σ2 ✁ σ2

2
q

♣♦♥❡♥❞♦ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ③❡r♦ s✐ r✐❝❛✈❛ ❧✬♦tt✐♠♦✿

α✝
λ ✏

r1 ✁ r2 � 2λ♣σ2

2
✁ ρσ1σ2q

2λ♣σ2

1
� σ2

2
✁ 2ρσ1σ2q

❋❛❝❡♥❞♦ ✐ ❧✐♠✐t✐ ❜❛♥❛❧✐ ♣❡r λ Ñ �✽ ❡ λ Ñ 0 s✐ ✈❡❞❡ ❝♦♠❡ ✈❛r✐❛ α✝
λ ❛❧ ✈❛r✐❛r❡ ❞❡❧❧✬❛✈✈❡rs✐♦♥❡

❛ss♦❧✉t❛ ❛❧ r✐s❝❤✐♦✳ ❧
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