Variabili Casuali e
Distribuzioni di Probabilita

Random Variables
and Probability

Distributions




VARIABILI CASUALI

~ Una variabile casuale X & una variabile numerica il cui valore
~ misurato puo cambiare ripetendo lo stesso esperimento di misura

X puo essere una variabile continua o discreta
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VARIABILI CASUALI
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Tutte le grandezze che possono essere messe in corrispondenza con il

campo dei numeri reali (attraverso un’opportuna unita di misura)
wumerireait

Esempi di variabili discrete:
Numero di giornate piovose, numero di pezzi difettosi in un lotto di
produzione, pagine di un libro, numero di accessi a un server...

Tutte le grandezze che possono essere messe in corrispondenza con il
campo dei numeri interi (attraverso un opportuna unita di misura)



PROBABILITA

<m_o3 m__“.:ﬁ:.o a_ un aﬁQEEmS intervallo.

Puo essere interpretata come il grado di fiducia che un evento si
realizzi, o come la sua frequenza relativa

La probabilita ¢ quantificata assegnando un numerotra 0 e 1
(0% e 100%)
Piu e alto il numero piu [’evento e probabile:

0 = evento impossibile

1 = evento certo



Proprieta della funzione
Probabilita

2. 0L P(XeE) <1 perogni insieme ( solitamente E€R )

3. SeE,, E,, ..., E, sono insiemi mutuamente esclusivi, allora

P(XeE\L E,0... VE,) = P(XeE,)+ P(XeE,)+...+ P(XeE,)

Mutuamente esclusivi (o disgiunti) = insieme intersezione vuoto




Utilizzo delle proprieta
della Probabilita

= Implica che una probabpilita non puo essere
3. Puo essere utilizzata per mettere in relazione la probabilita di un
mnsieme E e del suo complementare £’ (insieme degli elementi che

non appartengono ad E):
EVUE=R, 1=PXeN) = P(XeEUE') = P(XeE)+ P(XeE")
=) P(XeE')= 1- P(X<E)
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~ esperimento.
Gl eventi si possono classificare in categorie ed essere trattati

esattamente allo stesso modo degli insiemi di numeri reali.



VARIABILI CASUALI



Funzione Densita di

Probabilita (PDF)
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Funzione Densita di

Probabilita
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X
Per Ax—0 I'istogramma tende alla curva continua f(x)
che ¢ la funzione densita di probabilita (PDF)
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Proprieta della PDF

~ se X & una variabile .wwmnm_n continua, P(X=x,) = 0, per ogni x,
Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X <b)

—

ATTENZIONE: a volte ci si puo confondere con la notazione,
lasciando sottinteso un intervallo di valori (tipicamente la risoluzione
dello strumento di misura)

ESEMPIO: V=1.74 V, con risoluzione 0.01 V significa
1.735V<V<1.745V
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Esempio di PDF
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L’altezza difix) ¢ fissata dalla condizione di
normalizzazione della suaareatra -oce + o
0.05 .\
0 10 20 X

La variabile casuale X pu0 assumere in maniera
equiprobabile un qualsiasi valore x tra 0 e 20




Esempio di PDF

12.5 12.6 X

La variabile casuale X puo0 assumere solo valori > 12.5
e con una probabilita esponenziale decrescente
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Funzione di

Distribuzione Cumulativa

Fe={" fuydu = P(x ]-o,x])

Pla<X<b)=|[ f()dv=[" f(x)dx-[" f(x)dx=F(b)-F(a)

Proprieta della cumulativa:

F(x) € monotona non decrescente
F(x)>0 per ogni x
Iim F(x)=1

X—>+C
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Valor Medio
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u=E[X]=["x f(x)dx = E(X)

-—00

os h\\kwﬁw@:?: es. fToda

mnos» VALOR \\( )

punto dr 1€ 5/0

S /ﬁ _— TeDirnA

prbability) So). PeR ce NTiLE S



Varianza e

Deviazione Standard

1 varianza di X, indicata con 62 o V(X),

Vale meo
o = El(x— 2 ][ G- £ (x)dx =

= [ dx—p =V ()

(s Ve & wisuwre o Q&\:L;n Jells o 'strebigone o o\%wlml
La deviazione standard o di X vale o = Vo2 = VV(X) o pob.
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Distribuzione Normale
o Gaussiana

_Dmr o ah dens
(x=p)* = (x  Cormuln
e 20 per -0 < X <+

f(x)=gx)= oo

Ha una distribuzione normale (ed ¢ chiamata variabile casuale
normale), con parametri g e o, dove -0 < y <+w e ¢ >0.
Inoltre:

EX)=p e VX)=o?
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Esempi di

distribuzione normale
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- Grafici di funzioni densita di probabilita normale per diversi
“valori dei parametri ze o 2.

(uindica “il centro” e o “la larghezza” della curva a campana)
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Probabilita associate ad una

distribuzione normale
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Grafici di g(z) e di &(z)
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Proprieta di @(z)

4@& +o0 S«@\:
essendo .—..s f(z2)=D(+x0) =1
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Tabella di valori di @(z)

Az) Az) Az) Az)

-4| 0,00003 -2| 0,02275 0] 0,50000 2| 0,97725
-3,9] 0,00005 -1,8] 0,02872 0.1] 0,53983 21| 0,98214
-3,8] 0,00007 -1,8] 0,03583 0.2] 0,57926 22| 0,98610
-3,7] 0,00011 -1.7] 0,04457 0.3] 0,61791 23] 0,98928
-3,6] 0,00016 -1,6] 0,05480 0.4] 0,65542 24| 0,99180
-3,5] 0,00023 -1.5] 0,06681 0.5] 0,69146 25| 0,99379
-3.4] 0,00034 -1.4] 0,08076 0.6] 0,72575 2,6] 0,99534
-3,3] 0,00048 -1,3] 0,09680 0.7] 0,75804 27| 0,99653
-3,2] 0,00069 -1,2] 0,11507 0.8] 0,78814 28| 0,99744
-3,1] 0,00087 -1,1] 0,13567 0.9] 0,81594 298] 0,99813

-3] 0,00135 -11 0,15866 1] 0,84134 3| 0,99865
-2,9] 0,00187 -0.8] 0,18406 1,1] 0,86433 3.1] 0,99903
-2,8] 0,00256 -0.8] 0,21186 1,2] 0,88493 3.2] 0,99931
-2,7] 0,00347 -0.7] 0,24196 1,3] 0,90320 3.3] 0,99952
-2,6] 0,00466 -0.6] 0,27425 1.4] 0,91924 3.4] 0,99966
-2,5] 0,00621 -0.5] 0,30854 1,5] 0,93319 3.5] 0,99977
-2,4] 0,00820 -0.4] 0,34458 1,6] 0,94520 3.6] 0,99984
-2,3] 0,01072 -0.3] 0,38209 1,7] 0,95543 3.7] 0,99989
-2,2| 0,01380 -0.2] 0,42074 1.8] 0,96407 3.8] 0,99993
-2,1] 0,01786 -0,1] 0,46017 1,9] 0,97128 3.9] 0,99985
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Intervalli a ¥(1/2/3)oc

1) (- 1)= H2)-A-2)=
0.84134- 0.97725-
0.15866= 0.02275=

0.68268 0.95450
U U
68.3 % 95.5 %

Ricordando che A(+z7)=1- AF7)

si ha che A(+z)=1- A)=P(-2<£Z<L7) =

A2)-AN2)=
0.99865-
0.00135=
0.99730
U
99.7 % s [ puib.
& M _
oo dallinte
H/w.»ﬂe ~ ...wq\*_u.w._.wm
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VARIABILI CASUALI

Sono possibili misure
solo 1n punti discreti
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Funzione di Probabilita

f(x))=P(X =x;)

E dunque una funzione definita solo in un sottoinsieme finito
di punti {x;} €R.

A differenza della PDF la funzione di probabilita e
“puntualmente non nulla”.




Esempio di funzione di
probabilita

(0.0 x) (0.1)!
(0.1)4

pl

0.2916 ¢ 0.0036

:0.0001
y/ o000
°
3

0.0486 ® .

O 1 2 4 X
Nel problema si considera P(errore su 1 bit) = 0.1.

Il calcolo di P(X=x;) sara effettuato con la distribuzione binomiale.



Funzione di Distribuzione

Cumulativa

F(@)=P(X =)= Y f(x))

F(x) ¢ definita su tutto I’asse reale e quindi1 anche per 1 valori
di x=y; con xe{N}; In particolare anche per valori x<min{x;}
e per x>max{x;}.



Es. di distribuzione cumulativa

< O
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 X

[La funzione di distribuzione cumulativa € discontinua e
I"ampiezza dei salti ne1 valor1 x=x; € pari a P(X=x,). -




Valor Medio

I1 valor medio o valore atteso di X, indicato con o E(X), vale:

A A _N
p=E(X)=> x,f(x;) “BARICENTRO"
j=1

dove n sono 1 possibili valori di X.

Rispetto alla media campionaria/aritmetica di n dati, adesso ¢ la
funzione di probabilita f{x;) che contiene il fattore 1/n.



Varianza e
Deviazione Standard

La varianza di X, indicata con &° o V(X), vale:
A A_N n
o’ Ha\COHMAﬁ. IEVN\ARL = Mﬁ.m\Aﬁ.vl.tN
1=1 =1

La deviazione standard o di X vale 6= Vo2 = VV(X)

Rispetto alla varianza campionaria (dell’intera popolazione) di n dati,

adesso ¢ la funzione di probabilita f(x;) che contiene il fattore 1/n. “



