


Misure ripetute dello stesso parametro
fisico non forniscono lo stesso valore

DISP. VALOR | => INCERTEZ2A

-&ﬂv DENSITA®
DI PROB.

(PDF)

DISPERSIONE

tendenza centrale ( x o u) e dispersione ( o)

L’incertezza di misura e la stima della dispersione
dei valori “attribuibili” al misurando
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La misurazione non e una scienza esatta

Le misure sono sempre affette da “fluttuazioni”
o errori (almeno potenziali), mai perfettamente

conoscibili, che si traducono in una naturale
“indeterminazione” o INCERTEZZA sul
risultato di misura —

Occorre lasciare un approccio deterministico
(si vorrebbero conoscere le fluttuazioni)

in favore di un approccio statistico grazie al
quale é possibile stimare le fluttuazioni
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@ ITTIET

La variabilita del risultato di una misura e
analizzata grazie ai metodi consolidati della
statistica (varianza e deviazione standard)

\

il risultato di misura dunque non € mai un
unico numero “deterministico” ma un
intervallo di valori possibili entro il quale il
misurando pud trovarsi con wuna data
pr obabilita (e potra anche trovarsi fuori dall'intervallo)

La semiampiezza di un particolare intervallo
di valori (l'intervallo a +1 deviazione standard
dal valore centrale) e I'incertezza di misura
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La teoria degli errori di misura prevedeva
che un misurando non potesse mai essere
perfettamente conosciuto a causa degli
inevitabili errori di misura (intrinseci in
ogni metodo o strumento utilizzato per la
misurazione)

NON CONOSCIBILE

Errore = Valore Misurato - Valore Vero

(concetto astratto)

INDETERMINATO!!

Incertezza d Misura
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Errori sistematici: si presentano nella
stessa entita ogni volta che si ripete la
misura (offset o polarizzazione)

esempio: ogni volta che un peso di massa m viene posto
su una bilancia digitale questa legge “sistematicamente”
100 g in piu (offset) rispetto al valore m

Errori accidentali: si presentano in maniera
diversa e "impredicibile" ogni volta che si
ripete la misura Am:::mwmozm casuale a media ::__mv

\

esempio: ogni volta che il peso di prima ¢ posto sulla
bilancia, il visualizzatore digitale mostra un valore diverso
(m+100 g +&;), ad esempio a causa del rumore elettronico
sulla tensione di lettura inviata al display ( Z¢;=0)

Incertezza d Misura
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Errori sistematici ed errori accidentali non
sono della stessa natura:

* 1 primi sono componenti deterministiche
(e pertanto conoscibili e anche eliminabili)

* 1 secondi sono componenti aleatorie
(stimabili in senso statistico e talora
riducibili ma mai eliminabili del tutto)

Questi due tipi di errori non possono essere
combinati/sommati in maniera corretta

(si sommano solo le grandezze ogowmﬁmm

ma anche "logicamente" dello stesso tipo
es.: lunghezza automobile ; calibro fucile ; profondita piscina
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Date le incongruenze logiche della teoria degli errori, a fine
anni ‘70 il CIPM incarico un Gruppo di Lavoro di definire
procedure unificate per 1'espressione dell'incertezza di misura

Una corretta analisi statistica della variabilita
di una misura consente di E.mo?mwm in maniera
soddisfacente il problema di esprimere

I'incertezza standard di misura

(parametro, valutato secondo procedure convenzionali,
che esprime 1l nostro grado di non conoscenza del misurando)

2 categorie di stima dell’incertezza

A - stimata con metodi statistici (su un insieme,
o campione, di misure ripetute)

B - stimata in altro modo (e.g. conoscenze a
priori o proprieta dello strumento)
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Statistion

p € [0el] (evento impossibile e evento certo)

X variabile casuale (VC) con valori xe{R}

b
P(asx<b) = h p(x)dx PROBABILITA’
p(x) funzione densita di probabilita (PDF)

La PDF descrive il processo casuale considerato assegnando la
probabilita per i possibili valori d"uscita. Per una VC continua
la “probabilita %c:gm_mz ¢ nulla mentre puo non essere nulla
la probabilita di cadere in un intervallo di valori

_.( .a?ve, —1 normalizzazione della PDF
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Per X VC reale (possibili valori della misura) esistono degli

stimatori che ci consentono di conoscere, in senso statistico,
alcuni parametri caratteristici del processo casuale.

In particolare MEDIA e VARIANZA permettono di stimare la
tendenza centrale e la dispersione dei valori x associabilia X

MEDIA »
p(x)=p, = E{x}= [ xp(
VARIANZA B

o*(x)=02 = E{[x- p,]’}- MT ]’ plx)dx

)= o *(x) DEVIAZIONE STANDARD

b
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E" la PDF “pit comune” per la descrizione della media di

fenomeni casuali quali le misure (per il teorema del limite
centrale la media di una VC tende ad avere una PDF

gaussiana in una “approssimazione dei grandi numeri “):

b e
vl N:o.mx? 20° T

Gaussiana
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Integrando la PDF gaussiana tra due valori sull'asse reale si

trova la probabilita che il risultato (misura) "cada" (sia)
nell'intervallo compreso tra i due valori considerati

Le AREE sottese dalla curva PDF
sono le probabilita di avere valori
| (misure) in un dato intervallo di
) valori sull'asse reale

¥, Lontano dalla media g, rispetto alla
larghezza o, la PDF diviene molto
bassa e dunque le aree sottese

Gaussian or
:DO—BN_:
distribution

f \
J \
J \
\
\
\
\

ad

0214 /
0013551350 3413 3413 1359 (00135 : . . €.
e -l 11101tO0 piccole (misure improbabili)
X

lo 68.27%=68.3% ~68%
Livelli di confidenza { 26 95.45%=95.5% ~95%

e o o1 con b dtn
Sy R 36 99.73%=99.7% _-ps ¢

e.g- P[(u-0) <x<(u+0,) 1 =68.3% Jris
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misura di corrente (di valore nominale 1 A e incertezza 0.1 A)
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| De 6 NIz one
Mo/ To [AtorTANIE

A\

Per qualsiasi misura si definisce: 4

incertezzastanda¥d o scarto tipo, con \

simbolo “u” dall’inglese uncertainty,
una stima della deviazione standard g,
radice quadrata della varianza o,
prevista per il valore di misura

A seconda del metodo impiegato per la stima
di u(-) classificheremo questa incertezza come

di categoria A o B
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CTina Dt cATE GoRA [

—

Variabile X |[misurando| nota attraverso n
determinazioni [misure] x, (k=1,2,...,n)
ottenute in condizioni di ripetibilita:

STIMA del valor medio della (intera)
popolazione, y(x), attraverso lo stimatore

MEDIA CAMPIONARIA — Sish e«

Al N\\e,ﬁw:.f.:\w_b
mx,«iias, _ = e $1 applica
et uppaie > X = Xy = X A dei. Eﬁ%_.

n =1 csudt Xy

A S L7 Senss
h?vnh-,.nm—x_ n», ,.
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S uguale nel senso
—  della Stima

|
S
>~




Dim. E{z) ElL

_. n

>,

n k=1

— M E T,» \.

->_

||Mm7~.‘“

->_

LS u(x)=

n ;.

= L () u(x)

n

Il
|
I

SV
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Per misure ripetute di una grandezza X la
miglior stima del valore di misura x coincide
con il valor medio delle misure ripetute:

X=X =X, VALORE DIMISURA

Per determinare la dispersione (incertezza)
sul valore di misura dovremo valutare la
dispersione, almeno potenziale, della
variabile casuale x (“valore di misura”).
Dunque cercheremo o(x) che, come vedremo,
risulta funzione di o(x) e del numero n di
misure ripetute
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STIMA mmzm varianza della (intera)
popolazione, 62 (x), attraverso lo stimatore

VARIANZA CAMPIONARIA
S A ] n v
M-AXVHMNQLH M?»va
n—13

S

*(x)= q.wwm_ﬁ_uh%_ = s7(x)=57(x,)

Q

n
: > I 2 _>
inoltre: - Axv = — X, |—nx

metodo alternativo di 77— 1|\ 5
calcolo varianza camp.
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La varianza campionaria di n valori x; si puo
anche calcolare come somma dei singoli valori,
elevati al quadrato, meno n volte il valor
medio, al quadrato, il tutto diviso per n-1:
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Nella varianza campionaria, il denominatore
n-1=v ¢ il numero di gradi di liberta

\

Vediamo 3 validi motivi per cui € opportuno dividere la

somma degli n scarti quadratici, che compare nell’espressione
della varianza campionaria, per n-1 e non per n

1) Non ha alcun senso calcolare la varianza per un campione
che contenga un solo dato (n=1). In tale caso, dividendo per
n-1, otteniamo come s?(x) una forma indefinita del tipo 0/0

2) Nella formula di s*(x) calcoliamo di fatto gli scarti
quadratici dalla media campionaria, X (nota), e non dalla

media della popolazione, x4, che ¢ ignota: dunque degli n
scarti quadratici sommati solo n-1 sono tra loro indipendenti

3) Si dimostra che il valore atteso della varianza campionaria,
con I'n-1 al denominatore, ¢ la varianza della popolazione:
Ef mm?.v Y — QNAXV lo stimatore e corretto
I W A o non polarizzato
Incertezza di Misura 20/104




DIM

( 27\
B Tv I~
| E.
n—1 L
_ E-
n—1 [\ &
_ E-
n—1 rﬁ k

(x)

-

+0

(x)-

m?»ﬁ;um?.»vmﬁam

SE X, € X; SONno

k>~ 2
n-y k statisticamente
L, 1 indipendenti
X, == D X X; 0=
: k : k=i
! .».» = .t., + A.ﬂ.» o \thv
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Per determinare l'incertezza sul valore di
misura valutiamo la deviazione standard

della variabile casuale x:

xe¢, almeno potenzialmente, una variabile casuale in quanto il
suo valore specifico dipende dal particolare campione di dati
considerato. Se disponessimo di m diversi insiemi di n misure
ripetute e per ciascuno calcolassimo la x corrispondente,
otterremo m valori di/ y differenti tra ioro, la cui varianza é:
: p)
Q.NAMvHO.N WM.«» _J M.‘O.NA.«LH _N NAHVH o va

n k n k n n

La‘miglior stimadi g%(X) si ottiene quindi come:

o°(X)= N?vm ()

N

N
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Si definisce incertezza di categoria A la
dispersione del valor medio delle misure

ripetute, calcolabile come

e |w?v| | <)
ip(0)=5(5) == 3, 3)

k=1

Nel caso di incertezza solo di categoria A

il risultato di misura e allora x = x + X v\ z\l
con una qualita della misura che migliora
(I'incertezza diminuisce) al crescere di
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Parleremo di incertezza relativa quando
normalizziamo il valore di incertezza tipo al
valore di misura

u(1

Y

Incertezze relative anche di grandezze diverse
(non omogenee) possono essere confrontate
direttamente fra loro.
L'inc. rel. indica, indipendentemente dal valore

e tipo del misurando, il grado di conoscenza
che abbiamo raggiunto sul valore di misura

[1] numero puro!
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Quando si vuole definire un intervallo di
valori, attorno al valore di misura vy=7 ,
“all'interno del quale si ritiene che 1l
misurando debba cadere con un certo livello di
confidenza (probabilita P)”, si wutilizza
I"'incertezza estesa

U(y)=ku(y)

k fattore di copertura

valori tipicik ="17;2; 3 (68%; 95%; 99.7%)
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L'incertezza si esprime con . - due
cifre significative: esiste infatti anche
un’incertezza dell'incertezza e di norma non
ha senso impiegare pia di due cifre
significative per u(x)

Nei calcoli e passaggi intermedi, tuttavia,
conviene conservare anche piu di due cifre
significative
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Si dispone di n = 10 misure ripetute V, di
una tensione incognita V.

Calcolare Ve uy(V)

k[1] |1|2|3]|4|5|6|7]8]9]10
V.IVI| 7|98 |/6|7|5|7|/8|6]|7
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—_

]

(-

)

k=1

2

Vi

Incertezza d Misura

AS. B «Wv =

H n
n(n—1) m

2
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)

3 : | 3 1 N &
22 espressione per 1 (V) = o :W_AS V)
Calcoliamo prima gli scarti (V; - V)

Ve-V)[V]|0O|2|1|-1/0|-2{0]|1][-1]|0

per poi ricavare

|
10x9
12

=, |— V=037V
90

u, (V) (0+4+1+1+0+4+0+1+1+0)V? =
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N
32 espressione per (V)= /\ . Az_l 3 ﬁ > Sﬁ.u -nV~-

|\ k=1

N _
sicalcola YV =502V?e V=7V
k=1

u, (V)= _oé_moz ~10x49 V?|=

12
\ 90

V=037V
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MQ\V

12 espressione per u,(V) = .
n

dobbiamo prima conoscere o calcolare la radice
della varianza campionaria (dev.st. camp.)

s(V)=1.1547 V e poi dividere per +/n

1.1547
u (V)= W V037V

MA perché 0.365148... =0.37 ?
E se fosse stato 0.364321... ?
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Con i numeri dell’esercizio precedente:
V=700V =x0.37V oppure V=7.0037) V

Altro esempio: V=5289 V e u(V)=300 V=3.0x102 V
V =5290 V +300 V =529(30)x10! V

E se fosse u(V)=0.37 V come nel caso precedente?

V =5289.00 V £0.37 V oppure V =5289.00(37) V
G m=7230 MW= ww M=31,3() by ofpure = 323 (1) A0y
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J

Si basa sulla definizione “a priori” di un
opportuno intervallo di valori entro il quale si
suppone debbano cadere 1 wvalori del
misurando (con una data probabilita)

Es. V,

Incertezza d Misura
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L'intervallo fissato e tipicamente centrato

attorno al valor medio Axc = 20.
INTERVALLO
X=a HAQC.TQVI_.AQcIQv SININ /

0

. moro.fg

e ha una piena larghezza
Ax = Amo + :v| Aao — mv =2a K&

- ———

Alla larghezza Ax sara legata
‘incertezza della misura
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3 PASSI:

INTERVALLO

1) definito un intervallo di categoria B
2) si associa una densita di probabilita (PDF)
3) di questa si calcolano media, varianza

e deviazione standard
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uniforme triangolare

? st &

)
- gucl ¢ U

gaussiana
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Tanto la larghezza dell'intervallo quanto la
PDF ad esso associata si scelgono sulla base di:

* precedenti conoscenze o dati di misura

e esperienza sul comportamento del misurando

* specifiche dei costruttori di materiali e
strumenti coinvolti nella misura

* dati di calibrazioni

* informazioni da articoli scientifici/tecnici

* incertezza sui parametri di riferimento
(presa dai manuali o da altre fonti)
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Quando si dispone di una PDF per Ila
grandezza x, e possibile calcolare u(x) e o(x)
che danno, rispettivamente, il wvalore di
misura e la sua incertezza:

A= Xvis = (x)

up(x)=INCg(x)=0(x)
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GAUSSIANA  UNiFoaMe  TRIANGO
(NORMALE)  (RETANGOLARE) | p(=




Gia si dispone di u(x) e o (x), dalla espressione
della PDF. Occorre ricordare, o calcolare, che:

lo level: Pl u-0 £ x < u+o ] =68.3%
20 level: P| u-20< x < u+20 ] =95.5%

30 level: Pu -3c<x < u+30]~99.7%
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0 x<da,-a

1/2a ay-a<x<a,+a

Ax = 24 0 X>ayta

E" immediato <mamnmum che:

1(x)= mT_ ._.u:w ax a,

o(x)= 2 )7

Incertezza d Misura 41/104




u(x)

0?(x) = El(x - ux)*]= | (x - u(x))*plx)da

1 2a4a+2a4a

LN
2da

40 QO.TQ
xlxv& = ._. X

-0 ag—d

1 IRNIS_;

2a( 2 o —a 24

a,+a

1

—

mw

2a

3

[ (x-ap) —dx=

a
2 0

[(-a0) [ _
2a 2a) 3 | __
)| 2% (Ax)

IWIHMH 12 O.Té?.v
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p(x)=a,
2 2
O.NAHV _ m' _ ADPV
6 P

Ax

)= 7%

A pari larghezza Ax, si ha naturalmente che

o Ax L Ax
:w\:mmbmo_mwmﬂpv /\m < :w\5~dm0~.~5mAPv \HN

infatti la PDF; € "meno dispersa” della PDE,;
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* Sicalcolaug(x) partendo dalla conoscenza di un
intervallo di confidenza con probabilita P:

si usa PDF normale con confidenza P, centrata
sul valore centrale dell'intervallo, e si stima

ug(x) = o(x)=o, Es. V

rete

* Sicalcola ug(x) partendo da conoscenza di una
INCERTEZZA ESTESA (Ug = k ug):

gia si conosce il fattore di copertura k
e quindi si ricava ug(x)=Ug(x)/k Es. .
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Intervallo con
Probabilita
preassegnata




MISURE DIRETTE:

y=x

e.g.: misura di V con un voltmetro

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

MISURE INDIRETTE: ' INC =722

Y =F 3y Xy s X)

P = RI? misura ottenuta da R e [ (no wattmetro)

P=Ry[l+ a(T-T)IP=£(I,Ry & T)

Incertezza d Misura
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Misurando Y = f (X3, X,, ..., Xy) ricavato

indirettamente" dalla conoscenza di N
altre grandezze (parametri di ingresso)

La funzione f(X;) prende il nome di

relazione funzionale (equazione della misura)

Y e X; sono le variabili mentre y e x; 1 valori

Naturalmente dalla conoscenza dei valori
degli ingressi e possibile ricavare il valore

dell'uscita: y=f(x;):

Incertezza d Misura 477104



Valori della relazione funz. (equazione della misura)
Y H\A X17 X27 ooy RZV

In un intorno del valore di misura (punto di lavoro)

v = f(x, %, Xy)
e possibile sviluppare in serie di Taylor (1° ordine)
la relazione funzionale f:

Scarto dell’uscita dal suo valor medio = ...
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Definiamo nomm?n_m:: di sensibilita

" coeff. "costante'
G = ) i una volta stabilito
_ Ox; 7, il punto dilavoro

le derivate prime parziali della relazione
funzionale rispetto alla variabile x;

c; indica come varia il misurando Y in
corrispondenza di una variazione del
parametro X; di dipendenza

Incertezza d Misura
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—

_2)A VARIANZA
t ?.N. 1) T o°(5)=u"(v) NCERTEZZA:

A
2y v )iy
vuq ?}.T%:fv

COVARIANZA tra x; e x;

Incertezza di Misura 517104




( espressione con le covarianze)

Somma pesata, con ﬁmm_

o~
—_—
SR,
.
.
e
\—-/

2 delle incertezze

(varianze) degli ingressi 3 ?: la somma dei
termini di covarianza, sempre pesati con le
derivate prime della relazione funzionale

Incertezza d Misura
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[l valore di misura della grandezza Y e

=7 = f(X,X5,.... Xy )

con una incertezza composta:

N-1 N

5 Mm u-\x v+ NM Mﬁm,\.:?tﬁv

i=l j=i+l

In generale ciascuna incertezza u(x;) e

l\)

:m?b“k >A v+= A VH/\QNAM.Yr:mAﬁv
) )

+ug\x
n
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r.=0 <« x;eux;statisticamente
indipendenti

Utilizzando la definizione di r;;, si pu0 scrivere:

( mmt%m&o:m con 1 coefficienti di correlazione )
N-1 N

:n Mn U (‘ +NN Nm C. S.:AB.Y\NANL

i=1 j=i+l

INC dell'uscita si ricava da INC ingressi e da f o ¢; (e anche r;)
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Nel caso di variabili d'ingresso statisticamente
indipendenti tutti 1 termini di covarianza e 1
coefficienti di correlazione sono nulli (r;=0 tra

le variabili x; e x;con x; # x;) e pertanto:

|
" :mO\v — mm:NAﬁ.v
|
|

. Ci=l 4. :
. combinazione,di varianze

somma pesata
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Casi particolari di relazioni funzionali per
variabili  d'ingresso  X; statisticamente
indipendenti:

* Misurando somma o differenza delle x;:

y=nXxt..tnx t..tnyx,

) N v
:m M: U :.

Se inoltre n; = 1 per ogni 1, cioe la relazione funzionale e

una somma e differenza semplice: u,. M u”(x,)
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* Misurando prodotto o rapporto delle x;:

~

- — —n; — 1\ O , -1 : 1
y =X ' XL X Xi XXXy A.ﬁ.z. vn :wﬁ?. = x"|n —

OX. | i | Xi |
N B ] N 2 P

2 00)= w0 )= o 0
i=1 X ] i=1 X,

e dunque u A E = M :wzw A.ﬁ.v

Se inoltre n; = £ 1 per ogni 1, cioe se la relazione
funzionale e espressa da |
prodotti e rapporti vl ()= ul(x,) !
semplici, si ottiene: _ |
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RT
p=n—=f(n,R,T,V) Relazione funzionale

1%
R=831 Pa-m’/(mol-K) u(R)“="0 (=0
n =2 mol u,(n) =10°
I'=300 K u(7)=0.1K
V=1m’ daV=L[>e L=1mz=1mm

mim

S (P
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2 [mol]x8.31 T.aNs_.L x300 [K]
18

u(V)= &ﬁ%ﬁ@-:m?v = /\—u BN_N X TOL B_N =

= /\ox_o-mgm -3%x107° m”’

=4986 Pa=5 kPa

Conoscendo ora tutte le variabili/grandezze
d'ingresso (valore e incertezza) possiamo calcolare
I'INC della grandezza misurata indirettamente
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~, T2 2 2
op | 2 mi 2/ op |~ 2
=4l = +H=|u(I)+|=—=—| u (V)=
up) = 5 | w )+ 2| u(D)+ =7 | u™(V)
— — N:NQT @ﬁ:ﬁﬂr ENM N:NC\VH
V % -Ve

:%H N:N?V+T%ﬂ N:NAJ+ :%ﬂwzuﬁ\v
V ] n’ v] T L-v] Vv

i, (p) = Juy () +u; (T) + uf (V)

Incertezza di Misura 60/104



u-(n)= 1072

- (0.1K)’ >
u, (T) = (300K)? =1.1x10
u>(V) = wa_o = V =9x107°

im?)

1, (p)=4/10"°(10° +0.11+9)=3x10" [z u (V)]

u(p)=u,(p)x p=14.9 Pa=15Pa
p =4986+15 Pa = 4986(15) Pa
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Calcolo dell’'incertezza composta in una
misura indiretta su un circuito elettrico
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* Voedataparia+12Ve U(V;) =10 mV k=2

* R; e nota attraverso 10 letture ripetute Rg,
R =50Q s(Rg)=12.65Q

+ R =1kQ+50

e V=7.77 V letta con un voltmetro a 3 V2 cifre,
con +19.99 V di dinamica, e “ideale” (solo
errore di quantizzazione)
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1) Calcolare l'incertezza assoluta e relativa
di tutti 1 parametri coinvolti nella misura

2) Calcolare R,, la sua incertezza e la sua
incertezza relativa ( u(R,) e u.(R,) )

3) Quali parametri sono determinanti e quali
sono trascurabili per il calcolo di u(R,) ?
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V- V descrizione analitica
— = —  del fenomeno fisico
R~-+R,+R R )
G 1 2 2 in esame

|

R, V; = Cam R, +%Nv.<
Ry,(Vg -V)=(Rg +R))V

V
Q\Q B <v
relazione funzionale

R, = A%Q+\~_VH\A<Q,<,EQ,%_V
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2

2 ] of ) 2 lm\-m 2
u(R,)=|—— | u (Vo )+|=—| u (V)+
R)=| 5 | wVe)+ | 5 | )
- . T2 - 2
2w+ 2| r)
OR; | OR,
of

o coetf. di sensibilita dice come f, ossia
X;
R, , varia al variare di un parametri di

dipendenza
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D u(Ve)= UVg)/k=5x10"V

-3
u, (V, v = :Mv\ov o XHHNO/\ vV 4.2x%107"

G

AV 0.0] _3
u(V)= —=—o=09x10""V
V) V12 /12 "
u (V)= u(V) _ 29x107 V

V 777V

=3.7/x107*
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V
. \ PNE vNiFoRME




U ANNMN_UV — .Mw m“M

u(R,) 59Q S
. (R)= ) _ 5%10"
u, (R,) wsoo@

1

u(R:)=u(Rs)= (Rg 1) _12.65,

4 €

Jn V10
U, A%mvu :QNOVH|AD = 8x1072

R 500
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o ? i 423V
- V(R +~Nv-w
2 G T 1IN 2
u-(Ry)=| - | u (V) +
A rv i A |<vr A Ov
R m Em R) T
4| 26T G* u” (V) +
V6 - a\o V)
- -2
< 2 2
- U (R~ )+u"(R,)(=
oy | W(Re) i (RY)
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Du
<w

+4.96x10°

= 2.08x10° —x2.50x107° V* +

_x8.41x107° VZ +

+3.37x41Q% =
=(5.2+4.17+138.17)Q* =147.54 Q°

1(Ry)=Ju?(R,)=12.15Q =120

- 6x107°

u,(R,)= = mﬁ = 6.3x107° S %wm

R,=1929 Q +12 Q = 1929(12) Q
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3) Le incertezze associate a R; e R; danno il
maggior contributo all’incertezza di R,
(circa in parti uguali)

Invece l'incertezza u(V) sulla tensione
letta dal voltmetro e cosi pure l'incertezza
u(Vg) sulla tensione del generatore
contribuiscono in modo quasi trascurabile
(circa 1/35 e circa 1/30, rispettivamente,
dell’incertezza totale)
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'

combinazione” delle
Incertezze associate
alle due misure

distanza tra i
due risultati

IN

[ 9,

u? (o) + u”(x,) = 2r, u(x, ) u(x, )

x3 incompatibile
con x; € xX»

X1 € X2

compatibili o
b Mt \? touS e i Aims
jn S\»}.\s.\n

/ﬁ&? >3

x3 compatibile

P\OOB X1 €C X»
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Media pesata tra misure compatibili:
nel caso di N risultati di misura compatibili,
indipendenti e normalmente distribuiti,
la miglior stima della misura ¢

M=
S
—| =
Kalll i
N
M=
kS
=

AEAIMP TN 7 T X
w
2oany 2
[ U @J.V i=1
i pesi w; =—; ®) sono 1 reciproci delle varianze
u”(x;

stimate e dunque indicano il grado di confidenza
che abbiamo mc.m: X;. se u(x;) € basso la mis. ¢ "credibile"
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Diw. sul guad. (pow [0 i edd)
U A.\a y_:vv N

2 )

[ rapporti tra media e incertezza (al quadrato)
sono legati dalla relazione:

L[M=

w.

l

Amp M/“ v M
u- A.ﬂ% v i=] A A i=1
z =z/u?(z)=w,z = u/ c? e la misura N

s
-~

'pesata” con la sua incertezza al 7z
quadrato (valor medio / varianza) i=1
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Due differenti misure della stessa potenza a radiofrequenza, emessa da un
telefono cellulare, vengono effettuate con strumenti diversi e in maniera
del tutto indipendente.

e La prima misura ¢ analogica (“senza limiti di risoluzione”) ed e ricavata
da letture ripetute (#=5) del misurando, che hanno fornito i valori:

P,,=34W P;,=32W P;,=3W P,,=28W P,;=26W

e La seconda misura ¢ digitale, con un wattmetro ideale a 100 livelli e
portata 20 W, e ha fornito una lettura P,=3.2 W.

a) Calcolare i due valori di misura, P; e P, e le corrispondenti incertezze
tipo (standard).

b) Valutare la compatibilita tre 1 due risultati di misura, in particolar
modo per fattori di coperturak parial, 2, e 3.

¢) Ricavare la miglior stima per il valore della potenza P misurata e la sua
incertezza tipo u(P).
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SO

a) P,=P, = F, ;=3 W ricavata come media campionaria: U= P,

04)" +(0.2)" +(0) +(0.2) +Ao.,:u_<<u —

_ 1
u(Py) = ?-; S (p,-Bf = ,\ﬁi

Q J o o
-on._o@oLwo.oti-u,\ xmv o<<,\x5-<<o7\w$?o:2

20 W
P>=3.2 W da una misura digitale con risoluzione AP,= — =02 W
100 (Liveli )

(passo di quantizzazione)

AP,

V12

u(P;) =

=0.058 W ~ 0.06 W (incertezza di quantizzazione)

Incertezza di Misura 77/104



b) Per verificare la compatibilita tra le due misure, si deve valutare la

disuguaglianza
< »/\:Am )+u’(P,)

con k fattore di copertura (il termine di covarianza non compare essendo
per ipotesi le due misure statisticamente indipendenti).

Slwu

Sostituendo 1 valori numerici si ha

02W <k+0.0232W>zkx015W = k=>(0.2/0.15)=1.33

Pertanto, le due misure sono compatibili con k=2 e ovviamente anche
conk = 3 ma non sono compatibili con k=1.
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Interpretazione grafica della compatibilita tra le due misure

- Misura 1
- Misura 2

P,=3.20+0.06 W

P,=3.00x£0.14 W

Potenza misurata (W)

Incertezza d Misura



Interpretazione grafica della compatibilita tra le due misure
7 ku, ku,

— Misura 1 "
gi| — Misura 2 ...NO!

..ol

=3.20 %

P,=3.00+£0.14 W

Potenza misurata (W)
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¢) Ritenendo accettabile la condizione di compatibilita con k = 2,

possiamo calcolare la miglior stima della potenza P misurata, ricorrendo
al criterio della media pesata tra misure compatibili:

» _u(R) w*(P,) 153W™+8388W™" 1041W™ ~3169 W
MP T T ) Il SIW?2+278W2 329W2

u’(R) u’(P,)

Naturalmente Py € H.VE vicino a P, che a P, essendo u(P,)<u(P,)

L' incertezza della media pesata é:

u(P. )= ! 1

= / T oo =005 W

u'(P,) (P,
Naturalmente u(P,,p) € inferiore sia a u(P,)=140mW che a u(P,)=60mW

Per cui, P=3.169(55) W 0 ..z 5. I

a-uw_v 8. T

Incertezza d Misura




Ricordiamo che ogni stima di incertezza € a
sua volta incerta e la bonta di questa stima
e esprimibile attraverso il numero di‘gradi

di liberta ( v,=n -1 per I'INC di Cat. A)

Anche nel caso di INC di Cat. B si puo
stimare, non calcolare secondo una formula

predeterminata, il numero v; di gradi di

liberta della stima dell'INC (ricordando che &
meglio sottostimare 15 piuttosto che sovrastimarlo)
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Per I'INC di Cat. B si puo avere nel caso
migliore (e.g. INC di quantizzazione) v = o
e nel caso piu conservativo (worst case) vg=1

[l numero di gradi di liberta v deve essere
stimato sulla base di quanto "si crede" alla
stima di uy e alla luce dell'analogo significato
di v,=n-1 nel caso di u, per misure ripetute
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Consideriamoun campione di n dati. Di questo campione
si puo stimare la varianza e dev. st. del valor medio

(e quindi l'incertezza della misura). Pero, operando su un
campione casuale, anche la stima della varianza e un
numero casuale che presenta una potenziale dispersione.
[l numero di gradi di liberta & un indicatore della
possibile variabilita della nostra stima dell’incertezza:

N =
si puo dimostrare che &?[s(x v_ - (¥)
e allora 2v

INC[INC(x)]= O.TA v_mzmw u_(u(x))= :A.xuv. m/\ﬂ
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INC[INC()]=cu(x)]= % )= T

v = qu??v_;w?vn sz—:Tv_

v-1 e una indice/misura dell'incertezza dell’incertezza
v alto =INC(INC) bassa v basso =INC(INC) alta

u [u(x)] = 0.7vY2 =~ vl/2 = cifre per l'incertezza

ufu(x)] =~ 100 (v=100) = 1 cifra
u[u(x)] = 102 (v=10000) = 2 cifre
u [u(x)] = 10> (»=1000000) = 3 cifre (?7?)
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E' possibile dimostrare che il numero di
gradi di liberta v della stima u(y)

e l'incertezza alla quarta potenza [uq(y)]*
sono legati dalla relazione

|I
(\l)

4 4 4
&0 Av\v . Al 4 u Akmv o
Ve B Mﬁ. Z M

[

che esprime [uc(y)]*/ vc come somma
pesata, sempre con i “soliti” coefficienti di
sensibilita, degli analoghi rapporti (u*/ v)
per le variabili d'ingresso
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Per un’incertezza composta u-(y) si avra
un numero di gradi effettivi di liberta
) 2 4
—:: y _ :QA%V
Ve =V = L) — <>

M —ﬁm:u-\ARNVHN M :w Avv =1
I

i=t Vi

=1

e inoltre v > v; ,.;,: combinando pitt misure

si migliora qualcosa nel livello di conoscenza
. iminui u~, ‘rispetto a

del risultato (diminuisce

U(X,)max € aumenta v, rispetto a v; i)
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ESERCIZIO meokia pesata £ duonteatn

Q‘eroorb&}gl&a:
Colcobars A€ suo PESO

% =9.806 ¢5 (33) wm/s?

ury

ﬂ
| aismnolo medianbe o?\

EO\A =500 mam
oréz%%g
N1=2x10° < No=2x10°40




“T" do dinversi este di aeccamica 2
malriols sinicanomo Mm=9 valow. P con
Yr=5=233 (g /dw® & dov. S(§k)=9gfdaw
“L* da uma miswra. di laborvatonio siba
¢.=2.69 _@\&iw com k« m.v«c.ow R»\&.xu










Incertezza N_N_-_m lunghezza L...

=

A

Nx.:a»amas&ia




\sﬁi wwx~=_w mals*®
\SPQV 3 kpw «£e 7










cou K = 1 pisulbowo Comp.
Ao mansans m\.ﬂﬂﬁg

ncovo ol cnterio olella
MEDIA PESATA tw m-s

Covnp.




\Smw» \Sm%n =

apn—

AA-1QY = aq1gV /g > 2 w108




St provi a ripetere il calcolo per tutte e 3
le misure di p compatibili tra loro (ad es.
con k=2):

rispetto al caso di prima (per k=1), il
valore della densita da media pesata (oyp)
non si sposta di molto e neppure
diminuisce di molto l'incertezza u(pyp)
della media pesata
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