
ASSET PRICE MODELS

BLACK AND SCHOLES MODEL

BROWMAN MOTION ( = MOTO BROWNIANO)
Mt) tzo is BROWN/AN MOTION on (b .

}
, P ) if : • all TRAJECTORIES start from 0 ⇒ Wo :O

•a. has CONTINUA PATH t→ Wt
,
IR

,_
→ Rt

a. sit Wt - Ws = dvvt = INCREMENT OF BROWN/ AN MOTION

is ditihud NIO
,
t - s)

ao.ncs.lt Wt - WS fare INDEPENDENT ⇒ NO OVERLAPPING

Ws- Wu
ù

'

s t

BACHNER MODEL

j ; ;
Pt - Ps = µ (t - s)
Pt :B + µ ( t - sito (Wt -Ws) is Ndistrihud : Pt ~ N ( Pst MH- s) ; ora (t - s) )

CONSÌANT CÒNSTANT CONÌTANT
→ Pt is CONTINUA ad DETERMINISTICI. only Wt- Ws changa

⇒ RANDOM WALK

tlg
ti :[

- t %

+ rg %
io £

,
with Clt : St - [ [St] = SI ~ µ ( op )
it

⇒ st~NIO.tl

ARITMETK BM : BACHEHER MODEL

dpt = Pttdt - Pt = ndt + odwt ⇒ if t : B- = A- + µ (t - t) to (WE - Wt )
DETERMINI JTK DRIFT
PART PART Per µ ( Pt + µ /t.tl ; è /t.tl )

GEOMETRIE BM : BLACK AND SCHOLES ( consideri the PROPORTION to the PRICE )
dpt-pe.pt.dtto.pt - dwt ⇒ we call 4. =p (Pt) ⇒ d [ftp.D-f/Pt+dt)-flPtl=tt+dt-tt

⇒ ITÒ FORMULA

TAYLOR FORMULA : flxkfkoltflxdlx.io/+jfYxolH-xI ( È )
ITÒ : trovare una BUONA APPROSSIMAZIONE per il VALORE dell' ASSET X ,

considerando d- volare oggi Xo .

✗i. Pt
,
✗ = Pttdt



ftp.tdt/=flPtltfYPt)lPt+dt - Pt ) + If
"

( Pt ) ( Pttdt - Pt )
"

⇒ BLACK AND SCHOLES MODEL

f (Pt + dt) = ftp.t + f
'

(A) ( µ - Pt . dt + ott . dwt) + {f
" / A) ( µ . Pt - dtto.pt . OIWTY ⇒ scelgo io

l' ordine a cui troncare dt

| dwt~NIO.it) ⇒ E [dwt] -0 ; Etdwtl
'

} - E [ IDWTD! Vai [ dwt] = dt

focus on [ µ .pt . dtto.pt . dwt]
'

= 1µW ldtl
'

+ loPTYIDWTÌ + amo .pt?dt.dWt
dt' NON VA BENE dwt.pt ⇒ oh .jp = df

" " non " bene

ITÒ FORMULA : ftp.i-dt/=flPt)+fYPtllmPt.dt+o.Pt.dWt ) + { f
" (Pt) -è

.pt?dt0SS:d-flPtD=flPt+dtl-flPtldIflPtD=flPt+dt)-flPtl=fIPt) (Pttdt - Pt ) + If
"

( Pt ) / Pttdt - Pt )!
=ftp.IINR-dtto.pt.dwt/tIfYPtlloi.Pt!dt/=(fH7llm.Ptl+If" (A) Io? Pi ) ] dt + ftp./lo.Pt.dWtl

3 CASI PER HÒ FORMULA

tt-flt.pt )

dtt-dflt.pt?Y-.dt+sgf-;dPt+:.tg!.ldtI+j.&q.-ldPtti- Il;)Y.jp . ldt.dk =

= ¥ . dtt ftp.dk-i-fff-ldtttfff-lo?Pt!dt)+siHdY.g1pildtdPi ) :
mh!- optdwt

dit : dflt.pt/=f&+YjNPt+1Yf-iiPtYdt+&-joPt.dWt
DISCOUNTED ASSET PRICE ( = PREZZO DEL BENE ANALIZZATO)
È = è
"

. Pt ⇒ reminder df (t.pt/=(YtYpjpPt+jtYp-jo?Pt)dttYpjoPt.dWt
⇒ DÀ =L. ne

-" Ptt è
"

µPttoldt + e-
"
oh dvvt = è! Pt (µ - r) dt + e-HA odwt :

dÈ = È IN - rldt + E. odwt



1117:P:)
dflp:P

' ) = ¥;DÈ + ftp.dktfdfyloihitdti-IY#liPtYdi- +11,1 !!# t.dk . DA
'

dflp:P
'

! ftp..dk?+Yp-jdE+yYp&loPiIdttfiYpqloiR-Ydtti ; ftp.qq.io?o:Pi.Pi.p.tdWti=dt
BLACK AND SCHOLES MARKET ( MODELLO DI VALUTAZIONE delle OPZIONI EUROPEE )
È un MODELLO di NON ARBITRAGGIO

,
Ostia calcola il presto di EQUILIBRIO delle OPZIONI assumendo che

nel MERCATO NON esistono opportunità di ARBITRAGGIO ⇒ parte dalla COSTRUZIONE di un portafoglio PRIVO

DI RISCHIO composto da OPZIONI e Attività sottostante e ne calcola il VALORE AITUALE ipotizzando
che il tuo RENDIMENTO debba necessariamente essere uguale al TASSO RISK- FREE

.

Risky ASSET : dst : µStdttostdvvt ⇒ fllnst)
"È> Steso . e

'µ - "2Mt - odwt

}
NO ARBHRAGE

2 ASSET
ASSUMPTION

RYNESS ASSET : DBT = r Btdt ⇒ Bt = èt
- 1 OPTION ⇒ - E- = - f (t , St)

⇒ PORTFOLIO : VALUE of PORTFOLIO = # = =

jflt.SN stockat time t
Ist

dite = ltttdt - It = - f (tilt) + II (tilt ) St ⇒ we Wanta PORTFOLIO Totally RIKERE
PRICE of option PRICE of Stock
↳ 'TÓ FORMULA # of gioca

↳ BS MODEL

dite
.

- (Yf + 1,1¥,ok ) dt
" """""

drt-r.az . dt
It

-

ftp.ftjj#oYtYdt=r(-fltiSt1+YjSt)dtrfHdt)=Yf-+ ii. St +1,1¥:O
? SÌ ma voglio trovare il VALORE all' INIZIO

flo , So ) ; io conosco flt , St) = PAYOFF

BLACK AND SCHOLES : ANOTHER APPROACH

{dst : µStdttostdwt p = DNIDEND RATE = è un TASSO che esprime la porzione
di DIVIDENDI

dbt-rbt.lt



-1 OPTION ⇒ flt , St ) = PRICE OF OPTIONditte ltttdt - It PORTFOLIO

{¥ sia, ⇒ c'è anche una parte di Dividendi che ditale dal
TEMPO ( ott) e dal PREZZO DELLE AZIONI (St)

dite :( -¥, -12µg.io?si+pStYzIdt
" """""

dxt-rrtdtrfltdtl-Y-th-plstfg.tt?oYt
PAYOFF =/ (T ,St)

EUROPEAN CALL OPTION

rflt.stl-Y-trstf-qi-IY.io
'È

PAYOFF = flt , St) = (ST - KÌ
St NON dipende da µ :

dst = rstdttostdvvt '"" """" dst.rstdttostdwti.IM: ) - o Stolt
define

WT : Ntt (Mj)t
d St = rstdttoftdvvt WÌ it NOT a BROWN /AN MOTION , cause of WI - WT ~ N ( M:(t.si i . . . )

⇒ TH :#to is d BM on lr, ] , P) ,
but Join EQUIVALENT PROBABIHTY MEASURE À such that WÌ is a BM on (ri ] , ÌP)

dst = rstdttostdWÌ is the Sam Stock PRICE on (rit , È )

⇒ EUROPEAN CALL OPTION PAYOFF : (St- K)
+

G- = È (e" "" (St-KÌ / It)
→ ma il MERCATO è EFFICIENTE : i PREZZI riflettono quello che e

'

facea prima : St ;

(t : È (e-^ '"" (ST - K ) + / St ) → Si :S, e
"?"" tolti

,
ma si parte da oggi : St. St . eh-1041T- tito IWÌWÌ)

;

[+ = [
è [e- nlt-t) . (gp.eu-1041T

-ti + • IÙT - Wt )
- K )

+ ] ftp.t.ypffifxRV.fklit-IH ⇒ EHI = % EHI . fxlxldx
g- = [; e- rit

- t) (St . eh
- %" "-" + ' "Et

- K)? Yee
- "%

dy

QUANDO è
"

POSITIVO ?
gf . eh- Io? It - ti totte

- K =p eh - Io
'

) (T.tl + otite
= 1¥

ti - Là ) (t.tl + otite = ln (¥) Yz (n - INH-t) - ln (G) ÷ - da
→ quando yz.dz posso

Orte integrare

G.%
,

e-
^"-4 (St . e '

" ÌOYIFH + otite /gg. e-
È
dy . /

"°

- di
"¥

,

- e- % oh,

ti

|
" Ke'"" s !! # e-

"%
di

-
da St¥i

! " (t-tltoyr-E.tk
= g

+ da

-

i -
.

ti Kè
""" !N ( da)

St -È e-
% ' ✗torta

- da tre
: 2- = YtoÈ ,

e se - • < YE ok
,
allora - • < zedo.toNE

÷ ""



St È :-p,
.ee#dz?st.Nldd di .tn#)+ln-YoYlT-tloiT.t

⇒ PRICE FOR EUROPEAN CALL option :
(t -- St Ndi) - tie

- """
Nldz) -

da = di - oste.
↳ = [

" [e" "
-"
(ST-KÌ / 3- +] = k¥74 . :B liti

OFF

EUROPEAN PUT OPTION

pt = E
' [e-""" (K -Sit Ht]

A 1 EUROPEAN CALL + Kè
"

voglio TROVARE Pt USANDO LA EUROPEAN PUT- CALL PARITY
B 1 EUROPEAN putt 1 Stock

ALLA Maturità 1-
A (St- K) Ke è? (ST-KÌÌK Max (HK)
B (K-A)

+

+ St Max (g
, µ

⇒ Cotke- " = Po + So

A- = 4- + Ke""" - St Pest . NIDI - ke
" ""

. Ndr) + kèlttl - St

⇒ PRICE FOR EUROPEAN put option :
Pt = - St - NI-ddtke-rlt-tl.NI.de)
Pt .- E

' [e-""" (K -E)
+

Itt]

DIGITAL OPTION CALL

1 CASH OR NOTHING f (St) = {
" il & > "

= Heist>×) to
a othowvise

Di :[
È [e-""" Heist >µ / St ] Dt : e-

""" H - E
""

[ list >× , / St ] ⇒ fare il VALORE Atteso dell' indicatore
di und FUMONE e

'

come calcolare la
P dell' EVENTO

☒ (ft . e

" - ENIT.tl/-olWi--Wtl
> µ

A. e-
ritti

µ .jp. > . ln (E) + ti -1041ft ) ) > 1.ftp..dz/=i.Nl-dd-.a4.NGkD=NlddoTT--TDt=He"""
- Ndr)

2 ASSET OR Notting fist) . {
Si it St >K

0 othowvise
= & - ' (St > K ) to

DÌ = È [e-
"""
si . 1 (si >µ / St] DÌ .- e

'
"""

-È [St - tisi >×, / St]

DI = e-rlt.tl . [
È [gliel' IMITI) + • IWÌWÌI . 1 {g. è :

. .

> ¢ ) / St] →
VALORE Atteso di una DISTRIBUZIONE

GAUSSIANA :[È
. . .] = £!

DI = e. ritti } !:|
,
gt . eh-104kt) + • Ynet . 1£

,

e-%

dy.jo' IT-t) + OYTÉ - "%
dy y → - y - o E- Y E daE. = di:&.



DI = È! s÷
" + • Et"

→ 2- = yto TTF , quindi - • EYE da -✗ E 2- E datore

DI = !! ftp.iei#dz=St.Nldd
'di

DÌ
. St - Mdd

COX - Ross - RUBISTEIN

⇒ NO ARBITRAGE CONDITION : datti < il

1^25 % V25% p
= 42 1- f- 112 So : 20€ F- 4%

=D Confida two EUROPEAN CALL OPTIONS , the fist are has strike 18€ dsd MATURIN ome yeon , White
the second hassane strike ,

but MATURIN twoyeus .
Determina which are by higher PROBABILITY to he

eurcited
.

µ, 31.25 ⇒ 31.25-18=1%5
Confronto IPLS, >g) =p (Suits) : 112

20

'"
"

mi 18.75 ⇒ 18.75-18=0.75
" 15%11.25 ⇒ 11.2g - pp =p

P (Si > 18) =P And -18.tt/tPHuu=H.sis)---2p(1-p) t p
'

= 314

⑦ Compute the INKIALPRKES of two CALL OPTIONS
.

Bo : 1-
go.my

,
[ p
'
43.25) + 21PM -

p) (0.75) + G- p )40)] = 3.41

Ao : fù, [ P (7) + 4- p) = 3.37

<

ti - of) =u-4 = 1.25 - ( 1.04) = 0.42

n - d 0.5

9¥ = (Ar) - d = NIK NEUTRAL PROBABIHTY

n - d



ASIATICHE : NON considero So e faccio media ;

Look - BACK : considero So e tolgo il VALORE più piccolo della TRAIETTORIA ;

AMERICAN : faccio il CONFRONTO
.

HEDGING STRATEGY

di = ) ( (t , St) = N (de)
Jst

SÉ = di -1 = N (di) - 1 = Nfdi) → per la PUT - CALL PARITY

→ maggiore di dn è come dire minore di - di

⇒ quando l' HEDGING ERROR è grande

ESERCIZIO

1) Sell 1 EUROPEAN CALL : So :p K
"! 8

0 : 40% 1=4%

F- 1 Yeon

Determina # of Stars to by/all in ondata dtain È = O

⇒ Faccio di 8 dell' opzione : s
"! (%÷) = N (d) = µ (la (f) + (0.04+110-41411-0) ) ,0.4 to

d
"

= -11OPTION) + ☒ stock) (St) = N ( 0.3) = 0.618

⇒ è : - 1. s'" + ✗ - si
'
v

derivata d. St

rispetto a Stè 1

⇒ È =D per la NEUTRALITÀ : ✗ =D
"

= 0.618 (Buy : è positivo)




