
Legge della Probabilit×a Totale

1: P (A) = P (A j B)P (B) + P (A j Bc)P (Bc)

2: P (A) =
X

j

P (A j Bj)P (Bj)

3: fX(x) =
Z
fXjY (x j y)fY (y) dy

Regola di Bayes

1: P (B j A) = P (A j B)P (B)
P (A j B)P (B) + P (A j Bc)P (Bc)

2: P (Bi j A) =
P (A j Bi)P (Bi)P
j P (A j Bj)P (Bj)

3: fY jX(y j x) =
fXjY (x j y)fY (y)R
fXjY (x j y)fY (y) dy

4: p(Õ j y) = p(y j Õ) p(Õ)
R
Ç p(y j ~Õ) p(~Õ) d~Õ

Mixture Process
Siano f1(Y ); f2(Y ); : : : ; fn(Y ) delle pdf/pmf. Allora:

f(Y ) =
nX

h=1

ch fh(Y ) con
nX

h=1

ch = 1

Sia Y j Õ una famiglia di variabili casuali indicizzate da Õ, e sia Õ una variabile casuale con pdf/pmf G(Õ). Allora:

f(Y ) =
Z 1

«1
fÕ(Y ) dG(Õ)

Indipendenza Condizionata e Scambiabilit×a
1. Indipendenza Condizionata
Siano y1; : : : ; yn delle osservazioni condizionatamente indipendenti dato Õ. Allora:

p(y1; : : : ; yn j Õ) =
nY

i=1

p(yi j Õ)

2. Scambiabilit×a (Exchangeability)
Siano y1; : : : ; y10 scambiabili. Allora:

p(y1; : : : ; y10) =
Z 1

0
p(y1; : : : ; y10 j Õ) p(Õ) dÕ

Nel caso Bernoulliano (ad esempio yi 2 f0; 1g), si pu×o scrivere:

p(y1; : : : ; y10) =
Z 1

0
Õ
P

yi(1« Õ)10«
P

yi p(Õ) dÕ

Modelli a un parametro
1. Modello Binomiale

p(Y = y j Õ) =

 
n
y

!

Õy(1« Õ)n«y
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2. Distribuzione Beta
p(x; a; b) = Å(a+ b)

Å(a)Å(b)
xa«1(1« x)b«1

Propriet×a:

Mode(x) = a« 1
(a« 1) + (b« 1)

= a« 1
a+ b« 2

E[x] = a
a+ b

V(x) = ab
(a+ b)2(a+ b+ 1)

= E[x](1« E[x]) ¬ 1
a+ b+ 1

3. Modello Beta-Binomiale
Una prior Beta e un modello binomiale portano a una posterior Beta:

p(Õ j y) = Beta(a+ y; b+ n« y)
Implica:

E[Õ j y] = a+ y
a+ b+ n

Mode[Õ j y] = a+ y « 1
a+ b+ n« 2

V(Õ j y) = E[Õ j y](1« E[Õ j y]) ¬ 1
a+ b+ n+ 1

4. Previsione (Predizione)

P ( ~Y = 1 j y1; : : : ; yn) =
Z

Ç
P ( ~Y = 1; Õ j y1; : : : ; yn) dÕ = E[Õ j y1; : : : ; yn]

=
a+

P
i yi

a+ b+ n

P ( ~Y = 0 j y1; : : : ; yn) =
b+ n«

P
i yi

a+ b+ n

5. Modello di Poisson

P (Y1 = y1; : : : ; Yn = yn j Õ) =
nY

i=1

p(yi j Õ) =
nY

i=1

Õyie«Õ

yi!

= Õ
P

i yie«nÕ
nY

i=1

1
yi!

6. Prior Coniugata: Distribuzione Gamma

p(Õ) = ba

Å(a)
Õa«1e«bÕ

Posterior:

Õ j y1; : : : ; yn Û Gamma

 

a+
X

i

yi; b+ n

!

Valori attesi e varianze:

E[Õ j y1; : : : ; yn] =
a+

P
i yi

b+ n
= b

b+ n
¬ a
b
+ n
b+ n

¬
P

i yi
n

V[Õ j y1; : : : ; yn] =
a+

P
i yi

(b+ n)2
= E[Õ j y]

b+ n

Quando nà b:
E[Õ j y] Ü Ûy; V[Õ j y] Ü Ûy

n
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7. Valori Predittivi Attesi e Varianza

E[ ~Y j y1; : : : ; yn] =
a+

P
i yi

b+ n
= E[Õ j y]

V[ ~Y j y1; : : : ; yn] =
a+

P
i yi

b+ n
¬ b+ n+ 1

b+ n
= E[Õ j y] ¬ b+ n+ 1

b+ n

Modello Normale
Assumiamo di avere un campione y = (y1; : : : ; yn) di osservazioni indipendenti e identicamente distribuite, tali che

yi Û N (Ù; Þ2y); i = 1; : : : ; n;

dove Ù ×e incognito e Þ2y ×e un parametro noto. Scegliamo una distribuzione a priori normale per Ù:

Ù Û N (Ù0; Þ20);

con Ù0 e Þ20 iperparametri Ñssati.

Distribuzione Posteriore
La distribuzione posteriore di Ù risulta essere anch'essa normale:

Ù j Þ2y; y Û N (Ùn; Þ2n);

con

Ùn =
n
Þ2y

y + 1
Þ20

Ù0
n
Þ2y

+ 1
Þ20

e Þ2n = 1
n
Þ2y

+ 1
Þ20

;

dove y ×e la media campionaria.

Precisioni
Spesso si utilizza la precisione, deÑnita come l'inverso della varianza:

ß20 = 1
Þ20

(precisione a priori);

ß2y = 1
Þ2y

(precisione del campionamento);

ß2n = 1
Þ2n

(precisione posteriore):

Nel modello, la precisione posteriore risulta essere la somma della precisione a priori e della precisione derivante
dai dati:

ß2n = ß20 + n ß2y :

Di conseguenza, la media posteriore si esprime anche in termini di precisioni:

Ùn =
n ß2y

n ß2y + ß20
y + ß20

n ß2y + ß20
Ù0:

Modello Normale con Parametri Incerti: Prior Normal{Gamma
Assumiamo di avere un campione

y1; : : : ; yn
iidÛ N (Ù; Þ2);

con Ù e Þ2 incerti.
Dobbiamo deÑnire un modello a priori per la coppia (Ù; Þ2). Utilizziamo la regola della moltiplicazione:

p(Ù; Þ2) = p(Ù j Þ2)p(Þ2):

Scegliamo:
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Ò Ù j Þ2 Û N
Þ
Ù0; Þ2

×0

ß
, dove Ù0 ×e il valore a priori per la media e ×0 rappresenta la forza (o aÓdabilit×a) del prior.

Ò DeÑniamo la precisione ß2 = 1=Þ2 e poniamo:

ß2 Û Gamma
ÞÚ0
2
; Ú0Þ

2
0

2

ß
;

dove Ú0 e Þ20 sono iperparametri che esprimono la quantit×a di informazione a priori sulla varianza.
Questa scelta porta ad un prior congiunto di tipo Normal{Gamma, indicato con:

NG(Ù0; ×0; Ú0
2 ;

Ú0Þ20
2 ):

Distribuzione Posteriore Coniugata
Il joint posterior di Ù e Þ2 ×e dato da:

p(Ù; Þ2 j y1; : : : ; yn) = p(Ù j Þ2; y1; : : : ; yn) p(Þ2 j y1; : : : ; yn):

1. Posterior per Ù condizionato a Þ2:
Dall'aggiornamento con i dati si ottiene:

Ù j Þ2; y Û N
Þ
Ùn;

Þ2

×n

ß
;

dove
×n = ×0 + n; Ùn = ×0Ù0 + ny

×0 + n
:

2. Posterior per Þ2 (o ß2 = 1=Þ2):
Utilizzando

p(Þ2 j y) / p(Þ2)p(y1; : : : ; yn j Þ2) 1
Þ2

;

si ottiene
1
Þ2

j y Û Gamma
ÞÚn
2
; ÚnÞ

2
n

2

ß
;

con
Ún = Ú0 + n;

e
Þ2n = 1

Ún

h
Ú0Þ20 + (n« 1)s2 + n×0

×0 + n
(y « Ù0)2

i
;

dove s2 ×e la varianza campionaria e y la media campionaria.
Pertanto, il joint posterior ×e un NG(Ùn; ×n; Ún2 ;

ÚnÞ2n
2 ).

Distribuzioni Marginali Post.
Ò Ù j Þ2; y Û N

Þ
Ùn; Þ2

×n

ß
.

Ò 1
Þ2 j y Û Gamma

Þ
Ún
2 ;

ÚnÞ2n
2

ß
.

Ò Marginalizzando Þ2, si ottiene la distribuzione a posteriori per Ù che risulta essere una distribuzione t:

Ù j y Û tÚn
Þ
Ùn;

Þ2n
×n

ß
:

Stima della Media e Confronto degli Stimatori
Un possibile stimatore della media ×e il biasn, deÑnito come la media pesata:

Ù̂b =
n y + ×0Ù0
n+ ×0

= w y + (1« w)Ù0; con w = n
n+ ×0

:

Lo stimatore classico per la media, invece, ×e semplicemente:

Ù̂e = y:

Le propriet×a attese sono:

E
Å
Ù̂b j Ù = ÙÆ

Æ
= wÙÆ + (1« w)Ù0; E

Å
Ù̂e j Ù = ÙÆ

Æ
= ÙÆ;

mentre i rispettivi errori quadratici medi (MSE) sono:

MSE
«
Ù̂e j ÙÆ

¬
= Þ2n; MSE

«
Ù̂b j ÙÆ

¬
= w2Þ2n + (1« w)2(Ù0 « ÙÆ)2:
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Prior Non-Informativi di JeÐreys
Sia una trasformazione del parametro data da

Ô = g(Õ);

con inversa
Õ = g«1(Ô);

ammettendo che entrambe esistano. La densit×a corrispondente per Ô si ottiene tramite la formula di cambio variabile:

p(Ô) / p
«
g«1(Ô)

¬ ÏÏÏÏ
@g«1(Ô)

@Ô

ÏÏÏÏ :

Per scegliere un prior non-informativo per Õ si utilizza il criterio di JeÐreys, cio×e:

p(Õ) /
p
I(Õ);

dove I(Õ) ×e l'informazione di Fisher deÑnita da

I(Õ) = «E
â
@2 log l(y j Õ)

@Õ2

ÏÏÏÏ Õ
ã
:

Pertanto, anche per il parametro trasformato Ô si ha:

p(Ô) /
p
I(Ô):
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