POPOLAZIONE ‘
Insieme di unité statistiche uguali rispetto ad un certo carattere.

CAMPIONE
un qualunque sottoinsieme della popolazione contenente un certo numero di unita statistiche.
Deve'assomiglidre il piu possibile alla popolazione.

CAMPIONE CASUALE
la procedura per ottenere un campione rappresentativo della popolazione € 1'estrazione
casuale delle unita. -

Popolazione "Il campione casuale € un insieme di variabili casuali
Finita Infinita X,Xs,...,X1n)la cui funzione di depsit@ dipende Fia
= quella della popolazione. La sua distribuzione di
r;n:::la'::':'to A B probabilita & definita come la distribuzione di
Schefia senza probabilita, o densitd congiunta della n-pla di
reinserimento C D variaéliili casuali che compongono il campione
casuale. "

CAMPIONE CASUALE SEMPLICE

—CON REPLICAZIONE da popolazione X ~ f(x,0) se le n variabili casuali sono IID
(indipendenti, identicamente distribuite)

-~SENZA REPLICAZIONE a popolazione X ~ f(x,0) se le n variabili casuali sono ID
(identicamente distribuite)

FOP. FINITA
un insieme di unita realmente esistenti che possono essere oggetto di rilevazione totale
oppure campionaria.

POP. INFINITA
insieme potenziale delle osservazioni connesse alla ripetizione teoricamente illimitata di un
esperimento casuale condotto nelle stesse condizioni.

MODELLO DESCRITTIVO
€ un modello matematico che esprime la probabilitd o densita della v.c. che descrive l'esito
della singola prova di un esperimento.

SPAZI0 CAMPIONARIO

consideriamo il campione casuale composto da n variabili IID, denominiamo campione osservabile
una specifica realizzazione del campione casuale (ossia una n-pla indicata con X,,...,Xn); tutti
i possibili campioni osservabili costituiscono lo spazio campionario.

DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA DELLA MEDIA
€ la distribuzione delle medie campionarie ottenuti da tutti i possibili campioni-della:r stessa
ampiezza estratti dalla popolazione.
[ *costruire spazio campionario -
Yattribuire la probabilita ad ogni campione X=(1/nx)t..t (I/n-Xn)=1/n)yXi
Ycsu ogni campione si calcola la media campionaria
Yeeostruire la distribuzione della media campionaria |



valore atteso->E(X)=u. . varianza->Ox=0//n oppure Ox=0%/n.
con fattore di correzione per pop. finite

Ox=0/Vn-v(N-n/N-1) oppure O%x=0%/n - (N-n/N-1)

DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA - DELLA PROFPORZIONE

in una popolazione dicotomica un possibile campione € una successione di O e 1, la media
applicata a queste successioni definisce lasproporzione di successi sul campione. (Cioé & una
media campionaria, quando la, popolazione é Bernulliana)

»CASOIID .

B= X/n->dovex éunav.c.ene la dlmensmne del camplone

np=X ~binomiale

—>E®)=up.

~>var(®)=(p- Q/n

»CASOID

ﬁ—'X/I_l —->dove x é una, v.c. ipergeometrica € n é la dimensione del campione

np= X ~ ipergeometrica

=>E®X)=p. .

-> var(®)=(p- Q)/n- (N-0)/(N- l)

TEOREMA DEL LUMITE CENTRALE
sia [x4,...,X0] una successine di variabili

casuali IID con E(xi)=p e var(xi)=o?. ) ) Popolazione Camplone
sia [Cn=)’ Xi/n] la successione delle medie 1l
‘aritmetiche fatte sulle prifne n variabili ° ’ I Hm —
casuali in cui E(Xn)=p e var(Xn)=02/n. [ﬂ[ h .
Definita lav.c. standard Zn= (Xn-u)/(o/Vn), - ® ’
per ogni numero reale z val la relazione: . I
ImP(Zn<z)=d(z) : : : : : : i — U U
->00 i
o 1l 15-Jmm—m x x

‘dove @() &€ la funzione di ripartizione della

Normale standard.
1IN BREVE: al tendere di n all' infinito la funzione di ripartizione della v.c. Zn tende alla, -
normale standard a prescindere dal tipo di distribuzione di proba,blhta, delle v.c. della
‘successione, unico vincolo & che 31a,no IID.] : : . .
RIEPILOGO: Xi - p 9] X-np

o/Nn~N(O,1). ¥ (pq)/n "N(0,1) . v¥npq ~N(O,1)

Anche nel caso di popolazione finita, se n>30 approssimo alla normale —>., Xi-u . .
(6/in)- 7 (N-n/N-1) "N(O, 1)

DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA DELLA VARIANZA

»casomp
Se la media della popolazione E(X)=u é conosciuta, la varianza campionaria & data da:
6 2= 1/n ) (Xi- W)R ->statistica corretta

Se la media della popolazione E(x)=p.€ sconosciuta, utilizzo la media, campionaria e quindj la
varianza camplonaria € data da:
S2=1/(n-1) ¥ (Xi- X)3->statistica non corretta.

Per definizione pud anche essere calcolata Sg— 1/n) (Xi- X)2 —>statlst10a corretta



Se la popolazione &€ Normale, la distribuzione delle tre varianze é:

B2->n 02 S2->n- g2 , Be-> (n-1)'5%

%7~ X2 (n) 0%~ X2 (n-1) —F— ~X2(nl)
5(0?)- 02 E(S%)= (n+1)/n- o8 B(§)=0%
Var(O?)=2/n -o* Var(S?)= 8(n-1)/n?- o* Var(S?)=2/(n-1)-o*
»CASO ID ‘
E(0?)= 0% B(8%)= ((n-1)/n )(N/N-1) 02 B(8%)=(N/N-1)0?

VARIABILE CASUALE T-STUDENT

B una distribuzione di probabilita continua che governa il rapporto tra due variabili aleatorie
indipendenti, la prima con distribuzione normale (Z ~ N(O,1)) e la seconda, segue una
distribuzione chi quadrato (U ~X?(r)). la t-student (W) con r GDL & definita da.—>W=Z/v/ (u/r).
La incontriamo per la distribuzione campionaria della, media quando non é nota la varianza e
quindi non possiamo.utilizzare la Normale. ~
Quindi in assenza della varianza della popolazione si utilizza la varianza campionaria S?,
allora la standardizzata della media campionaria é una v.c. t-student con le proprieta: u=0 per
r>1 e S?=r/(r-2) per r>2, é sirnmetrica rispetto a O e tende alla Normale se r—>c
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IN PRATICA:

% Se la popolazione € Normale e il campione IID, la v.c. media campionaria ha distribuzione
N(y;0%/n) , pertanto la standardizzata & Z%= (X-u)/ (03/n) ha distribuzione N(O,1).

% Se la, popolazione non € Normale, la v.c. media campionaria ha distribuzione
approssimativamente come la Normale purché n sia grande.

% Se la varianga della popolazione non € nota e al posto di o2 (in ZX) xi metto la varianza
campionaria (S®) ottengo allora una t-student.

Quindi i 3 casi sono:

O2-> W-X-4 S2>W= R Se>W=%y
o/ n~t(n). SN (m-D) ~t(n-1). §/Vn ~t(n-1)

[ Sia una popolazione Normale con media p incognita, siano X e SR media e varianza di un
campione di ampiezza n, allora il rapporto T=(X-u)/(s?/Vn) & una v.c. t-student con nl GDL,

Nel caso in cui la popolazione di partenza non sia normale e abbia media p, allora estraggo
media (X) e varianza (3(2) di un campione casuale e se n & sufficientemente grande (=240)
| allora Z%=(X-u)/(S3/Vn) & una v.c. approssimata alla Normale standard (0,1) —




STIMA PUNTUALE "DE'I ‘PAIZAMET!’ZI

STIMATORE

Dato un campione casuale (X,,...,.Xn), per stimatore di un parametro O si intende la statistica
campionaria T=t(X,,...,Xn) utilizzata per stimare O.

STIMA . . . . . .
€ invece la singola determlnazmne dello st1matore 11 va.lore t= t(Xl, ,X1), che esso assumenel
campione osservato inteso come n-pla di numeri effettivamente osservati.

STIMA PUNTUALE

stimatore piu conveniente per attribuire un valore al parametro di interesse 6.

PROPRIETA STIMATORE

per stabilire se 1o stimatore é adeguato & cruciale studiare la variabile casuale ERRORE DI
STIMA T-6.

“kla media deggli errori di'stima E(T-O) é preferibile sia nulla, $e E(T-0)=0 o E(T)=0 1o
.stima.,tore g‘a non distqrto. La dift:eren;a D(.T)=E.(T)-6.é detpa disﬁorsipne. La prqpriet;é. del}a )
non distorsione non desidera né che E(T)<0 né E(T)>O poiché il risultato produrrebbe stime

mediamente al di sotto oppure al di sopra del parametro. .
Sappiamo che questa proprieta vale per E(X)=y, E®)=p, E(‘S2) 02

.* la inedié, dei (ﬁuadl;ati dégli er;rori di stifna MSE(Tj=E (Tle)2 é preféribilé piu biocoia pos;sibilé
ed é anche detta ERRORE QUADRATICO MEDIQ ed é la misura della distanza delle stime dal
parametro incognito.
MSE(T)=Var(T)+[E(T)-O]?
Se lo stimatore & non distorto, allora MSE(T)—Var(T)
Sappiamo quindi che MSE(X)=Var(X)=0?, MSE(®D)=Var(d)-pq, MSE(S8?)=R0*
m - oI

EFFICIENZA STIMATORE )
€ una propmeta che si manifesta nel confronto di piu ‘stimatori 1mplegab111 per stimare uno
stesso parametro ©. )
Dati due stimatori di 9 T, e Tg, si dlce che T, & p1u efﬁ01ente di Tg se
MSE(T,)=E(T,-0)2 <MSE(T,)=E(T5-0)3.
%la media campionaria é uno stimatore blu: si definisca un qualunque stimatore lineare
T= Z[(l/n)*&]Xi ed € corretto se &i & tale che ) 6i=0 e la varianza di T & 02} [(1/n)+61]?
?RO‘PRIE’TA ASINTOTILHE "DEGLI STIMATOR’.I
*Stlmatore asintoticamente non distorto: uno stimatore & detto asintoticamente non
distorto se la sua distorsione € prossima allo O quando la dimensione del campione & molto
grande —> D(Tn)=E(Tn)-O
K Consistenza: uno stimatore si dice consistente se vi &
certezza che esso assuma un valore prossimo a 0 quando la
dimensione del campione & elevata —>lim P(|Tn-0|<e)=1."
La distribuzione tende graficamente a concentrarsi attornk
‘allo O laddove la differenza Tn-O tende a O. ’
quindi abbiamo che: lim P(|Xn-u[<e)=1 ->lo stimatore Tn

lim P(|Pn-P|<e)=1. é consistente
se lim E(Tn)= 0O e lim Var(Tn)=0

lim P(|S®n-o®|<e)=1

1M
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STIMA PER INTERVALLO

Sia (X;,...,Xn) un campione casuale proveniente da una popolazione della quale interessa
stlma,re i1 pa.ra,metro 0. Slano Ll—ll(Xl, Xn) e Lz—lz(Xl, ,X1) con L1<L2 due statlstlche
campionarie tali che P(L1<9<L2) 1-a dove « € un numero molto piccolo ohe non dlpende da 0.
S lintervallo [1;,15] €.detto intervallo.di confidenza a.livello 100(1-a.)% per il parametro O,
dove (l a ) é definita livello di confidenza dell' intervallo dove a &€ compreso tra O e 1.

L'intervallo che costruiamo attorno ad ogni campione facciamo in modo che il 95% contenga 11
‘parametro incognito-e il 5% no,-poi si estrae uno di questi intervalli a caso e abbiamo il 95% di

probabilitd che contenga © e anche se non so se 1o contenga veramente o meno, io sono
lconfidente che ci sia. : : :

%1, el; sono detti rispettivamente Limite inferiore e Limite superiore dell'intervallo di
confidenza. L'ampiezza o lunghezza dell'intervallo & data da A=15-1,
{Formula generale intervallo di confidenza—> stima puntuale + - (fattore ¢ errore standard)]

STIMA PER INTERVALLO DELLA MEDIA DI UNA POPOLAZIONE NORMALE CON
VARIANZA NOTA

Dato un campione casuale.da una popolazione normale N(u,0?).e fissato un livello di.proabilita .
molto alto, si ha che uno stimatore per intervallo di y ha estremi dati da:

—L,=X~Zdpe 0 . e. Lg=X+Zdge*o0
yn. “n
- dove Zo/, € il fattore-di affidabilita, cioé il valore della normale-standard che lascia in
ciascuna coda oy

Ad esempio se (1 —a) =0.95 allora:

\ ) ‘GENERALMENTE:
{ o es® liv. confidenza. 1-«a Zaly
i i 90% 0.90 1.645
' ' 95% - ’ ’ 0.95 - © 1.96
Unita Z: 0 99% 0.99 2,58
Unita X : Hm{‘i‘g’d’?’” Stima Puntuale :.r:mm. ﬁg%mon . . . . . . . .
Confidenza Confidenz:
> DIMOSTRAZIONE ~ =~
poiché la variabile casua;le 7Zx=X"\ : FUNZIONE CARDINE O PIVOT
ha distribuzione normale * o/Nn “N(O, 1) —> dipende dalle osservazioni
segue che: _ P campionarie de da O, la sua
1- a=P(~ Zalo< Xp<+Zaly) > =P( X - Za/o* 0 <u< X + Zak*_g ). distribuzione é nota e
o/n ) ) ~Vn ) ~ ¥n indipendente dal © ed &

continua e monotona rispetto a ©
MARGINE DI.ERRORE. (ME) S .
L'intervallo di confidenza pud anche essere scritto come X+- ME dove ME=Zws* O /wf n
L'ME:-si riduce se la deviazione standard diminuisce (o)), 1?ampiezza del campione aumenta
(1), livello di confidenza diminuisce (1-al). L'ampiezza d'intervallo (15-1;) &€ due volte I'ME.



*Caso ID (della stima Pe'} inkervallo della media)
se il campione € estratto senza ripetizione da una popolazione finita di dimensione N, la
varianza della media &: Var(X)=N-n- 22 e l'intervallo & dato : C=XtZw, - VN-n- oR

N-1.n . . . . . . YN-1.vn .
INTERVALLO DI CONFIDENZA DELLA 2o 10 W2
vISTQIBUZIONE bELLA MEDIA Gli intervalli v:lu X
CAMPIONARIA ) ' vanno da U5
: > -z — ll ;ool(j_«:)% Il
egli intervalli
v — ——O— cogtruiti
a —_— contengono y;
<128 | T T —o— 100(ct)% non
Vn lo contengono.

STIMA PER INTERVALLO DELLA PROPORZIONE NEL CASO DI GRANDI CAMPIONI
in questo caso la statistica da usare é: Zp= 'p\vp dove B, stimatore di p-& la v.c. proporzione -
V(P-8/m)

Sia (X1,...,Xn) un campione casuale proveniente da una popolazione Bernoulliana, allora,
fissato livello di probabilita alto, si trova che uno stimatore per intervallo di p ha estremi dati
da: L,=D - Zajpe \f(p Q/n) €. Lo=0 + Zop oV (B l/n) . .

dove Zo/, € il valore della distribuzione normale standard che lascia o/, su ogni coda

STIMA ‘PE(Z INTEEV‘ALLO DELLA ME’“DIA DI UNA ‘PO‘POLAZIONE NOYZMALE CON

VARIANZA NGN NOTA -
Sia (X1,...,Xn) un campione casuale provemente da una popolaz1one Normale N(p,o) allora,
fissato livello di probabilita alto, si trova che uno stimatore per.intervallo.di y ha, gli estremi

datida: Li=X-ta * S e Lo=X+ta * S
. o - . . . R
dove to/y €1ivalore della t di student con n-1 gradi di liberta che lascia in ciascuna coda una
‘probabilita di o4 . . . . . . . . . . . .
. FUNZIONE CARDINE TX= X-y
’ ’ S

un 1nterva,llo di conﬁdenza con coefﬁcnente 1-a ha estreml — o~

11 x- toz/2 ~ e 12 X+ tor/2 -.s_ dovex e s sono i valori osservati di X e S

. . . ¥n - An
STIMA PER INTERVALLO DELLA MEDIA NEL CASC DI CAMPIONI GRANDI
Se la.dimensione del campione ¢ sufficientemente grande possiamo rifarci alla statistica )
Zx_X_p_ la cui distribuzione si approssuna, alla normale standa.rd q,ualunque sia la__ ~

S[\f n popolazione. L'intervallo avra come estremi: Ly=X-zajp 8- e Lg=X+zoj « S

Vn Vn
che sono variabili casuali, e I'intervallo racchiude al suo 1nterno il parametro y con
probabllltal a. Da qui gli estremi dell'intervallo: L,=%X- Z(X/g . s e 12 %+ zor/2 « 3
Vn Vn

INTERVALLO DI CONFIDENZA PER LA MEDIA
genericamente ' intervallo di confidenza € uguale campione + ME, cioé il margine di errore
e determinazione ampiuezza campionaria per la media
. X*ME=Zo/z* 0 —>risolvere rispetto ad n=Za/* o
" Vn ME?




s determinazione ampiuezza campionaria per la proporzione

D+ME= ZaoeVPed ->D+Gnonpud essere>0.25 quando p=0.5
n sostituire 0.25 in ﬁ «§ e risolvere per n=0.25+ VA
ME?R

INTERVALLO DI CONFIDENZA PER LA VARIANZA
eipotesi normalita della popolazione

Se la popolazione & normale, sappiamo che la
v.c. V=(n-1)S \

ha distribuzione chi-quadrato con n-1 gdl.
Indichiamo con X®n-1, o/; € X®n-1,1-0/1
quantili di livello o e 1-o/; della v.c. X? con n-1
gdl. .

¢ Sia (X1,...,.Xn) un campione casuale
proveniente da una popolazione Normale
N(u,08) . X 3—1,0:/2 Z:—l,l—aIZ
e 1- livello confidenza—>X2n-1, o5 ; X?*n-1,1-o/,

J[(@-1)F <oz (n-1)8
X1l X?n-1,/

e Sia O il parametro d'interesse, ossia la costante caratteristica della popolazione oggetto di

studio. Li'ipotesi statistica € un'affermazione che riguarda il parametro.

* L'ipotesi sottoposta a verifica va sotto il nome di ipotesi nulla (H,), mentre & chiamata,

ipotesi alternativa (H,) 1'affermazione contrapposta.
Quindi:
con riferimento-al parametro © supponiamo che sono Hy e H, le due ipotesi (nulla e
alternativa), con la verifica delle ipotesi si decide se rifiutare o no l'ipotesi nulla sulla base di
una, funzione di-dati del campione casuale-detta:

STATISTICA TEST--—>[l'insieme di tutti i possibili valori che possono essere assunti dalla
statistica test € detto spazio campionario, tale spazio viene diviso in.due parti dette : regione di
accettazione e regione di rifiuto].

*Regola decisionale:
bipartito o spazio parametrico (H, e H,) , bipartito lo spazio campionario, si accetta o rifiuta
l'ipotesi nulla se la statistica test cade nella regione di accettazione o rifiuto.

P(X1zz—1,a/2 <x*< szz—1,1—a/2)

area = a/2

e errore di primo tipo= rifiuto HO quando vera

Possibili Risultati Verifica di Ipotes: s errore secondo tipo= accetto HO quando falsa

Stato di Natura Teoria dei test in generale:
Decisione H, Vera H, Falsa possiamo dire che pitr o meno tutti i
Non Rifiutare| Decisione corretta Errore d! procedimenti di verifica seguono il seguente
Ho (1-a) Secondo Tipo criterio: si assegna ad « un-valore piceolo e si
- Errore i (B) individua la regola di decisione che minimizza,
Rifiutare H, Primo Tipo Decisione corretta B, quindi introduco il test d'ipotesi per alcuni
(a) (1-B) parametri di rilievo (inedie e varianze) con

approccio intuitivo.

Sia Hg: 1 =1,
L’ipotesi alternativa contrapposta pud assumere
una delle tre configurazioni:



Hy:u<uo | >
H,:p>y ipotesi alternativa unidirezionale

H, : n#1, —Pipotesi alternativa bidirezionale

*CASO Hy: 1 =1g
H:p>po
per la verifica di ipotesi in questlone chiameremo statistica test Zx = X —1
o/Vn
La disuguaglianza che determina il rifiuto di HO é data da: X>uo +zZa °0
‘ Vn

regione di rifiuto—>
R={x1,x2,....,xn; B> +2a

«o//n} f(ElHo) zona di rifiuto

J area =@
Si rifiuta HO per valori di

X molto piut  grandi di . : ) ‘

10, valori che, sotto HO, Mo 1Y X o B z

zgn% stime poco «credibili» _ (vdm criﬂco>/ "j, .............
. " o

H — Valore critico = py + z, 7 (zona di rifiuto R)

La disuguaglianza che determina il rifiuto l
di HO, pud.essere, ovviamente, esplicitata.in termini.di valori standardizzati nel modo
seguente: Zx =xX-1, >Za,

o/Vn
Dunque, possiamo esprimere la zona, di rifiuto del test in due modi equivalenti:
R={X1,Xg,..:.,X0; Zx>Za} < R'={x; ,X; ;....,X10; T>Pg+za -+ ( o//n)}

*Se (x,, X3, ..., XI1) € un cainpione casuale osservato,.con media x , la decisione di rifiutare o

non rifiutare

I'ipotesinulla Hg: 1 =11, sibasa sul confronto tra e 114, 0 meglio, sulla differenza .

standardizzata zx =x-115 —> Valore assunto nel campione osservato dalla v.c. ZX ,X_ugL
o/Vn o/Vn

Ammesso che I'ipotesi nulla sia vera e che la, popolazione generatrice sia normalg, Zx & una,

v.c. normale N(O,1).

Quando la statistica test cade nella zona di rifiuto si dice che “il test & significativo”, possiamo

anche dire: "La media campionaria differisce significativamente da 115", “La differenza x -1, €

significativamente diversa da 0”, “Vi é sufficiente evidenza empirica contro I'ipotesi nulla”.

Criteri diottimizzazione nella verifica delleipotesi

la teoria statistica consente di individuare il procedimento che, fissato il livello di a, minimizza
3, ovvero massimizza la potenza. Un-tale procedimento & da considerarsi, ovviamente, ottimo.
L’espressione della probabilitd 3 per ipotesi alternativa: H1 : 1 > 40 é data da:

B=PX<pug+za * (o/ V1) |p=py)
v=PX>uo+za ¢ (0/Vn) | p=p1)= 1-B —>chiamata potenza del test.



<-sono illustrate le probabilitd degli errori di prima e
arca = a e‘z@ di‘'seconda specie per lg verifica delle ipotesi Hy : 11 = 1o,
¥ contro H;: 1 =1,, con y; maggiore di 1,.

Ko ve
Non si rigetta H,  Si rigetta H,

a=P(X>VC|n=1)
B=PX<VC | n=p)

v

{C Non si rigetta H, i rigetta H, . . . . / o A

La potenza del test & influenzata da.:

1- Dal livello di significativita.

?- Dalla specificaziornie dell’ipotesi alternativa. -
3- dalla, numerosita del campione.

*CASO Ho CHL=Ho
. Hy: p<yg . . . . 4 .
La disuguaglianza che determina il rifiuto di Hy:
X<|p~za * (o/¥n) .

f(x|Ho) N(0,1)

Si rifiuta Hy per
valori della media
campionaria

di uo , valoriche, Hy |
molto piu piccoli
sotto Hy, sono stime | 7.

o — ZE% Ho f . =z a 0 ‘X
poco — g ’?—) ................... %
«credibili» di g , ‘ W valore critico O valore critico

@m di rifiuto D ’ zona di rifiuto R

bub ésseré, ovvia.meﬁte, eéplici{;ata ih temin‘ni cii Valéri sté,nda.r'dizza:ti nel' modb segl'lente'
ZX Xo <-Za

o/n
Dunque, possiamo esprimere la, zona, di rifiuto del test in due modi equivalenti:
R={x1,Xa,....,XN; ZXZ-za} < R'={X;,Xg,....,X0; X Qo-2za*( 0/ Y1)}

*Probabilita 3 e potenza del test

3 € la, probabilita che la statistica test X assuma un valore appartenente alla zona di
accettazione quando € vera l'ipotesi alternativa.

B=P\X>p-za* (0o/Vn) |n=m/.

1-B=v=P\X>Up-za*(0o/Vn) |u=1,)



*CASO H.O ‘u= - Ho

Hy:p#pp
In questo caso, si rifiuta 1’1potes1 nulla per va.lorl di zX IIllIlOPl d1 ZO(/2 o] magglom di Z()//g, oppure
equivalentemente per ogni X minoridi g, -zw/4(o /V/ 1) o maggiori di yy+zak(o /Y n)

£(&|Ho) Si rifiuta Hy per valori di X molto piu piceoli di
Ho—Z/a * (/4 1) 0.molto piu grandi di yg+za/a(o /Vn)
valori che sotto Hj sono stime poco credibili di .

» | . 3
Iy =2, c_rlJ)_x Ho ot Zg o/n X

..................... ¢ (valori critici

zona di rifiuto R f

. . . 5 :
Si rifiuta Hy peri valori di zx molto piu piccoli o &g
molto pit grandi di zero, valori che, sotto Hy, SON0 . | ezt (Valori eritici ) o,

stime poco credibili di . \_1/"
. . . . . . . . . . . zona dirifiuto R

*Probabilitad 3 e potenza deltest

3 e la, probabilita che la statistica test X assuma un valore appartenente alla zona di.
accettazione quando € vera l'ipotesi alternativa

B =Pl ~2(0 VD)< X< po+zap(o /Vn) | p=pnl)

1 - B =y = P(t1o ~2a/a(0 V)| 11=11; ) + P(UO +za/a(0 V1) | 11 =111 )

* Livello di significativita' osservato
F la probabilita che la statistica test assuma un. valore minore di quello ottenuto con.i dati del .
campione (valore piu estremo), ammesso che I'ipotesi nulla sia vera.
.si rifiuta l’ipotesi nulla se il livello di significativita osservato € minore di.«a
°*CASO Hp:pu=pg
. Hyuipepg . . . . . . . . . .
aoss =P(ZX <ZX|Qo)/vV&10Pe assunto dalla statistica test ZX

aoss -P(ZX <-|zX [ )+P(ZX>|zX |)

=2P(ZX >|zX |)
Se z.<z Da <a Sl mcorda che ZX X uO puo assumere valom p051t1v1
a,. [e viceversa. o/Nn .

Ja

0 negativi per questo si prende il valore assoluto.

T Valore critico
Zona dirifiuto R

Valore osservato z;

o, < o == Si rifiuta H,
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. CASO Ho:p= Ho N
T H e, . . . . . .
aoss =P(ZX <-|zX |)+P(ZX >|zX |)
=R2P(ZX >|zX |) :
E la probabilitd che la statistica test assuma
un valore piu estremo di quello ottenuto coni -
dati del campione osservato (piu grande di

e viceversa

XY .,
Cla

.|zx| o piu piccolo di -|zX |), ammesso che. . medmﬁutoR Valori cfitiei Zona di rifiuto
l’ipotesi nulla sia vera. Iz Iz-
Sirifiuta I'ipotesi nulla se il livello di. . . Wmmm{ /
significativita osservato & minore di a. = ot Sicliuis ffj

VERIFICA D'IPOTESI SULLA MEDIA DI UNA ‘éo?oLAzionz'cow' VARIANZA NON
NOTA

La, vemﬁca: dell’ipotes1 si avva.le della stat1st10a test Tx -'X EQ
SHn

che sotto 1’1pot651 di normalita della popolazmne e se l'ipotesi nulla & vera, ha distribuzione t

di Student con n - 1 gradi di liberta.

H,m<p, —> aoss =P(TX <tX|p=Ho)
H; :1p>10—> aoss=P(Tx>tx{ 1u=1o) -
H; :p#ue—> a0ss=2P(TX>|txX| |u=1o) -

si rifiuta I'ipotesi nulla se il livello di significativita
osservato € minore di a.

VERIFICA D'IPOTESI SULLA MEDIA NEL CASO DI GRANDI CAMPIONI

Se il campione ha dimensione sufficientemente grande, qualunque sia la popolazione

generatrice, la statistica test da assumere & ZX =X-li,, che & una v.c. la cui distribuzione pud
S/Vn essere approssimata con una normale

" ZONE DI RIFIUTO per le diverse ipotesi ) ) ) ) ) ) ) ) )

B> (z(z>z)

valore assunto dalla statistica test'Zx

Bty (zlizf<on) « Livello di significativita osservato

K Ho e (2> 2.0 differenza che a denominatore di zx appare la

popolazione .
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S€Z; >Z,, 08 Z; <-Z,, DA, <A

Si calcola come nel caso.della.varianza nota con l'unica, .

deviazione standard campionaria s anziché quella della,
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 VERIFICA DI IPOTESI SULLA MEDIA NEL CASO DI GRANDI CAMPIONI;

POPOLAZIONI BERNOULLIANE

Se il campione casuale di ampiezza n (sufficientemente elevata) proviene da una popolazione

bernoulliana, I'ipotesi nulla da, verificare & Hy: D = Do.
La frequenza relativa dei “successi” nel campione, ha, sotto I'ipotesi nulla, distribuzione

prossima, alla normale con media p, € varianza py(1l - po)/n. La statistica test &;

Zp= D—Do
V(Do * a0/

. L1ve110 d1 51gmﬁcat1v1ta. osser*vato—> Si ca,lcola come nei casi precedentl

\/EQIFIL.A DELLE I?OTESI SULLA \/AQIANZAZA
-» Sistema di ipotesi: -

H, : 0” = 0],

-H, : 0”7 > 0%,

.» Campione osservato: (x,, X3, ..., XI1), proveniente da una popolazione normale con media e
varianza entrambe incogvnite.
e statistica test: V=(N— 1)S®
Se 1’1pot651 nulla é verac,) la V.C. V ha dlStI’lbllZlOIle Chl- qua.dra,to conn - 1 gradl d1 hberta )
"Calcolo del valore critico
Sifissa a e si determlna quel valore VC tale che P(S>VC |o® = 0%p)=a,
quindi P[(N 1)82 > (N-1)VC]=«a
. . . 0% . .0%,
dalle tavole (N-1)VC
0% . =X2n-1,1l-a .

percui VC=_o%, . X&n-1, l-«a-.
(N-1)

{viv> Z:—l,l—n}

<zl

{vive (l.-l @i2> ).’.._1 1-ar2)}

*Probabilita 8 e potenza del test

‘Consideriamo, come esempio, il sistema di ipotesi: Hy: 02 =0”; e H; : 0”='03, (Con 03, < 0’p).

La probabilita dell’errore di seconda specie € data da B—P[§2 >VC|o® =0%]
Dove VC e1il valore critico inferiore. Sotto I’ipotesi alternativa (n-1) S2/0%;

qu1nd1 VC=0?, .X?n-1,a per sostltuzmne B P((n—l) >0% . X*n-l,a
n-1 - foLHY 02
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VERIFICA DI IPOTESI SU UNA MEDIA CON VARIANZA VERIFICA DI IPOTESI SU UNA MEDIA CON VARIANZA
NOTA INCOGNITA

2
X ~ N(u, 0% X~ Nip, o)
H - Hy:p=po
0-H=RY @ TiXi-Xp
n—

LA MIGLIOR REGIONE DI RIFIUTO E’ DATA DA LA MIGLIOR REGIONE DI RIEIOTO E’ DATA DA

f<ﬂ0—zaﬁ se Hy:p<po
R=q (21,22, ., 20); T> o+ 2z  S€ Hiip>po

-T</i0—tu1.ué73;; se Hy:p < pg
|z — po| > Za/zﬁ se Hy:p+# po

R =< (21,22,..,Z0); T> po+tu-1a 7% se Hy:p> o

[T — pol > tu-r g (%) se Hy:p# o
OPPURE

OPPURE
Z—“f%-% se Hi:pu< o 3’ n < —taia se Hitp<po
R = (z1, 2, ..., Tn); :/_ﬁ >z, se Hy:ip>pg R=q (@122, 2a); §_7’% > tota se Hiip>p
Lf/_\/??i > 2oy S€ Hi:p# o TR >t s Hiiu po
DOVE DOVE =
1= 0,02 to14(y = @, /2)
H\Y=aq, E’ TALE CHE
E’ TALE CHE
X - Ho X — o
P - _ P(= >th1y ) =7
(a/\/ﬁ Z’) K <5/ﬁ 1

VERIFICA DI IPOTESI SULLA VARIANZA
VERIFICA DI IPOTESI SULLA PROPORZIONE

X ~ N(p,0?%)
X ~ Be(p)
Ho:p=po H:0®=0p
n 2
SOTTO H, E PER n GRANDE - Z(Xi—lx)
v
ST~ N Po(1 — po)
p=Aan Po, n LA MIGLIOR REGIONE DI RIFIUTO E’ DATA DA
, £ < féTX?-fl,u se H,:0%? <}
LA MIGLIOR REGIONE DI RIFIUTO E’ DATA DA P>he . s Hi?>a
) R= , X2,y Tn); 2 5,2
T<py— Za m[l;m se Hy:p<py T En)i @ < w-1Xn-1 Hy:0®4ab
oppure se Hy:0>#op
R= (In,rzfm‘zn);T>pn+zu\/m%1ﬂl se H :p>py §q>_vETX2 e
- n- n-1, -7
|§_PO|>Zu/2\/m£17m2 se Hi:p+#po OPPURE
OPPURE .
_ O-DF o521 se H,:0%?<a}
= < —z, 8¢ H :p< f") '
L LS 2 ,,é 2> Xa-11-a se Hi:0”>a;
I . 0
R=q (21,22, %0); Jmip ~ 2S¢ Hiip>po R={ (21,29, 2,); (D2 o X e
s 7 n-1.§
—I\/%>zu/2 se Hy:p#po oppure se Hy:0”# 0}
eoliopo) n-1)3
DOVE g_c,uzL > X,z.—l.l—g
(Y= a,0/2) DOVE
E’ TALE CHE Xia(Y =@y =a/2,y=1-a,y=1-0a/?)
X E’ TALE CHE
P P

>z | = (n =13
1- 2 —
olt- P ( p <Xn-14 | =7



* Confronto tra medie di due pop. indipendenti
Consideriamo due popolazioni distribuite NORMALMENTE.
Supponiamo di estrarre un campione di ampiezza n, dalla prima popolazione di ampiezza n,
dalla 'seconda popolazione INDIPENDENTI.
Siano 1, e Yy le medie che caratterizzano rispettivamente la prima e la seconda popolazione e
siassumano NOTI i due scarti quadratici medi o, e o5 delle due popolazioni.
¢ Inferenza sulle medie di due popolazioni normali
Indichiamo conp =13 - 1y
Sia X=X,-X, uno stimatore di y
La v.c. differenza tra-le medie campionarie di due campioni indipendenti provenienti da due
popolazioni normali & distribuita normalmente X~ (u, 03x) . Dove la media e la varianza sono
date da: .
E)=E(X; -Xp)=1; -1z =W,
0R(X)=0%(X,"Xp)= 0%1/1; + 0%/Ny
Il rapporto ZX =X-11 oppure ZX;-X, =(X;-X5)-(1;-12) € una v.c. normale standard.
; oX T o X X5
Se le due popolazioni non hanno distribuzione normale la funzione cardine Z puo essere
utilizzata con ampiezze campionarie sufficientemente elevate (n=30).
e Int. di confidenza per la differenza di due medie -pop. normali (varianze note)
—>impiego lo stimatore X= X; - X, 1,=X-2o/g* 0X
P[-za/s < (X-11)/0X <zd/s |=1-a da cui P[X-zak*0X <1 <X+zak *0X]=1-a. 1,=X+za/y *0X
—> impiego la funzione Zx3-X3
P[-za/p <(X7-Xz)-(U1 1)<z I=1-a da. cui

0X;-Xg 1,=(X,-Xg)-zo/3* 0% Xy
PI(X1~Xp) 20/ * 0K X< U ~He<(XXp) 20z * 0K -Xp]=1-a. To=(X1-Xp)-207z* 0%, Xz

¢ Test per la differenza di due medie: pop. normali (varianze note)
SiaHO :p=p; -5 =0
L’ipotesi alternativa contrapposta pud assumere una
delle tre configurazioni:
H,:u<O ipotesi-alternativa unidirezionale
H,:p>0 ipotesi alternativa unidirezionale
H,:u#0 ipotesi-alternativa bidirezionale
Se l'ipotesi nulla & vera, il valore atteso della differenza X = X; - X, & nullo e la, statistica:
ZX=X oppure ZX;-X;=(X;-Xyp). -E una variabile.casuale N(0,1).
oX 0X Xz

La logica sottostante a queste regole di

e T e decisione é che valori molto grandi (o molto

M=yt <0 (o, 2, <22} picceoli) di Z(X; “X3) non sono, verosimilmente,
o0 w0 Z X-X o LN attribuibili al caso, ma al fatto che la media
%% della prima popolazione & superiore (0
H=m-1p%0 {Z55, 0 255> 2}

inferiore) a quella della seconda, come
contemplato dall’ipotesi alternativa.

o Livello di significativita osservato

Sia,peresempio, H; : p=p1; -1 >0

aoss=P| Z§_Z>x/ 0X |p=0] Si rifiuta I'ipotesi nulla se il livello di significativita
a0ss=P| ZX;-X>(X,-X,)/ 0X,-Xz |p=0].  osservato & inferiore al livello di significativita a.




CONF (\QNTI T KA T)UE ?Q?OLAXIONI DIFFE $ENZ‘_A DI MEDIE, -\JAF{;ANZ:EI NON
NOTE

* Confronto tra medle di due pop. 1nd1pendent1

Popolazmm distribuite NORMALMENTE.

Varianze delle due popolazioni NON NOTE ma UGUALI Ipote51 di omogenelta della va.ma.nze
(0491=053). (OMOSCHEDASTICITA")

Campioni INDIPENDENTI con nurmerosita piccole (n < 30).
‘Per il confronto tra le medie di due popolazioni si utilizzail test t : t-test -

¢ Inferenza su due medie: piccoli campioni e varianze uguali
Si abbiano-due campioni provenienti-da due popolazioni normali aventi medie p, e ps e
varianze incognite ma uguali, allora:

T™S= . X=u - .

Sc/ (1/n1)+(1/nz)
dove X=X ,-Xy; p=p;-Hg; Sc= 321(11 -1).+ Szl(n -1)
n+n-2)

ha distribuzione t di Student conn; +ng - &
gradi di liberta.

T (xl"fz) = @1 :Xz);(u 1‘U‘2)
Sev (1/B)+(1/0y)

La formula precedente deriva dal seguente
Tapporto - '

¢ Intervallo di confidenza per la differenza di due medie -piccoli campioni

Pltah< - Xp - <tal=l-a - L;=% twse Scv(1/ny)+(1/ng)
Scv (1/n)+(1/ny) L=%+tape Scv (1/n))+(1/ny)
oppure
Pl-toe< (X-Xo)~(H1Hp) <tapl=l-a 1,=(x;-Xo)-tap e SV (1/n;)+(1/ny)
SC][(l/Ih)"(l_/na) . . . L= -Xp)+tap e _E"C‘/—(l/nl)‘f(l/ng)

» Test per la differenza di due medie: piccoli campioni e varianze uguali
statistica test da impiegare per la verifica di ipotesi:

.T(xl a) (X1-X)~(bs - Ha) . . . TR= _X‘H _ _ )
Sev (I/mpD+(1/np) oppure Scv (1/n)+(1/nz)
zona di rifiuto R={t(X;Xz) : t(X;-Tp) >ta T(E;X)= (X1-F)~(Uy~H2)
. . . . \/V 8evY (1/n)+(1/np)
(Tpotesi H, TpotesiH;  Statisticatest  ZonadirifitoR Ta/ssta 50n0 1 quantil di una |
#eo R T IESA distribuzione t di Student con n, + n,
- X, -X - & gradi di liberta
#=0 H>0 Tz_=# {ti,i, ti.i,>ta}

. - l+ ;/
d n,
H#*O / {tzs,: 851> tn}



¢ Inferenza sulla differenza d1 due medie: varianze non assunte uguall grandl campmm
statistica test da 1mp1ega.re per la verifica di ipotesi:

Z®- Xy = ZX-X) = (X-Xo)-
Cox ' ) V(’3217n1)+' 22/ﬁ2)

la statistica Zx & approssimativamente una normale N(O,1) se i campioni sono grandi

Limiti intervallo di confidenza

420 {z;:1z]> 2.}

CONFRONTI Tfs,A 'DUE rO?OLAZlONI T)l FE E’NZ.A DI PROPORZIONI (GGRANDI
CAMPIONI). ) ) ) ) ) ) )
e Intervallo di confidenza per la dlfferenza d1 due proporzmm (grandl camplom)
Proporzioni delle due popolazioni: p; € ps ;

Proporzione dei due campioni: p; e ﬁz,

T due'campioni sono indipéndernti.

Si indichi con P=P1Ps © con’ﬁ ﬁ
sihache: -

E®)=E(B,-D2)=p,-p2=p

Var@®)=0%p =[pr(1-p1)/n; }+[P2(1-Pz)/ne] - :
Per costruire I'intervallo di confidenza sulla dlfferenza dl proporzioni si usa la statlstlca
Zp=P-p .oppure Z(D,~P2)=(8:-D)-(0,-Dp)

o 0*p;- D2

1a cui distribuzione é'pros'sima alla normale
N(O 1), perche i camplom hanno gran idi
Dalla proposizione

P[-za/ (ﬁ -pP<zaj |*1-a  oppure Za/z <(ﬁ1 ﬁz) (Pl pz) <z 0/2 ]
: C = 3 . ; . . . ozpl 5
con l’usua.le procedlmento si ottengono gh estremi dell’intervallo di conﬁdenza perp-p:
1,=p-zap *of oppure 1L,=(B, - B2) - zap s 03p), - Bt

=Dp+2zap 20D . . . . . . 12‘@1 o) + 2y o 0215\1 - Dg

¢ Test per la differenza di due proporzioni

Sia Hp :p=p; ~P2.=0

L’ipotesi alternativa contrapposta puo assumere una

delle tre configurazioni: | Tpotesi My Tpotesi M, Statstica fest  ZomdirifitoR
H1 p<O ipotesi alternativa unidirezionale
H,:p>0 ipotesi alternativa unidirezionale

H,:p#0  ipotesi alternativa bidirezionale I ..o é:— B {25,255 > 24
Sia H, :p=p; —Ds =0, sotto Hy E(DP)=0e ARG,

Var(D)= 0?p=Poiché sotto H,, p; e ps $0no

uguali, diciamo py=po*do* (1/n; *+ 1/ng)

Se H; & vera, i due campioni provengono da : : : : :
una stessa popolazione bernoullianacon parametro pO. Si pud parlare di un unico campione di

numerosita n;+n,. Lo stimatore di massima verosomiglianza dipy € -

P=p1-p2 <0 {255, 2 <—Za}

p=p; —p. #0 {zﬁ.-ﬁz |2 Pl-Pz|>z ot




CONFRONTI TRA VARIANZE

» Distribuzione di probabilita F di Fisher ) )

Siano X, e X, due variabili casuali indipendenti aventi
distribuzioni di probabilitéa chi-quadrato con n; e ny gradi di
liberta. Allora, la distribuzione di probabilita del rapporto
Y=X,/n; éuna variabile casuale F di Fisher conn, e n, gdl

2

Frynya-a i

Quantile di livello p

¢ Test per le varianze di due popolazioni normali
Siano C; e C; due campioni indipendenti provenienti.dalle. popolazioni normali P,e Py aventi la.
stessa varianza. Siano S?; e S&; le varianze del primo e del
secondo campione. Allora, il rapporto: ) ) ) / ) ) ) ) )
F=S2,/0%, ha distribuzione F di Fisher con n,- 1 gradi di libertd del numeratore e ny— 1

Rg/0%; gradidiliberta del denominatore.
11 rapporto: F=8%,/82, & una appropriata statistica test per sottoporre a verifica l'ipotesi di
uguaglianza delle varianze di due popolazioni normali P, e Py .
‘Se 0% € la varianza di P, € 0?; &'la varianza di P,, le Zone di rifiuto del test per la verifica
dell’ipotesi nulla, Hy : 08, =07,

‘Sono-quelle indicate nella tabella : : Regole di Decisione Due varianze

Usiamo S7 per indicare la varianza pitl
rande.

s Ho: 042 = 0,2

- Hi02>0?

Hy: 042 = 0,2
Hy: 012 # 022 |

0’12 < 0'22 N {f:f<f..—|.n,—1.n}

C2_ 2 F= —S‘
01 =03 0'12 > 0'22 - §2 {f:f>f;.,-1.n,-l,1-a}
2

2 2 .
01 #07 {f f /g (fn, ~Ln, —1,a/‘2’f;||—1,n2

Rifiutare H,se F>F, .

Rifiutare H, se F > L

TEST SULLA BONTA® DI ADATTAMENTO
(o test X?)

1test chi quadro € una tecnica particolarmente utile per verificare s¢€ i dati ossérvati sono
coerenti (consistenti) con una particolare distribuzione.

‘Sia dato un campione casuale di n unita nella quale si osserva. il carattere A.
distribuzione frequenza campione osservato:

" categoria | c |C,.|... |Ck | tot
modello descrittivo della popolazione . . frequenza | n,| n| .. | nk | n
generatrice del campione:

- categoria | C, |C, | |Ck | tot
Sia Hy= pi=piy . . . . . _ frequenza | Pr] P "‘_lpk I 1 .

Se l'ipotesi nulla & vera, i valori attesi delle frequenze n,...nk sono dati da np,, NPsg,..., LDk
perché la generica frequenza della seconda tabella éuna v.c. binomiale con parametri n epi;. -
ci chiediamo:

I dati campionari conformano con la distribuzione di frequenza ipotizzata?

I dati campionari conformano con specificate probabilitd tecniche?



La verifica dell'ipotesi nulla consiste nel misurare una "distanza'" tra la distribuzione di
frequenze osservata e la distribuzione di frequenze attesa sotto l'ipotesi nulla.

I1 termine “bonta di adattamento” si riferisce a quanto bene le frequenze osservate si adattano
alle frequenze teoriche. ’

Le ipotesi del test sono:

In altri termini,

Hy: F(x) =Fy(x)—> distribuzione popolazione = distribuzione teorica

H,:F(x) #Fy(x)—>distribuzione popolazione # distribuzione teorica

La distribuzione dellg, popolazione, Fy(x), pud essere interamente specificata oppure solo
parzialmente specificata . In quest’ultimo caso le ipotesi del test sono:

HyF(x) €Q

Hy:F(x) #Q

Dove.Q & una famiglia di funzioni di distribuzione con forma analitica definita (ad esempio
famiglia di distribuzioni normali).

¢ il test e la regione di rifiuto:
La distribuzione di X? é approssimativamente una variabile casuale chi-quadro su campioni
sufficientemente grandi.

eregola costruzione test: —
‘- Rifiutare Hyse ¥~ > ¥od1,1-o

2 _ i (frequenze Osservate — frequenze Attese)2 _ i (O; —E; )?
£ i=1 - i=1 Ei

frequenze Attese con gdi=k—1-m, a
m= numero dei parametri stimati sul
campione 0 ) xz
. / Non I Rifiutare H,
—-Specificare H, completamente sia nella rfutare Hy %% gl 1.,

forma funzionale che nei parametri.
-Riproporre N determinazioni del campione casuale: (x;, xa, ... , xN) sotto forma, di
distribuzione di frequenza discreta o continua a seconda dell'ipotesi specificata:
(xi,ni) i=1,...,.k ni=frequenza osservata
o continua a seconda dell’ipotesi specificata.
xi- - xi,nt) i=1l,..,k ni=frequenza osservata
—-Sulla base dell’ipotesi nulla calcolare le probabilita, pi, che in una prova si presenti la
modalita xi o la probabilita di appartenere alla classe (Xi-; - xi):
pi=P(X=xi|H,) oppure P(XE (xi-—-xi)|Hy)
—Calcolare le frequenze attese moltiplicandopi per il totale delle osservazioni, N: Ei=Npi
—Calcolare il chi-quadro: X?=) (ni-Npi)?
“Npi
—-Calcolare il valore teorico X?gdl,1-a dove i gradi di liberta sono k-1 o k-1-m
-Se X?>X?3gdl,1-a sirifiuta I'ipotesi che il campione osservato provenga da una popolazione
avente una distribuzione specificata dall’ipotesi nulla.

Ci sono dei suggerimenti:

* I1 campione deve essere sufficientemente grande.

¢ Il numero delle modalitad o degli intervalli di modalitd non dovra essere troppo piccolo
(almeno 5, 6)

* La frequenza ni assegnata ad ogni modalita(classi) dovra essere in pratica non inferiore a 5.
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