
METODO AUTOMATICO 
Affrontiamo ora il calcolo della matrice di Rigidezza con il metodo automatico. Essendo un metodo un poco più
automatizzato rispetto al metodo Diretto si presta meno al calcolo manuale e si presta di più ad un calcolo fatto con
il computer. È un po quello che fanno i programmi di calcolo. 

Differenze con il metodo Diretto:
• in questo approccio si considerano inizialmente tutti i gradi di libertà della struttura considerata cioè si
ragione come se il vettore dei movimenti possibili contenesse tutti i movimenti possibili, anche quelli
vincolati, poi si impone successivamente che siano nulli.
Nel telaio in figura con il metodo Diretto avremmo considerato 8 movimenti possibili (2 orizzontali e 6
rotazioni). 

In questi caso invece consideriamo 3 movimenti possibili per ogni nodo



• In questo metodo non trascuriamo la deformabilità assiale.
Ci ritroviamo quindi che gli spostamenti orizzontali dei modi che si trovano sullo stesso piano possono essere divers,
così come possiamo avere dei movimenti verticali associati alle deformazioni assiali dei pilastri.

La struttura quindi ha 

Nel complesso quindi la struttura ha 

Però noi scriveremo un sistema dove mettiamo 27 equazioni, alcune di queste hanno come incognite le razioni dei
vincoli e altre i movimenti associati ai 19 movimenti liberi.
Questa struttura può essere caricata con carichi distribuiti lungo le aste e anche con forze generalizzate applicate ai
nodi.
Poi fissiamo un sistema di riferimento globale.
Poi:
In questo metodo analizziamo prima ciascuna asta con un suo sistema di riferimento locale:

Numeriamo i movimenti di ogni estremità dell'asta. 

La prima cosa che si fa anche inqp questi caso è usare il metodo dei vincoli ausiliari, quindi vincolare i movimenti
all'estremità delle aste. 

Chiaramente se noi blocchiamo tutti i movimenti lo schema notevole a cui si riconduce la generica asta è
quella di asta doppiamente incastrata. Per questo motivo si parla di REAZIONI DI INCASTRO PERFETTO:



Per la generica asta quindi definiremo un vettore che contiene le reazioni di in astro perfetto (che sono
chiaramente definite ne, sistema di riferimento locale):

Ragioniamo ancora sulla singola asta. Ci calcoliamo la matrice di Rigidezza della singola asta che avrà
dimensioni 6×6 (6 movimenti possibili, 3 da una parte e 3 dall'altra).

Per calcolare la matrice di Rigidezza usiamo il metodo Diretto. 

Impiniamo quindi diverse deformate in cui solo un
movimento è unitario e tutti gli altri nulli. Le forze che
dobbiamo applicare all'estremità della trave per
avere questa condizione corrispondono ad una
colonna della matrice di Rigidezza.
Usiamo quindi la definizione di Rigidezza Kij.

Se l'asta è lunga L e le proprietà del materiale siano:

La forza che devo applicare per avere uno spostamento orizzontale é:



Quindi in questo caso per calcolare la Rigidezza sto imponendo una variazione di lunghezza pari a 1.
Se:

Questa è la forza che devo applicare per avere una
lunghezza unitaria ( =Rigidezza assiale dell'asta)

Le altre forse che agiscono sono:

Se applico da sinistra verso destra una forza:

Ci dovrà essere una forza uguale e opposta da destra a sinistra:

La prima colonna della matrice sarà:

Per simmetria posso scrivere anche la prima colonna.

Andiamo avanti ed imponiamo:

Abbiamo un'asta da una parte incastrata e dall'altra con un incastro scorrevole quindi la forza che devo applicare
per avere uno spostamento unitario è:



Per la convenzione di positività:

Adesso applichiamo:

Quindi lo schema da considerare è:

In direzione assiale non si genera niente.

Calcoliamo la matrice di Rigidezza:

Si va avanti imponendo gli altri 

Alla fine otteniamo la matrice:



Questa matrice ha volta calcolata vale per qualsiasi asta e si tratta solo di mettere gli opportuni valori delle aste di:

Abbiamo detto che la matrice è simmetrica e questo consegue dal teorema di Betti. Ha 36 termini ma i termini
significativi sono meno (21) perché gli altri sono nulli. Gli elementi della diagonale sono sempre positivi e diversi da
zero perché rappresentano le forze generalizzate che dobbiamo applicare nel grado di libertà dove stiamo imponendo
il movimento unitario per avere il movimento unitario. Cioè se applichiamo un movimento positivo la forza da applicare
deve essere necessariamente positiva. 

Una volta calcolata la matrice possiamo scrivere un sistema di equilibrio che riguarda la generica asta. È lo
stesso sistema di equazioni di equilibrio scritto la volta precedente:

Perché le reazioni di incastro
perfetto le devo applicare cambiate
di segno

Questa relazione si può scrivere per ogni asta.

Troviamo quindi 6 equazioni di equilibrio associate ai 6 gradi di libertà.

In sostanza se ad esempio prendiamo la prima equazione:

Questa equazione ci dice che la forza che dobbiamo applicare associata al movimento 1 deve equilibrare la forza
che si genera in quel punto a causa di:

Se prendiamo la seconda equazione:

La forza che si applica al nodo 2 deve equilibrare la forza che si genera per effetto di:



DEFINIZIONE 
Matrice di rigidezza semidefinita positiva 

Cioè se noi calcolassimo l'energia di deformazione
di una struttura si può dimostrare che l'energia di
deformazione dell'asta è:

Esistono quindi dei vettori         che fanno si che l'energia di deformazione sia nulla. Questo è possibile perché i vettori   

sono i movimenti all'estremità. Alcuni vettori possono corrispondere ad un movimento rigido dell'asta:



Adesso dobbiamo passare dell'asta alla struttura.
Dobbiamo quindi passare dal sistema di riferimento locale a quello globale

Dobbiamo quindi riscrivere i movimenti 

Avrò due componenti del movimento 

Dobbiamo scrivere una relazione tra i diversi           e i movimenti nel sistema globale.

Per cui se abbiamo un'asta avremo :



Come si fa ?
Noi pensiamo di avere un'asta inclinata di       rispetto al sistema di riferimento globale possiamo dire:

Quindi        mi provoca un movimento in direzione        (        ) che vale 

Ma c'è una componente anche lungo l'asse         quindi :

In definitiva:

Da un punto di vista delle rotazioni:

Le rotazioni non cambiano:

Questo vale per l'estremo iniziale dell'asta. Per l'altro estremo valgono le stesse considerazioni:

Scriviamo tutto questo in forma matriciale:



Scritta un forma estesa:

La matrice di rotazione inversa è uguale alla
trasposta.

Posso quindi scrivere:

Relazione che va dal globale al locale 

Relazione che va dal locale al globale 

Noi abbiamo fatto questa operazione sui movimenti.
La stessa cosa si può fare sulle forze. 

Quindi la forza S1 ha una componente nel sistema locale sia lungo l'asse          che          . Quindi vale la stessa regola
per il passaggio da un sistema all'altro:



Relazione che va dal locale al globale 

Relazione che va dal globale al locale 

Il nostro obiettivo è quello di riscrivere la matrice di Rigidezza in termini di spostamenti e forze nel
sistema globale 

Mettendo insieme quanto detto prima possiamo ottenere una matrice che ha le stesse dimensioni della matrice di
Rigidezza e moltiplica il vettore dei movimenti nel sistema di riferimento globale e mi da delle forze perché entra in
gioco nel sistema delle equazioni di equilibrio, quindi è una matrice di Rigidezza:

Per cui otteniamo la matrice di Rigidezza della generica asta riferita però ai movimenti nel sistema di riferimento
globale:

Scrivendo tutto ciò in maniera più ordinata il risultato è questo :



Adesso sovviamo mettere insieme tutto e quindi considerare che nella struttura abbiamo 27 movimenti e capire
quali di questi 27 sono associati all'estremità di ciascuna asta. Quindi per ogni asta dobbiamo andare a definire la
MATRICE DI INCIDENZA:

La matrice di incidenza associa i movimenti relativi ai nodi di estremità di ogni asta con i movimenti di tutta la
struttura. 
Noi quindi scriviamo:



Questa è la matrice di incidenza. 
Ora voglio passare dai        agli      . 

Per i- esima asta abbiamo detto che la relazione per il passaggio da sistema locale a globale è:

Ora vogliamo togliere i 

Adesso dobbiamo scrivere delle equazioni di equilibrio su tutta la struttura.

Noi abbiamo ragionato sulla singola asta. Ma se abbiamo un nodo tutte le aste attaccate a quel nodo risentono di
un movimento per cui tutte queste aste produrranno delle reazioni che possiamo valutare tramite la matrice delle
rigidezze per cui dobbiamo fare in modo che la struttura sia complessivamente in equilibrio. Quindi nei diversi nodi
dobbiamo andare a sommare le reazioni che ci danno le diverse aste a seguito dei movimenti e fare in modo che
siano in equilibrio con le forze esterne:



Se abbiamo ad esempio il movimento           noi possiamo definire una forza correlativa. Noi dobbiamo fare in
modo che tutte le reazioni delle aste che concorrono in quel nodo in direzione di           ,sommandole, siano in
equilibrio con la forza          applicata in quel nodo esternamente. Se in quel nodo non è applicato nulla vuol dire
che quando sommo le reazioni in direzione 4 di tutte le aste attaccate a quel nodo devo avere come somma 0.
Quindi riassumendo in ogni nodo in ogni direzione di movimento deve succedere che la somma delle reazioni
delle aste deve essere in equilibrio con le forze applicate.
Dobbiamo quindi scrivere ora questo equilibrio:

Questo passaggio tra S e F segue la stessa logica del passaggio tra        e
Quindi se prima abbiamo scritto

Ora posso scrivere

Anche se a me interessa la relazione opposta e quindi posso scrivere 

Se però in un nodo abbiamo più aste che concorrono 

Ci dice come una generica asta
contribuisce al vettore delle forze 



Se voglio calcolare la reazione totale delle aste nel nodo dovrò sommare i contributi delle aste
per calcolare la forza totale applicata al nodo che deve equilibrare la reazione delle aste:

Andiamo a sostituire quello trovato prima:

Possiamo trovare delle similitudini con quanto ricavato:

Quindi la matrice di rigidezza la calcoliamo come una sommatoria. Il significato di ogni simbolo della sommatoria ci dice
a quali termini della matrice di Rigidezza della struttura ogni asta va a dare il suo contributo.



In sostanza questi termini della matrice di Rigidezza danno delle relazioni in termini di forze che si generano tra i
gradi di libertà.

Quindi la matrice di Rigidezza complessiva sarà:



Poi si sommono i vari contributi nella singole caselle e si ottieni la matrice con i valori complessivi 



Quindi non abbiamo ottenuto questo sistema 

E il numero di equazioni sono tanti quanti sono i gradi di libertà della struttura. Alla fine abbiamo questo sistema di
equazioni:

Quali sono le incognite di questo problema?

Se abbiamo questa struttura N=18:

Questi però non sono incognite perché il movimento li vale zero però sono vincolati. Quindi in questi nodi le incognite
sono       Però conosco le forze ai nodi.
In questi le incognite sono le reazioni vincolari. Ma conosco 



QUINDI COME SI RISOLVE QUESTO SISTEMA?
Riordinato il vettore degli alfa in modo da avere nella parte alta del vettore le incognite e nella parte bassa che contiene
gli spostamenti noti:

Possiamo pensare di dividere la matrice di Rigidezza in 4 parti:

Cioè ci sarà una prima parte della matrice K che moltiplica i
vettori incogniti,  e un'altra parte quelli noti.

Poi ci dobbiamo ricordare che c'è un vettore delle forze suddiviso a sua volta in 2 parti:

Succede quindi che le prime 12 equazioni avranno la forza nota,le ultime 6 equazioni avranno la forza che non è nota,
quindi posso pensare di dividere la matrice 



Questo è il blocco della matrice che moltiplica gli alfa incogniti e che mi genera le 12 equazioni dove ci sono
gli alfa incogniti.

Questo blocco moltiplica gli alfa noti ma è coinvolto nelle 12 equazioni un cui gli alfa sono incogniti.

Questo blocco moltiplica gli alfa incogniti ma è coinvolto nelle 6 equazioni in cui sono incognite le forze 

Questo blocco moltiplica gli alfa noti ed è coinvolto nelle equazioni in cui le forze sono incognite 

Se spesso la matrice in questo modo posso scrivere la matrice così:

Posso quindi scrivere il mio sistema così:


